Chapitre 1
Groupes. Groupes et algebres de Lie

1. Généralités sur les groupes
1.1. Définitions de base et premiers exemples

On considere un groupe (G, avec une opération notée selon les cas ., X ou +, un élément
neutre e (ou 1 ou I ou 0), et un inverse g~! (ou —a). Si 'opération est commutative, le
groupe est dit abélien. Si le groupe est fini, c’est-a-dire a un nombre déléments fini, on
appelle ce nombre I’ordre du groupe. On s’intéressera dans ce cours surtout a des groupes
infinis, discrets ou continus.
Exemples (que le physicien peut rencontrer. . .)
— Groupes finis

* le groupe cyclique Z, d’ordre p, considéré géométriquement comme le groupe
d’invariance de rotation d’un cercle avec p points marqués équidistants, ou comme
le groupe multiplicatif des racines p-iemes de 'unité, {79/}, ¢ =0,1,---,p—1,
ou comme le groupe additif des entiers modulo p;
les groupes d’invariance de rotation et/ou de réflexion des solides réguliers ou
des réseaux réguliers, d’une grande importance en physique des solides et en
cristallographie;
le groupe de permutation S,, de n objets, appelé aussi groupe symétrique, d’ordre
n!
les groupes d’homotopie, que nous allons rencontrer bientot, sont d’autres exem-
ples, etc, etc.
— Groupes infinis discrets. L’exemple le plus simple est le groupe additif Z. Citons aussi

les groupes de translations des réseaux réguliers.

Ou encore les groupes engendrés par les réflexions dans un nombre fini d’hyperplans de R™, qui sont
finis ou infinis, selon 'arrangement de ces hyperplans, cf. les groupes de Weyl au Chapitre 4.

Un autre exemple important est le groupe modulaire PSL(2,Z) des matrices A = <i Z) a coeffi-

cients entiers, de déterminant unité ad — bc = 1, ou on identifie les matrices A et —A. Etant donné un
réseau & 2 dimensions engendré dans le plan complexe par deux nombres complexes de rapport non réel
w1 et wa, ce groupe décrit les changements de base (w1,w2)T — (W], w))T = A(w1,w2)T laissant invariant
I'aire de la cellule élémentaire (Smwawi = Smwhw|*) et leur effet sur 7 = wa /w1 : T — a7 +b/er + d.
Ce groupe joue un role important en mathématiques dans 1’étude des fonctions elliptiques, des formes
modulaires, etc, et en physique dans 1’étude des théories conformes et des théories de cordes. ..
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— Groupes continus. Nous n’aurons a faire qu’a des groupes de matrices de dimension
finie, c’est-a-dire des sous-groupes des groupes linéaires GL(n,R) ou GL(n,C), pour
un certain n. En particulier

* U(n), groupe des matrices unitaires complexes, UUT = I, qui est le groupe
d’invariance de la forme sesquilinéaire (z,y) = >_ x*'y* ; plus généralement,

SU(n) son sous-groupe unimodulaire, des matrices unitaires de déterminant

detU =1

O(n) et SO(n) sont les groupes orthogonaux laissant invariante la forme bilinéaire

> i, 2;y;. Les matrices de SO(n) sont en outre de déterminant 1 ;

U(p, q), SU(p,q), resp. O(p,q), SO(p,q), les groupes d’'invariance d’une forme

sesquilinéaire, resp. bilinéaire, de signature ((+)?, (—)%).

On considére le plus souvent les groupes O(n,R), SO(n,R) de matrices & coefficients réels mais les
groupes O(n,C), SO(n,C) d’invariance de la méme forme bilinéaire peuvent aussi jouer un réle.

* Sp(2n,R) : Soit Z la matrice 2n x 2n faite d’une diagonale de n blocs ios

Z = diag <_01 0) , et considérons la forme bilinéaire antisymétrique

N
T
(X,Y)=XTZY = (22192 — Y2i-172:) - (1.1)
i=1
Le groupe symplectique Sp(2n,R) est le groupe de matrices B réelles 2n x 2n
préservant cette forme BT ZB = Z . (La forme ci-dessus apparait naturellement
en mécanique hamiltonienne en relation avec la 2-forme symplectique dp; A dg;.)
Pour n = 1, vérifier que Sp(2,R)=SL(2,R).

On peut aussi considérer le groupe symplectique complexe Sp(2n,C). Un groupe relié, souvent noté
Sp(n) mais que je noterai USp(n) pour éviter la confusion avec les précédents, est le groupe symplectique
unitaire, groupe d’invariance d’une forme hermitienne quaternionique, USp(n)=U(2n)N Sp(2n,C). Voir
Appendice A.

* le groupe de déplacement dans R3, et les groupes obtenus en lui ajoutant les
dilatations, puis les inversions par rapport a un point ;
* le groupe de Galilée des transformations x’ = Rx + vt + xq, t' =t + tq,

*0(3,1), le groupe de Lorentz, et le groupe de Poincaré,

etc etc.

15 Septembre 2008 J.-B. Z.
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1.2. Classes d’un groupe

On définit sur un groupe G la relation d’équivalence suivante:
a~bsi 3geG : a=gbg? (1.2)

et on dit aussi que les éléments a et b sont conjugués.

Les classes d’équivalence qui en découlent réalisent une partition de GG, puisque tout
élément appartient a une classe et une seule. Noter que I’élément neutre constitue a lui seul
une classe. Pour un groupe fini, les différentes classes ont en général des ordres différents.
Par exemple, la classe de 'identité e ne contient que le seul élément e.

On a déja noté que dans le groupe SO(3), une classe de conjugaison est caractérisée
par 'angle de rotation ¥ (autour d’un vecteur unitaire n). Mais cette notion est aussi
familiere dans le cas du groupe SU(n), ou une classe est caractérisée par un n-tuple non
ordonné de valeurs propres (A1,...,A,). La notion de classe joue un role important dans
la discussion des représentations des groupes et sera abondamment illustrée par la suite.

Ce type de classe d’équivalence ne doit pas étre confondu avec celui impliquant un

sous—groupe, que nous examinerons au § 1.5.

1.3. Sous-groupes

La notion de sous-groupe, sous-ensemble d’un groupe lui-méme doté de la structure de
groupe, est familiere. Si H est un sous-groupe, pour tout a € G, 'ensemble a~'.H.a des
éléments de la forme a='.h.a, h € H forme aussi un sous-groupe, dit sous—groupe conjugué
de H.

Des exemples de sous-groupes particuliers sont donnés par :

* le centre Z :
Soit G un groupe. On appelle centre de G I'ensemble Z des éléments qui commutent avec
tous les éléments de G :

Z={a|VgeG,ag=g.a} (1.3)

Z est un sous-groupe de G, propre si GG est non-abélien. Exemples : le centre du groupe
GL(2,R) des matrices régulieres 2 x 2 est 1’ensemble des matrices multiples de [ ; le centre

de SU(2) est le groupe Zs des matrices +1 (le vérifier par le calcul direct).

* le centralisateur d’un élément a :
Le centralisateur (ou commutant ) d’un élément a fixé de G est ’ensemble des éléments de G qui commutent
avec a.

Zq ={9 € Gla.g = g.a} (1.4)

J.-B. Z. 15 Septembre 2008
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Le commutant Z, n’est jamais vide : il contient au moins le sous-groupe engendré par a. Le centre Z est
Pintersection de tous les commutants. Exemple: dans le groupe GL(2,R), le commutant de la matrice de
. 0 1
Pauli 01 = <1 0
* Plus généralement, étant donnée une partie S d’un groupe G, on définit son centralisateur Z(S)
et son normalisateur N(S) comme les sous-groupes commutant respectivement individuellement avec tout
élément de S ou globalement avec S tout entier

) est le groupe abélien des matrices de la forme al + boy, a® — b2 # 0.

Z(S)={y:VseS y.s=sy}
N(S) ={x:z"1.82=25}.

1.4. Homomorphisme d’un groupe G dans un groupe G’

Un homomorphisme d'un groupe G dans un groupe G’ est une application p de G

dans G’ qui respecte la loi de composition:

Vg.h € G,  p(g-h) = p(g).p(h) (1.6)

En particulier, a 1’élément neutre de G correspond par p celui de G’, a l'inverse de g

correspond celui de g’ = p(g) : ,0(9_1) = (P(Q))_l-

Un exemple d’homomorphisme que nous allons particulierement étudier est celui d’une
représentation linéaire de groupe, dont la définition a été donnée au chapitre 00 et sur
laquelle on va revenir au chap. 2.

Le noyau de '’homomorphisme noté kerp (“kernel” en anglais) est I’ensemble des
antécédents de I’élément neutre e’ de G'. C’est un sous-groupe de G.

Par exemple, la parité (ou signature) d’une permutation de S,, définit un homomor-
phisme de S,, dans Z,. Son noyau est constitué des permutations paires : c’est le groupe

alterné A,, d’ordre n!/2.

1.5. Classes par rapport a un sous-groupe

Soit H un sous-groupe d’un groupe GG. On définit la relation entre éléments de G :
g~g = g.g ' €H, (1.7)
ce qu’on peut encore écrire comme

g~g <= dheH : g=h.g ouencore g€ H.g" . (1.8)

15 Septembre 2008 J.-B. Z.
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C’est une relation d’équivalence (le vérifier), dite équivalence a droite. On peut définir de

la méme fagon une équivalence a gauche par
greg g = g g eHeged H. (1.9)

La relation (disons & droite) définit des classes d’équivalence qui donnent une partition
de G; si g; est un représentant de la classe j, on peut noter cette derniere H.g;. (Les
anglophones utilisent le terme “right-coset” pour cette classe). Les éléments de H forment
a eux-seuls une classe. On note G/H 'ensemble quotient, c’est-a-dire I’ensemble des classes
d’équivalence. Si H est d’ordre fini |H|, toutes les classes ont |H| éléments, et si G est lui-
méme d’ordre fini |G|, il est partitionné en |G|/|H| classes, et on obtient comme corollaire
le théoreme de Lagrange : l'ordre |H| de tout sous-groupe H divise celui de G, et le
quotient |G|/|H| est 'ordre de I’ensemble quotient G/H.

L’équivalence a gauche donne en général une partition différente. Par exemple, le
groupe S3 possede un sous—groupe Zs engendré par la permutation des deux éléments 1 et

2. Exercice : vérifier que les classes a gauche et a droite ne coincident pas.

1.6. Sous-groupe invariant.

Soit G un groupe, H un sous-groupe de G. H est un sous-groupe invariant (on dit aussi
normal) si 'une des propriétés équivalentes suivantes est vraie

-Vge G, Vhe H,ghg~! € H.

- les classes a gauche et a droite coincident;

- H est égal & tous ses conjugués, Vg € G, ¢gHg ' = H.
Exercice : vérifier I’équivalence entre ces trois assertions.

La propriété importante a retenir est la suivante :

e Si H est un sous-groupe invariant de G, on peut munir I’ensemble quotient G/H de la

structure de groupe (mais attention ! ce n’est en général pas un sous-groupe de G).

Esquissons la démonstration. Si g1 ~ gi et go ~ g;, Jdhi,he € H : g1 = hl.gi, g2 = gé.hg, donc

gi1-92 = hl.(gi.gé).hg c’est-a-dire g1.92 ~ gi.gé et gl_l = g'l_l.hl_1 ~ g'l_l. La structure de groupe passe
donc au quotient, ensemble des classes. La classe constituée de H est 1’élément neutre du quotient.

Exemple de sous-groupe invariant : Le noyau d’un homomorphisme p d'un groupe G
dans un groupe G’ est un sous—groupe invariant : montrer que son groupe quotient est un

groupe isomorphe a I'image p(G) C G’ de G par p.

J.-B. Z. 15 Septembre 2008
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1.7. Groupe simple, groupe semi-simple

Un groupe est simple s’il n’a pas de sous-groupe invariant non trivial (c’est-a-dire différent
de {e} et de G tout entier). Un groupe est semi-simple s’il n’a pas de sous-groupe invariant
abélien non trivial.

Cette notion est importante dans 1’étude des représentations et la classification des
groupes.

Exemples : Le groupe des rotations a deux dimensions n’est pas simple, ni méme
semi-simple (pourquoi 7). Le groupe SO(3) est simple (preuve non triviale, voir plus bas,
§2.2). Le groupe SU(2) n’est ni simple, ni semi-simple, il contient en effet le sous-groupe

invariant {I, —I}. Le groupe S,, n’est pas simple, pour n > 2 (pourquoi?).

2. Groupes continus. Propriétés topologiques. Groupes de Lie.

Un groupe continu (ou encore groupe topologique) est un espace topologique (donc doté
d’une base de voisinages permettant de définir les notions de continuité etc) muni d’une

1

structure de groupe, telle que les opérations de groupe (g, h) — g.h et g — g~ soient des

fonctions continues.

Autrement dit, si g’ est proche (au sens de la topologie de G) de g et h’ de h, alors g’.h/ est proche

de g.h et g’_l est proche de g~ 1.

Les groupes de matrices présentés plus haut entrent bien dans cette classe de
groupes topologiques, mais aussi des groupes “de dimension infinie” comme le groupe
des difféomorphismes invoqué en Relativité Générale.

Commencons par étudier quelques propriétés topologiques de tels groupes continus.

2.1. Connexité

Un groupe peut étre ou non connexe. Si GG n’est pas connexe, la composante connexe de

I’identité est un sous-groupe invariant.

On peut s’intéresser a la propriété de connexité au sens topologique général (un espace est connexe s’il
est & la fois ouvert et fermé), mais c’est surtout la connexité par arcs qui nous concernera (pour toute paire
de points, il existe un chemin continu les joignant). Démontrer que la composante connexe de 'identité
est un sous-groupe invariant dans 'une et I’autre définition. Réf. [Po].

Exemples. O(3) est disconnexe et la composante connexe de 'identité est SO(3) ;
pour le groupe de Lorentz £L=0(3,1) on a défini sa composante propre orthochrone EIL, les
autres “nappes” s’en déduisant via la parité P, le renversement du temps 7" et leur produit
PT...

15 Septembre 2008 J.-B. Z.
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2.2. Simple connexité. Groupe d’homotopie. Recouvrement universel

Cette notion ne doit pas étre confondue avec la précédente. On considere les chemins fermés
tracés dans le groupe ou lacets a extrémité fixée, c’est-a-dire les applications continues g(t)
de [0, 1] dans G telles que g(0) = g(1) = go. Etant donnés deux tels chemins g1(.) et g2(.)
de go a g, peut-on les déformer continiment I'un en 'autre 7 Autrement dit, existe-t-il
une fonction continue f(¢,¢) de deux variables ¢,£ € [0, 1], a valeurs dans le groupe, telle
que

Ve €10, 1] f(0,8) = f(1,£) =go : courbes fermées

(2.1)
vt € [0,1] f(t,0) = g1(t) f(t,1) = g2(t) : interpolation .

Si c’est le cas, on dit que les lacets g1 et g, sont homotopes (c’est une relation
d’équivalence), et on dit qu’ils appartiennent & la méme classe d’homotopie.

On peut aussi composer les chemins : Si g1(.) et g2(.) sont deux lacets de g & go, le
chemin gy0¢; va aussi de gg a go en parcourant d’abord g; puis go. Un inverse du lacet g(.)
pour cette composition est le méme lacet, parcouru en sens inverse : g~ 1(¢) = g(1—t). Cette
composition est compatible avec ’homotopie : si g1 ~ ¢} et ga ~ g5, alors gao gy ~ ghog].
La composition passe donc aux classes et on montre que 1’ensemble des classes d’homotopie
est muni d’une structure de groupe pour cette composition, c’est le groupe d’homotopie
71(G, go). On montre enfin que les groupes relatifs & des extrémités gy différentes sont
isomorphes (dans un groupe connexe), et on peut se ramener au choix du point de base &
'identité go = e. On parle donc du groupe d’homotopie (ou groupe fondamental) w1 (G).
Pour plus de détails, voir par exemple [Po], [DNF].

Si tous les lacets de go & go peuvent étre contractés en le lacet trivial {go}, on dit que
G est simplement connexe. Dans le cas contraire, on montre que ’on peut construire un
groupe CNJ, dit groupe de recouvrement universel de G, tel que G est simplement connexe
et que localement, G et G sont homéomorphes. Cela signifie qu’il existe une application
continue surjective p de G dans G tel que tout point g de G ait un voisinage V, et que
Vg — p(Vy) soit un homéomorphisme, c’est-a-dire une application bijective et bicontinue!.

Le groupe G de recouvrement universel de G est unique.

On peut construire le groupe de recouvrement universel G en considérant les chemins qui joignent

I'identité e & un point g et leurs classes d’équivalence par déformation continue a extrémités fixes. G
est ’ensemble de ces classes d’équivalence. C’est un groupe pour la multiplication des chemins définie
comme suit : si deux chemins g1 (t) et ga(t) joignent e & g1 et & ga respectivement, le chemin g1 (¢).g2(t)

joint e a g1.g2. Cette loi de composition est compatible avec 1’équivalence et munit G d’une structure de

L “bicontinue” signifie que Papplication et son inverse sont continues.

J.-B. Z. 15 Septembre 2008
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groupe et on montre que G est simplement connexe (cf. Pontryagin [Po]). La projection p de G dans G
associe a toute classe de chemins leur extrémité commune. C’est bien un homéomorphisme local et un
homomorphisme de groupes, ([Po], sect 51), et son noyau qui est un sous-groupe invariant n’est autre que
le groupe d’homotopie 71 (G) (pourquoi ?). Le groupe quotient est isomorphe & G

G/m(G) ~ G, (2.2)

(selon une propriété générale du groupe quotient par le noyau d’un homomorphisme, cf. § 1.2).

Fig. 1: Le groupe U(1), identifié au cercle et son groupe de recouvrement universel R,
identifié & 1’hélice. Un élément g € U(1) se reléve en des points ---,g_1,90,91, - sSur

I'hélice. Fig. 2: Dans la boule B> représentant SO(3), les points y et —y de la surface
sont identifiés. Un chemin allant de x & x via y et —y est donc fermé et non contractible :
SO(3) est non simplement connexe.

Exemple : Le groupe des phases G =U(1), vu comme le cercle unité S!, n’est pas
simplement connexe : un chemin de l'identité 1 a 1 peut faire un nombre arbitraire de
fois le tour du cercle arbitraire et ce nombre de tours (positif ou négatif) distingue les
différentes classes d’homotopie : le groupe d’homotopie est 71 (U(1)) = Z . Le groupe G
n’est autre que le groupe additif R qu’on peut visualiser comme une hélice au-dessus du
cercle U(1). Le quotient est R/Z ~ U(1), ce qu'il faut rapprocher du fait qu’un point
de U(1), c’est-a-dire un angle, est un nombre réel modulo un multiple entier de 27w. On
peut dire encore 71(S1) = Z. En fait la notion de groupe d’homotopie s’applique & toute
variété topologique, et en particulier on se convainc aisément que pour les spheres, m1(S™)
est trivial (tous les lacets sont contractibles) des que n > 1.

Autre exemple fondamental : Le groupe des rotations SO(3) n’est pas simplement
connexe, comme cela a été pressenti au Chapitre 00. Pour nous en convaincre, visualisons

la rotation Ry, (1)) par le point x = tan %n d’un espace R? auxiliaire ; ces points sont tous

15 Septembre 2008 J.-B. Z.
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dans la boule B2 de rayon 1, avec la rotation identité au centre et les rotations d’angle 7 sur
la surface de la spheére, mais en raison de Ry, (m) = R_n(7), il faut identifier les points de
la sphere diamétralement opposés. Il s’ensuit qu’il existe dans SO(3) des courbes fermées
non contractibles : une courbe de x a x passant par deux points diamétralement opposés
sur la sphere S? doit étre considérée comme fermée mais n’est pas contractible (Fig. 2). 11
existe deux classes de chemins fermés non homotopes et le groupe SO(3) est doublement
connexe. Son groupe d’homotopie est m1(SO(3)) = Zs. En fait, nous connaissons déja
le groupe de recouvrement universel de SO(3) : c’est le groupe SU(2), dont on a montré

qu’il était homéomorphe & la sphere S2, donc simplement connexe, et qu’il existait un

homomorphisme I'envoyant dans SO(3), selon £Uy,(¢)) = £(cos Y _isin%om) — Rn(v),

2 2
cf. Chapitre 00, §1.2.

Cette méme visualisation des rotations par l’intérieur de la boule unité permet de comprendre
Passertion faite plus haut que le groupe SO(3) est simple. Supposons qu’il ne le soit pas, et soit R = Rn (1))
un élément d’un sous-groupe invariant de SO(3), qui contient aussi tous les conjugués de R (par définition
d’un sous-groupe invariant). Ces conjugués sont visualisés par les points de la sphére de rayon tan /4.
Le sous-groupe invariant contenant Rpn(t) et des points arbitrairement proches de son inverse R_, (1))
contient des points arbitrairement proches de I’identité, qui par conjugaison, remplissent une petite boule
au voisinage de l’identité. Il reste & montrer que le produit de tels éléments permet de remplir toute la
boule, c’est-a-dire que le sous-groupe invariant ne peut étre que le groupe SO(3) tout entier; ceci est en
fait vrai pour tout groupe de Lie connexe, comme on le verra plus bas.

Autres exemples : les groupes classiques. On démontre que
e les groupes SU(n) sont tous simplement connexes, pour tout n ;
e pour le groupe SO(2)= U(1), on a vu que 71(S0(2))=Z ;
e pour tout n > 2, SO(n) est doublement connexe, m1(SO(n))= Zs, et on appelle Spin(n)
son groupe de recouvrement universel. Donc Spin(3)=SU(2).

La notion d’homotopie, c’est-a-dire de déformation continue, qu’on vient d’appliquer a des lacets,
c’est-a-dire & des applications de S' dans une variété V (un groupe G ici), peut s’étendre & des applications
d’une sphére S™ dans V. Méme si la composition de telles applications est moins aisée & visualiser, elle
peut étre définie et est a nouveau compatible avec I’homotopie, ce qui conduit a la définition du groupe
d’homotopie 7y (V). Par exemple 7, (S™) =Z. Cette notion est importante pour le physicien pour décrire
des défauts topologiques, solitons, instantons, monopoles, etc. Voir [DNF] pour plus de détails et des
calculs de ces groupes 7y,.

2.3.  Groupes compacts et non compacts

Si le domaine D dans lequel vivent les parametres du groupe G est compact, on dit que G
est un groupe compact.

Rappelons quelques-unes des nombreuses caractérisations équivalentes d’un ensemble compact E.
Toute suite infinie y admet un sous-suite convergente. Etant donné un recouvrement de F par un ensemble
d’ouverts U;, E peut étre recouvert par un nombre fini d’entre eux. Toute fonction continue y est bornée,
etc. Pour un domaine D de R?, la propriété de compacité équivaut a la propriété de D d’étre fermé et
borné.

J.-B. Z. 15 Septembre 2008
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Exemples. Les groupes de matrices unitaires U(n) et leurs sous-groupes SU(n), O(n),
SO(n), USp(n/2) (n pair), sont compacts. Les groupes SL(n,R) ou SL(n,C), Sp(n,R) ou
Sp(n, C), le groupe de translation dans R", le groupe de Galilée, les groupes de Lorentz et

Poincaré ne le sont pas, pourquoi ?

2.4. Mesure invariante

Quand on traite d’un groupe fini, on est souvent amené a considérer des sommes sur tous
les éléments du groupe et a utiliser le “lemme de réarrangement”, qui consiste a écrire
dfdg= >, fde=> fl9),
gelG h=g'geG geG
(invariance & gauche), la méme chose avec ¢’g changé en gg’ (invariance & droite), et aussi
—1 —1
dflgh= D> flahHh=>_fl.
geG g~ leG geG
On aimerait pouvoir effectuer de telles opérations dans le cas d’un groupe continu, la
somme finie étant remplacée par une intégrale, finie et dotée des mémes invariances. Cela

nécessite de pouvoir disposer d'une mesure d’intégration invariante a gauche et a droite

du(g) = dp(g'.g) = du(g.g') = du(g™")

telle que [ du(g)f(g) soit finie pour toute fonction f continue.

On démontre que
e si le groupe est compact, une telle mesure existe et est unique a une normalisation pres.
C’est la mesure de Haar.

Par exemple, pour le groupe unitaire U(n), on peut construire la mesure de Haar
explicitement. On peut utiliser la méthode proposée au chapitre 0, § 2.3 : on définit d’abord
une métrique sur U(n) en écrivant ds? = tr dU.dUT dans la paramétrisation de son choix ;
cette métrique est bien invariante par U — UU' ou U — U'U et par U — U~ =UT ; la
mesure du(U) qu’on en tire a les mémes propriétés. On trouvera dans I’Appendice B le

calcul explicite de cette mesure pour SU(2) et U(n).

Inversement si le groupe n’est pas compact, les mesures invariantes & gauche et & droite peuvent
exister, elles peuvent méme coincider, (groupes non compacts abéliens ou semi-simples) mais leur intégrale
sur le groupe diverge.

Ainsi, si G est localement compact, (c’est-a-dire tout point a une base de voisinages compacts), on
démontre qu’il existe une mesure invariante a gauche, unique & une constante preés. Il existe aussi une
mesure invariante a droite, mais elles peuvent ne pas coincider. Exemple

=1 1)

on vérifie aisément que dur(g9) = y~?drdy, dur(g) =y~ 'drdy sont les mesures invariantes & gauche
et & droite, respectivement, et que leurs intégrales divergent. Réf. [Bu].

z,y ERy > 0}
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2.5. Groupes de Lie

En imposant davantage de structure a un groupe continu, nous sommes amenés a la notion

de groupe de Lie.

Selon la définition la plus usuelle, un groupe de Lie est un espace topologique muni d’une loi de groupe,
(un groupe topologique), qui en outre est une variété différentiable et qui est tel que les lois de composition
et de passage a 'inverse G X G — G et G — G soient des fonctions infiniment différentiables. On impose
parfois que ce soit des fonctions analytiques réelles, c’est-a-dire des fonctions dont le développement de
Taylor converge vers la fonction considérée. Le fait que I'une et I’autre de ces deux propriétés se trouvent
dans la littérature laisse présager que la plus faible (différentiabilité) implique la plus forte (analyticité).
En fait, selon un théoréme trés puissant de Montgomery et Zippen (1955), des hypothéses beaucoup plus
faibles suffisent a assurer la propriété de groupe de Lie. Un groupe topologique connexe qui est localement
homéomorphe & R?, d fini, est un groupe de Lie. Autrement dit, ’existence de coordonnées locales (en
nombre fini) et les propriétés de groupe topologique (la continuité des opérations de groupe) suffisent &
entrainer les propriétés d’analyticité | 2 Ceci laisse entrevoir que la structure de groupe de Lie est tres
puissante et tres rigide.

Pour ne pas rentrer dans une discussion mathématique inutile pour nos besoins, nous
nous restreindrons a des groupes continus de matrices de taille finie. Pour un tel groupe,
les éléments de matrices de g € G dépendent de facon continue de parametres réels
(€1,€2,...¢4) ¢ D c RY Un tel groupe est appelé groupe de Lie, et d est appelé sa

dimension.

Pour étre plus précis, dans 'esprit de la géométrie différentielle, il faut en général introduire plusieurs
domaines D;, avec des fonctions de recollement continues, et en fait analytiques, etc.

Exemples : tous les groupes de matrices présentés plus haut sont des groupes de Lie.
Vérifier que la dimension de U(n) est n?, celle de SU(n) est n? — 1, celle de O(n) ou SO(n)
est n(n —1)/2. Quelle est celle de Sp(2n,R) ? du groupe de Galilée dans R3? des groupes
de Lorentz et de Poincaré 7 Montrer que dim(Sp(2n, R))=dim(USp(n))=dim(SO(2n+1)),
et nous verrons plus bas au chap. 3 que cela n’est pas un accident.

Dans I'étude d’un groupe de Lie et de ses représentations, on est conduit a se livrer
a une double étude : d’une part une étude locale de son espace tangent au voisinage de
I’identité, son algebre de Lie, et d’autre part, une étude globale sur la topologie du groupe,

information que ne révele pas I’étude locale.

3. Etude locale d’un groupe de Lie. Algebre de Lie.
3.1. Algebres et algebres de Lie. Définitions

On rappelle d’abord la définition d’une algebre.

2 Pour un exemple élémentaire d’un tel phénoméne, considérer une fonction f d’une variable
réelle satisfaisant f(x)f(y) = f(z+y). Sous la seule hypothése que f est continue, démontrer que
f(x) = exp kz, donc qu’elle est analytique !
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Une algebre est un espace vectoriel sur un corps (en pratique, toujours R ou C pour nous),

doté d’un produit noté X * Y, (pas nécessairement associatif), bilinéaire en X et Y

()\1X1 —+ )\QXQ) xY = )\1X1 xY + )\QXQ xY

(3.1)
X % (,Ulyl + /_,L2Y2) = ,ulX * Yl + IU/QX * Y2 .

Exemple : I'ensemble des matrices n x n a coefficients réels ou complexes, M(n,R) ou
M (n,C), est une algebre associative pour le produit matriciel usuel.
Une algébre de Lie est une algebre dont le produit noté [X,Y] a la propriété

supplémentaire d’étre antisymétrique et de satisfaire I’identité de Jacobi
[Xv Y] = _[Yv X]

(3.2)
(X1, [ X2, X5]] + [X2, [X3, X1]] + [X5, [X1, Xa]] =0

Toute algebre associative, en particulier toute algebre de matrices, est une algebre de

Lie pour le produit (ou crochet) de Lie défini par le commutateur
(X, Y]=X*xY -YxX.

Les propriétés de bilinéarité et d’antisymétrie sont évidentes, et 'identité de Jacobi est

vérifiée au prix d’une ligne de calcul.

3.2. Espace tangent d’un groupe de Lie G

Soit G un groupe de Lie. On considere un sous-groupe a un paramétre g(t), ou t est un
parametre réel prenant ses valeurs dans un voisinage de 0, avec g(0) = e ; autrement dit,
il s’agit d’une courbe (supposée différentiable) dans G passant par 'origine, et on suppose

que (toujours au voisinage de 0),

gt)g(ta) =gt +t2) g ' (t)=g(-1).

Localement, ce groupe a un parametre est isomorphe au groupe abélien R. Il est donc

naturel de différencier

g(t+dt) = g(t)g(6t) & g~ (t)g(t+dt) = g(3t) . (3.3)

Puisque nous avons choisi de nous restreindre & des groupes de matrices, (avec e = I, la

matrice identité), nous pouvons écrire I’application linéaire tangente sous la forme
g(ot) =1+ 5tX + ---
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ce qui définit un vecteur X dans ’espace tangent. On écrit encore

d

X = %g(t) =0 (34)

c’est le vecteur vitesse en t = 0 (ou en g = e) le long de la courbe. L’équation (3.3) se

récrit donc
gt)=gt)X . (3.5)

Comme il est habituel en géométrie des variétés, l’espace tangent T, G en e au groupe
G, que nous noterons désormais g, est l’espace vectoriel engendré par les vecteurs X
tangents a tous les sous-groupes a un parametre (=tous les vecteurs vitesse). Si on a
choisi dans GG des coordonnées £* au voisinage de e, un vecteur tangent est un opérateur
différentiel X = X 5%

Dans le cas auquel nous nous restreignons d'un groupe G C GL(d,R), X € g C
M(d,R), et on peut effectuer tous les calculs dans cette algebre. En particulier, on peut

intégrer (3.5) selon
",
g(t) =exptX = Z mX ,
n=0

une somme toujours convergente (mais en fait 'idée est tout & fait générale, & condi-
tion de donner un sens a ’application exp X, application dotée des propriétés usuelles de

I'exponentielle).

3.3. Relations entre l’espace tangent g et le groupe G

* Si G est le groupe linéaire GL(n,R), g est 'ensemble de matrices réelles n x n,
noté M(n,R). Si G est le groupe de matrices unitaires U(n), g est I’ensemble de matrices
antihermitiennes n x n. Elles sont en outre de trace nulle si G = SU(n). De méme,
pour le groupe orthogonal O(n), g est constitué des matrices antisymétriques, et donc de
trace nulle. Pour le groupe symplectique G =USp(n), g est engendré par les matrices
quaternioniques “antiselfduales”, cf. Appendice A.

* On démontre
— que Papplication X € g — eX € G est bijective au voisinage de I'identité ;

— qu’elle est surjective (=atteint tout élément de G) si G est connexe et compact;
— qu’elle est injective (un g € G n’a qu’un seul antécédent) seulement si G est simplement
connexe. Un exemple de non injectivité est fourni par G =U(1), pour lequel g = iR et tous

les i(x + 27k), k € Z ont la méme image par exp. La réciproque est en général fausse :
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par exemple, dans SU(2) qui est simplement connexe, si n est de norme 1, e*™% = —J

donc tous les éléments 27min.o de g =su(2) ont méme image !

* Exemple de groupe non compact pour lequel 'application exp n’est pas surjective : G =SL(2,R),
pour lequel g=sl(2,R), ensemble des matrices réelles de trace nulle. Pour toute matrice A €g, donc de
trace nulle, en utilisant son équation caractéristique, montrer que tr A" 1 = 0, tr A2" = 2(—det A)",

donc tre# = 2cosh v/—det A > —2. Cependant il existe dans G des matrices de trace < —2, par exemple
diag (-2, —%)

* Pour un groupe non compact, ’application exponentielle est aussi utile. On démontre que tout
élément d’un groupe de Lie matriciel peut s’écrire comme le produit d’un nombre fini d’exponentielles
d’éléments de son algébre de Lie. [Cornwell p 151].

% On a encore deteX = et™X  une propriété qu’on établit aisément si X appartient & P’ensemble des
matrices diagonalisables. Ces derniéres étant denses dans M (d,R), la propriété est vraie en général.

3.4. L’espace tangent comme algebre de Lie

On va maintenant montrer que l’espace tangent g en e = I au groupe de Lie G est muni
d’une structure d’algebre de Lie. Etant donnés deux groupes a un parametre engendrés
par deux éléments distincts X et Y de g, nous mesurons leur défaut de commutativité en

tXeuYe—tXe—uY .

formant leur commutateur (dans un sens différent du sens usuel !) g = e ;

pour t ~ u petits, ce g est proche de 'identité, donc s’écrit g = exp Z, Z € g. Calculons Z

au premier ordre non trivial

et XeW e X ey — ([ 4 tX + %tQXQ)(I +uY + %UQYQ)(I —tX + %tQXQ)(I —uY + %UQYQ)
=T+ (XY -Y.X)tu+ O(t3) .
(3.6)
On a effectué le calcul dans ’algebre (associative) des matrices, 1’élément neutre a été noté
I. Tous les termes négligés sont du 3eme ordre puisque t ~ wu. A Tordre 2, on voit donc
apparaitre le commutateur X.Y — Y. X au sens habituel, c’est-a-dire le crochet de Lie des

matrices X et Y. En général, pour un groupe de Lie quelconque, on définit le crochet par
e XeWWemtXemw¥ — o2 7 = tu[X, Y]+ O(t3) (3.7)

et on démontre que ce crochet a les propriétés (3.2) d’un crochet de Lie.

o Application adjointe dans l’algebre de Lie g. Formule de Baker-Campbell-Hausdorff
Introduisons une notation commode. Pour tout X € g, soit ad X 'opérateur linéaire dans
I’algebre de Lie défini par

Y- (ad X)Y = [X,Y], (3.8)

et donc
(ad?X)Y = [X,[X, - [X,Y] -]
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avec p crochets (commutateurs).

Etant donnés deux éléments X et Y de g, e~ et ¥ les éléments de G qu’ils engendrent,
existe-t-il Z € g tel que eXe¥ = e ? La réponse est positive, au moins pour X et Y
suffisamment petits.

Notons d’abord que si [X,Y] = 0, les régles du calcul ordinaire s’appliquent et Z =
X +Y. En général, la formule de Baker-Campbell-Hausdorff, que nous admettrons, donne

une expression explicite de Z.

XY — o2

1 (3.9)

Z=X +/ dty(expad X exptadY)Y
0

o ¢(.) est la fonction
ulnu 1 1
= =1 — — 1) — = —1 2 [ Nl
vl = Y1 1) - a1 (3.10)

réguliere en u = 1. Explicitement, les premiers termes du développement en puissances de

x et y s’écrivent

1
Z=X+Y+[X,Y]+

y i([X, X, Y]] + [V, [Y, X]]) L. (3.11)

12

La formule admet des cas particuliers intéressants & connaitre. Ainsi si X et Y commutent avec
[X,Y], on a simplement
XV — XAV +3[X)Y] _ X+Y ,5[X,Y] ’ (3.12)
formule qu’on démontre en utilisant I'identité vraie en général
o
Xye Y = Z %ad "Xy (3.13)
0
(qui n’est que le développement de Taylor & ¢ = 0 de etXYe X évalué en t = 1) et en écrivant et en
résolvant 1’équation différentielle satisfaite par f(t) = etX etY, f(0) =1
Fl(t) = (X +eYe ) f(t)
=(X+Y +tX,Y])f(¢) . (3.14)

Par ailleurs, au premier ordre en Y, on peut remplacer 'argument de v dans (3.9) par expad X et
on voit qu’on a

Z = X+Z—( 1™ (ad X)" Y + O(Y2) (3.15)
ou les B,, sont les nombres de Bernoulli : et—7:1 Z Bn o Bo=1,Bs = —,B4 = —% et en dehors de
By = —%, tous les B d’indice impair sont nuls. Toujours au premier ordre en Y, on a encore

1
eXTY = X +/ dtetXye(1=0X 4 O(YQ)
0
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qu’on obtient en écrivant et en intégrant 1’équation différentielle satisfaite par F(t) = expt(X +
Y).exp —tX.

La convergence des expressions peut se démontrer pour X et Y assez petits. Bien
noter que cette formule de BCH ne fait appel qu’a ’application ad dans I’algebre de Lie,
et non & la multiplication ordinaire des matrices de GL(d,R). C’est cela qui lui donne un

caractere canonique et universel.

3.5. Un exemple explicite : ’algébre de Lie de SO(n)

De la définition des éléments de g comme vecteurs tangents a G en e = I, ou encore
de la construction de sous-groupes a un parametre associés a chaque X € g, il découle
I'interprétation de X comme “générateur infinitésimal” du groupe G. Le calcul concret de
I’algebre de Lie d’un groupe de Lie donné GG peut s’effectuer de diverses facons, selon la
maniere dont on définit ou représente le groupe.

Si on a une paramétrisation explicite des éléments de G en termes de d parametres
réels, les générateurs infinitésimaux s’obtiennent par différentiation par rapport a ces
parametres. Voir au chapitre 00, le cas explicite de SO(3) ou SU(2) traité de cette facon.

Si le groupe a été défini comme groupe d’invariance d’une forme quadratique dans
des variables x, on peut en tirer une expression des générateurs infinitésimaux comme
opérateurs différentiels en z. Illustrons cela sur le groupe O(n), groupe d’invariance de la
forme Y7 | ?. La transformation linéaire la plus générale laissant cette forme invariante
s’écrit + — 2’ = Oz, avec O orthogonale. Sous forme infinitésimale, O = I+w, et w = —w™
est une matrice antisymétrique arbitraire. Une transformation infinitésimale de la forme

dz' = w';z7 peut encore s’écrire

. : 1
0r' = wh.ad = — Wk g2t
T2 (3.16)
Jkl = wkal - Ilak : Jklwz = x’“éil - wléik

(notons que nous nous autorisons a monter et descendre librement les indices, ce qui est
justifié avec la métrique de signature (4)™). On dispose ainsi d’une représentation explicite
des générateurs infinitésimaux de I’algebre so(n). C’est alors un calcul simple de calculer

les relations de commutation®

[Jijs Jkt] = dir i — it — 01 Tiie + it - (3.17)

3 Noter que par rapport au calcul mené pour le groupe O(3,1) au chapitre 00, § 6.1, nous avons

changé nos conventions et adopté ici des générateurs infinitésimaux antihermitiens.
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(Autrement dit, les seuls commutateurs non nuls sont de la forme [J;;, Jix] = —Jj pour
tout triplet ¢« # j # k # 1, et tous ceux qui s’en déduisent par antisymétrie dans les
indices.)

On peut enfin procéder autrement, en utilisant une base des matrices de I’algebre de
Lie, considérée comme ensemble des matrices antisymétriques n x n. Une telle base est
donnée par des matrices A;; indexées par des paires d’indices 1 < ¢ < j < n, d’éléments
de matrice

(Aij)% = 6irdj1 — Sl -

Autrement dit, la matrice 4;; n’a que deux éléments non nuls (et opposés), a I'intersection
de la ligne ¢ et de la colonne j et vice versa. Vérifier que ces matrices A;; ont les relations
de commutation données par (3.17).

Exercice : répéter cette discussion et le calcul des relations de commutation pour le

2 p+q 2

groupe SO(p, q) d’'invariance de la forme Y ©_, z7 — i=pt+1 Z;- On introduira le tenseur

métrique g = diag ((+1)?, (—1)9).

3.6. Un exemple de dimension infinie : ’algébre de Virasoro

Dans ces notes nous avons convenu de nous retreindre & des groupes et algebres de Lie de dimension finie.
Donnons ici un exemple de dimension infinie. On s’intéresse aux difféomorphismes z — 2/ = f(z) ou f
est une fonction analytique (holomorphe) de son argument sauf en 0 et & Uinfini. (On parle aussi des
“difféomorphismes du cercle”.) C’est a I’évidence un groupe et une variété de dimension infinie, et cela
se manifeste dans son algebre des difféomorphismes infinitésimaux z — 2/ = z 4 €(z), engendrés par les
opérateurs différentiels ¢,

0
by = —2"T1— | n €Z (3.18)
0z
qui satisfont
Un,bm] = (n —m)lpim (3.19)

comme un calcul immédiat le montre. On appelle algebre de Witt cette algebre. C’est sous la forme de
son extension centrale (cf. chap. 2), ol on lui ajoute un générateur ¢ supplémentaire “central”, c’est-a-
dire commutant avec tous les générateurs, que cette algebre, dite alors algebre de Virasoro, est la plus
intéressante. Appelons maintenant L,, et ¢ les générateurs

(L, L] = (n —m) + 1—C2n(n2 10— leLn]=0. (3.20)

(On peut penser aux L, comme réalisant dans une théorie quantique des champs les opérateurs £, le
terme c résultant d’effets quantiques. . .)

Vérifier que 1’identité de Jacobi est bien satisfaite par cette algebre. On montre que c’est ’extension
centrale la plus générale de (3.19) respectant I’identité de Jacobi. Montrer que la sous-algébre engendrée par
L1, Lo n’est pas affectée par le terme central. Quelle est ’interprétation géométrique des transformations
correspondantes ?

L’algebre de Virasoro joue un role central dans la construction des théories de champs invariantes

conformes et dans leur application & la physique des phénoménes critiques bidimensionnels et & la théorie
des cordes. ... Plus de détails dans [DFMS].
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4. Des propriétés de ’algebre de Lie a celles du groupe

Certaines propriétés du groupe G se traduisent sur son algebre de Lie g.

4.1. Simplicité, semi-simplicité

Rappelons la définition d’un idéal dans une algebre (de Lie) g. C’est un sous-espace J de
g stable par multiplication (au sens du crochet de Lie) par un élément quelconque de g,
c’est-a-dire tel que [J,g] C J. L’idéal est dit abélien si [J,T] = {0}.

Une algebre de Lie g est simple si g n’a pas d’autre idéal que {0}. Elle est semi-simple
si g n’a pas d’autre idéal abélien que {0}.

Exemple. Considérons 'algebre de Lie de SO(4), notée so(4), cf les formules données

en (3.17) pour so(n). On vérifie aisément que les combinaisons
1
Ay = —(Jig — Jaa), Ay = §(J13 + Jos), Az = §(J14 — J23)
commutent avec
1 1 1
B, = §(J12 + J34), By = 5(—J13 + Jos), B3 := §(J14 + Ja3)

et que
[Ai,Aj] = €k Ak [Bszj] = €k B [As, BJ'] =0

ou on reconnait deux copies commutantes de I’algebre so(3). On écrit so(4)=so(3)® so(3).
A Tévidence l’algebre so(4) n’est pas simple, mais elle est semi-simple.

Bien noter la différence entre ce cas de so(4) et le cas de ’algebre so(3,1) étudiée au chapitre 00, § 6.1. La,
la signature indéfinie nous a obligé a complexifier ’algebre pour “découpler” les deux copies de 1’algebre

so(3).
On a les relations suivantes
G simple = g simple
G semi-simple = g semi-simple
mais la réciproque n’est pas vraie ! Plusieurs groupes de Lie différents peuvent en effet
avoir la méme algebre de Lie, tels SO(3) qui est simple, et SU(2) qui n’est pas semi-simple,

comme on I’a vu plus haut au § 1.7. 4

4 Attention ! Certains auteurs appellent “simple” tout groupe de Lie dont 1’algebre de Lie est
simple. Cela revient a faire une distinction entre le concept de groupe simple et groupe de Lie
simple. Ce dernier est tel qu’il ne possede pas de sous-groupe de Lie invariant non trivial. Le
groupe de Lie SU(2) est simple au sens des groupes de Lie, mais pas simple au sens général des

groupes (il a un sous-groupe invariant qui n’est pas de Lie) ...
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4.2. Compacité. Complexifiée

On dit de l'algebre de Lie d'un groupe compact qu’elle est compacte.

A ce stade, cette définition semble non intrinseque a ’algebre, et liée au groupe de Lie dont elle est
issue. On verra plus bas une condition (critére de Cartan) qui permet de s’affranchir de cette relation.

Il faut aussi examiner la notion de complexification. Plusieurs groupes distincts peu-
vent avoir des algebres de Lie différentes mais qui deviennent isomorphes si on autorise la
complexification des parametres. Par exemple les groupes O(3) et O(2,1), 'un compact,

I’autre non, ont pour algebres de Lie

X1 = 28y - y@z
0(3) XQ = x(‘)z - Z@x [Xl, XQ] = y@x - .Iay = Xg etc
X3 =y0, — x0y
X, = 20, + Y0, [)fb)fﬂ = Y0, — 20y = X3 ~
0(27 1) )z2 = x0, + 20, [X27 X3] = _Zay —y0. = —X
X3 = y0, — x0, (X5, X1] = —20, — 20, = —X>

mais iX1, iX, et —X5 vérifient algebre o(3). On dit que les algtbres o(3) et 0(2,1) ont
la méme complexifiée, et qu’elles en sont des formes réelles, mais seule la forme réelle o(3)
(ou so(3)=su(2)) de cette complexifiée est compacte. Cette complexifiée n’est autre que

'algebre s1(2,C), dont sl(2,R) est aussi une forme réelle non compacte.

Exercice. Etudier les algébres réelles de dimension 3 : so(3)=su(2), so(2,1), su(1,1), sp(2,R),
usp(1l) et sl(2,R). En trouver les isomorphismes et montrer qu’a isomorphisme prés, deux seulement
sont indépendantes. (Voir [DNF] vol. 1, §13 et 24 pour plus de détails sur ces isomorphismes et leur
interprétation géométrique.)

Les algebres so(4) et so(3,1) étudiées plus haut et au chapitre 1 offrent un autre exem-
ple de deux algebres, qui sont deux formes réelles non isomorphes de la méme complexifiée.
Autre exemple, sp(2n,R) et usp(n). (Voir Appendice A).
De fagon générale, on démontre que
e toute algebre de Lie complexe semi-simple a une unique forme réelle compacte. (Réf.

[FH] p. 130)
L’algebre de Lie ne capte cependant pas les propriétés topologiques globales du groupe.

4.8. Connexité, simple-connexité

— Si G n’est pas connexe et G’ est le sous-groupe composante connexe de 'identité,

les algebres de Lie de G et G’ coincident g = ¢'.
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— Si G n’est pas simplement connexe, soit G son groupe de recouvrement universel. G et
G étant localement isomorphes, ils ont mémes algebres de Lie. Exemples U(1) et R; SO(3)
et SU(2); SO(3,1) et SL(2,C).
Pour résumer :

Etant donné un groupe de Lie GG, on a construit son algebre de Lie. Réciproquement,
un théoreme de Cartan affirme que toute algebre de Lie est 'algebre de Lie d’un certain
groupe de Lie [Ki, p.99]. Plus précisément, a toute algebre de Lie g correspond un unique
groupe de Lie G connexe et simplement connexe dont g est l'algebre de Lie. Tout autre
groupe de Lie G’ connexe ayant g comme algebre de Lie est de la forme G’ = G/H ou
H est un sous-groupe invariant fini ou discret. Ceci est en accord avec ce nous avons vu
plus haut : si G est le groupe de recouvrement de G', G' = G/m1(G’). Par exemple
U(1)=R/Z, SO(3)=SU(2)/Z5. Si G’ n’est pas connexe, la propriété précédente s’applique

a la composante connexe de I'identité.

4.4. Constantes de structure. Forme de Killing. Criteres de Cartan

Choisissant une base {t,} dans l'algebre de g de dimension d, tout élément X s’écrit

X = 22:1 x%,. Nous définissons les constantes de structure de g (dans cette base) par
o ta] = Co gt . (4.1)

et donc
ad XY = [X,Y] =) 2*’C,Jt,

pour 'opérateur ad défini plus haut. On a donc
ad X adY Z = [X,[Y, Z]] = Cos Cp0 XY P 204, .
En particulier, montrer que l'identité de Jacobi est équivalente a I’identité

Z (Caaecﬁj + 0556070[5 + 0756 aﬁé) - 0 (42)
s
(bien noter la structure : permutation cyclique sur les trois indices a, 3,7 a € fixe et §
sommé). En prenant la trace de cet opérateur linéaire ad X ad Y, on définit la forme de
Killing
tr(ad XadY) =Y C,JCp 0 XY =: gopX°Y7 . (4.3)
v,0
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Autrement dit, le tenseur symétrique g, est donné par
Jos = Z CagCﬁj = tr(adt, adtg) .
v,6

(La symétrie en a, 3 est manifeste sur la lere expression, elle résulte de la cyclicité de la
trace dans la 2eme.) On peut alors utiliser ce tenseur pour abaisser le 3eme indice de C,, 57 ,
définissant ainsi

) )
Oaﬁ'y = Oaﬁ gvs = Oozﬁ 'yencﬁﬁe

Montrons alors que ce Cyg, est completement antisymétrique en «, 3,v. Compte tenu de
I’antisymétrie en «, 3 déja connue, il suffit d’établir que Copy + Cypn = 0. Exercice : le
vérifier, en utilisant 1’identité de Jacobi.

Un théoreme tres remarquable d’E. Cartan affirme :

e Une algebre de Lie est semi-simple sissi la forme de Killing est non-dégénérée, c’est-a-dire
det g # 0.

e Une algebre de Lie semi-simple est compacte sissi la forme de Killing g est définie négative.
Ce sont les critéres de Cartan.

Exemple. Le cas de SO(3) ou SU(2) est bien familier. Les constantes de structure sont
données par le tenseur completement antisymétrique Cog, = €ng,. La forme de Killing
est gag = —2da3. Exercice : calculer la forme de Killing pour 'algebre so(2,1)

Enfin un dernier théoréme important (toujours de Cartan !) énonce que

e Toute algebre de Lie semi-simple g est somme directe d’algebres de Lie simples g;
g = Digi -

Ces propriétés ont été mises a profit par Cartan pour classifier les algebres de Lie simples
complexes ou réelles. Nous donnerons au Chapitre 3 quelques éléments de cette classifica-

tion .

4.5. Opérateur(s) de Casimir

Avec les notations précédentes, étant données une algebre g semi-simple, donc dotée d’une

forme de Killing ¢ inversible, et une base {t,} de g, on définit

o,
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ot g®P est I'inverse de gng, c'est-a-dire go,g"’ = 65.

Formellement, cette combinaison des t qui ne fait pas appel au crochet ne vit pas dans ’algebre de Lie
mais dans son algebre enveloppante universelle Ug, définie comme ’algebre associative des polyndémes dans
les éléments de g. Ici, puisque nous nous sommes restreints & g C M (n,R), Ug peut aussi étre considérée
comme une sous-algeébre de M (n,R).

Montrons que C5 a un crochet (commutateur) nul avec tout ¢, donc avec tout élément

de g. C’est 'opérateur de Casimir quadratique.

(727 jgziyaﬁ t tﬁv ]
= Zga’g altp, ty] + [ta, t4]t5)

= Z g*PCyl (tats + tsta)
a,3,0

= > 997 Chnltats + tsta) -
a,B3,0,Kk

Le terme ) Bk g*P 95"0/37,{ est antisymétrique en « < 4, tandis que le terme entre paren-
theses est symétrique. La somme s’annule donc, qed.

On démontre que dans une algebre de Lie simple, (plus précisément dans son algebre
universelle), une expression quadratique dans les ¢ qui commute avec tous les ¢ est propor-
tionnelle a 'opérateur de Casimir C;. Autrement dit, 'opérateur de Casimir quadratique
est unique a un facteur pres.

Exemple. Dans I'algebre so(3)= su(2), 'opérateur de Casimir C5 est (a un signe pres)
J2, qui, comme chacun sait, commute avec les générateurs infinitésimaux J* de I’algebre.

Il peut exister par contre d’autres opérateurs de Casimir de degré plus élevé. Vérifier ainsi que

--C Blt /2 PWAEERS SV

arBr Taq oy a;.

520

/ /7 /7
ajai ,aza ara
Cr=g lg 2eeg" Tcalﬁl 01262

a un crochet nul avec tout t,. Que vaut C3 dans su(2) ? Voir Bourbaki [Bo] pour la discussion de ces
opérateurs de Casimir généraux.

Si on se rappelle que les générateurs infinitésimaux (vecteurs de 'algebre de Lie)
s'interpretent comme des opérateurs différentiels dans les coordonnées sur le groupe, on
concoit que les opérateurs de Casimir fournissent des opérateurs différentiels invariants
(puisque commutant avec les générateurs infinitésimaux). En particulier, 'opérateur de
Casimir quadratique correspond a un laplacien sur le groupe.

Ces opérateurs de Casimir vont jouer un role important dans 1’étude des représentations

des groupes.
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Voir aussi plusieurs cours de théorie des groupes par et pour des physiciens disponibles
sur le serveur du CCSD, http://cel.ccsd.cnrs.fr/, entre autres
J.-B. Z., Introduction a la théorie des groupes et de leurs représentations, (Notes de cours

au Magistere MIP 1994), qui met plutot accent sur les groupes finis.
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Appendix A. Corps des quaternions et groupes symplectiques
A.1. Quaternions

L’ensemble des quaternions est I’algébre engendrée par 4 éléments 1, e;, i = 1,2, 3,

q=q91+¢Wer +¢Pes +¢®es g1 ec (A1)
dotée de la multiplication e? = ejeges = —1, d’ou il découle que
eleg = —ege] = e3
et ses permutations cycliques. On peut représenter les e; = —i0; en termes des matrices de Pauli.

Le conjugué d’un quaternion ¢ est le quaternion
7= q(O)l _ q(l)61 _ q(2)62 _ q(3)63 , (A.2)
a ne pas confondre avec son complexe conjugué
q* _ q(O)*l +q(1)*el + q(2)*62 +q(3)*€3 ) (A3)
Noter que qg := |q|?> = |q(0)|2—|—|q(1)|2+|q(2)|2—|—|q(3)|2, la norme carrée du quaternion, et donc ¢~ = g/|q|?

si sa norme est non nulle.
On définit encore le conjugué hermitique de ¢

g =7 = qO%1 = gW* ey — D%y — (B*e, (A.4)

(en accord avec le fait que les matrices de Pauli sont hermitiennes).
Noter que la conjugaison et la conjugaison hermitique renversent I’ordre des facteurs

(q192) =029y (1g2)" = QQQI : (A.5)

Un quaternion réel est un quaternion de la forme (A.1) avec q(“) €R , donc identique a son complexe
conjugué.

L’ensemble des quaternions réels forment un corps, qui est aussi un espace de dimension 4 sur R. Il
est désigné par H (H comme Hamilton).

A.2. Matrices de quaternions

On considére des matrices @ d’éléments quaternioniques (Q)i; = gij, ou @ = (gij). On peut appliquer &
Q@ les conjugaisons définies plus haut. En outre, on peut transposer ). L’hermitique conjugué de @ est

@)y =al; - (A.6)
Le dual QF d’une matrice quaternionique Q est la matrice
(QR)z‘j =qj; - (A.7)
Une matrice quaternionique est donc dite self-duale si
Rt =Q= (qij) = (@'i) ) (A.8)

elle est quaternionique réelle si
QT =qQ" donc ¢ = aij (A.9)

donc si ses éléments sont des quaternions réels.

A.8. Groupes symplectiques Sp(2n,R) et USp(n), algébres de Lie sp(2n) et usp(n)

Soit la matrice 2n X 2n

S = (—(I)N 13’) (A.10)
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et la forme bilinéaire alternée (“skew-symmetric” en anglais) associée

n
(X,Y)=XT8y = Z(xiyi+n — YiTitn) - (A.11)
=1

Le groupe symplectique Sp(2n,R) est le groupe de matrices réelles 2n x 2n préservant cette forme

BTSB=5. (A.12)

Dans la base ot X7 = (1, Tn+1,22,Tny2, ), la matrice S = diag < 0 1) = diag (—e2) en termes

-1 0
quaternioniques, et le groupe symplectique est alors engendré par des matrices quaternioniques n X n @
satisfaisant QT*.Q = I, (le vérifier !) ; cependant, la matrice B étant réelle, les éléments de @ sont tels

que les qz(;‘) sont réels pour a = 0, 2 et imaginaires purs pour a = 1,3. Ce groupe n’est pas compact. Son

algebre de Lie sp(2n,R) est engendrée par les matrices réelles A telles que ATS 4+ SA = 0. La dimension
de ce groupe ou de son algebre de Lie est n(2n + 1). Pour n = 1, Sp(2,R)=SL(2,R).

Un groupe relié est le groupe USp(n) engendré par les matrices n X n unitaires et quaternioniques
réelles Qft = QT = QL. Cest le groupe d’invariance de la forme hermitienne quaternionique Z@yi,
x,y €EH™. Il est compact car c’est un sous groupe de U(2n). Son algébre de Lie usp(n) est engendrée par

les matrices quaternioniques réelles antiselfduales A = —AR = — AT (le vérifier). Elle a aussi n(2n + 1)
pour dimension. Pour n = 1, USp(1)=SU(2).

En exprimant la condition sur les matrices A de sp(n,R) en termes de quaternions, on constate que
les deux algebres sp(2n,R) et usp(n) ont la méme algébre complexifiée, qui n’est autre que sp(2n,C). Seule
usp(n) est compacte.

Appendix B. Mesures invariantes sur SU(2) et sur U(n)

Le groupe SU(2) isomorphe a une spheére est compact et on peut donc intégrer une
fonction sur ce groupe avec une grande variété de mesures d’intégration du(g). La mesure
invariante, c’est-a-dire telle que du(g.g1) = du(g1.9) = du(g—1) = du(g), est, elle, unique
a un facteur pres.

Une maniere possible de trouver cette mesure est de considérer la transformation
U— U =UV ouUV et donc U sont unitaires de la forme (00-1.8) (c’est-a-dire U =
upl — u.o, u € S3 etc); si on relache momentanément la condition que v + u? = 1 (mais
qu’on garde v3 + v2 = 1), ceci définit une transformation linéaire u — u’ qui conserve la
norme det U = u2 + u? = ug2 + u’? = det U’. C’est donc une rotation de I'espace R* qui
préserve la mesure naturelle d *ud(u? — 1) sur la sphere unité S3 d’équation detU = 1.
En d’autres termes, cette mesure sur la sphere S3 fournit une mesure invariante & droite :
du(U) = dpu(U.V). On démontrerait de la méme fagon que cette mesure est aussi invariante
a gauche : du(U) = du(V.U). Cette mesure est aussi invariante par U — U~1, car
I'inversion dans SU(2) est la restriction & S3 de la transformation orthogonale ug — wuy,

u — —u de R*, qui préserve bien siir la mesure naturelle sur S :
du(U) = dp(UV) = du(VU) = du(U™) .
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La forme explicite de la mesure dépend de la paramétrisation utilisée. Si on adopte

la direction n (ou ses deux angles polaires 6 et ¢) et ’angle de rotation v, on prendra

du(U) = lsinQ%smedgb do do (B.1)

2

N

normalisée pour SU(2) a

™ 2m 27
v(SU(2)) = /Sw) du(U) = %/0 d@sine/o d¢>/0 d¢sin2% = 272 (B.2)

qui est 1’“aire” de la sphére unité S® et le “volume” de SU(2). Pour SO(3) ou l'angle v
est restreint & (0,7), on a plutot v(SO(3)) = fSO(S) du(g) = 2.
On obtient ’expression dans tout autre systeme de coordonnées, par exemple les angles

d’Euler, en calculant le jacobien adéquat,
1.
du(U) = 3 sin B dadf dy . (B.3)

(Noter que 0 < v < 47 pour SU(2), tandis que 0 < a <27 et 0 < 3 < ).

Une autre méthode pour obtenir ces résultats passe par 'introduction d’une métrique invariante sur
le groupe; on définit une distance carrée entre deux éléments U et U + dU par ds? = %trdUdUJr7 invariante

par U - UV, U — VU ou U — U1, et on en déduit une mesure d’intégration invariante (cf Chapitre 0,
§2.3). Avec la paramétrisation (n = (6, ¢), ), on a

1 2
ds? = 3 dUdUt = <d%> —|—sin2% (do? +sin? 0 dg?) (B.4)
qui conduit bien & (B.1). Dans la paramétrisation des angles d’Euler,

U=eiaF emibFeivg (B.5)

d’ou

1 1
ds? = 5trdUdUT =3 (do? + 2dady cos B+ dy? + dB?) (B.6)

et avec /g = sin 8 on retrouve bien (B.3) (le vérifier).
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Cas de U(n)
Examinons finalement rapidement le cas du groupe U(n). Toute matrice unitaire U € U(n) peut se
diagonaliser sous la forme

U=VAVT, (B.7)
ou A = diag (A1, -, An) et les \; sont en fait des phases A; = €'®i . Les \; peuvent &tre considérées comme
des variables “radiales”, tandis que V représente les variables “angulaires”. Noter que V doit étre restreint

a ne pas commuter avec la matrice diagonale A. Supposant cette derniere générique, avec des valeurs
propres \; toutes distinctes, V vit dans U(n)/U(1)". La métrique naturelle, invariante par U — U’U ou

— UU’, sécrit tr(dUdUT). OrdU = V(dA+[d X,A])VT, ot d X := VTd V est antihermitienne (et sans
termes diagonaux, pourquoi ?). On a donc tr(dUdUT) = ZZ |d a|? + 2Zi<j |d X:512|A — Aj|? ce qui

définit le tenseur métrique g3 dans les coordonnées £ = (o, ReX;;, SMmX;;) et détermine la mesure

d’intégration
du(U) = \/detgH d£® = const. |A(e')|? H da;du(V) . (B.8)

Ici A(M) est le déterminant de Vandermonde

—1 —1 —1
UVt SN
A === Co - (B.9)
i<j >\11 >\12 >\1n

La partie “radiale” de la mesure d’intégration est donc donnée par |A(e?%)|? H d o; & un facteur pres, soit
encore

du(U) = const. l_‘[sin2 <%) Hdai X partie angulaire . (B.10)
i<j
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Exercices pour le chapitre 1.

A. Groupes et algebres de Lie de dimension 3.

1. Rappeler la définition du groupe SU(1,1). Quelle est sa dimension 7

2. Quelle équation définit son algebre de Lie 7 Quelle conséquence cela implique-t-il
sur les éléments de matrices de X € su(1,1) 7 Montrer qu’on peut écrire une base de
su(1,1) en termes des 3 matrices de Pauli et en calculer les relations de commutation.
Cette algebre est-elle isomorphe a ’algebre de so(3) ?

3. On considére maintenant le groupe linéaire réel SL(2,R). Quelle est sa définition ?
Comment son algebre de Lie est-elle définie 7 En donner une base en termes de matrices
de Pauli.

4. Montrer I'isomorphisme des deux algebres su(1,1) et sl(2,R).

5. En utilisant les criteres de Cartan, discuter la semi-simplicité et la compacité de
ces différentes algebres.

(Pour la relation géométrique entre les groupes SU(1,1), SL(2,R) et SO(1,2)), cf. le
§13, vol. 1 de [DNF].

B. Soit F un ensemble, G un groupe. On dit que le groupe G agit dans ’ensemble E
s’il existe un homomorphisme 3 de G dans le groupe des bijections de E dans lui-méme.
Ecrire précisément les conditions requises. On définit l'orbite O(z) d’un point z € FE
comme l’ensemble des images 3(g)x pour g € G.

1. Montrer que appartenance a une méme orbite est une relation d’équivalence.

2. Exemple : action du groupe O(n) sur 'espace R™. Que sont les orbites ?

3. Un espace est homogene s’il n’a qu'une seule orbite. Exemple trivial : R™ sous
I’action des translations. Plus généralement, qu’en est-il de ’action a gauche de G sur
lui-méme, avec £ = G 7 Donner d’autres exemples d’espaces homogenes pour G = O(3)
ou £ =0(3,1).

4. On définit aussi le groupe d’isotropie, (appelé aussi stabilisateur, ou, par les physi-

ciens, petit groupe) S(x) de 'élément = € E' : c’est le sous-groupe de G laissant = invariant :

S(z) ={g € G|B(g)x = =z} .

Montrer que si x et y appartiennent a la méme orbite, leurs groupes d’isotropie sont

conjugués. Quel est le groupe d’isotropie d’un point = € R™ sous l'action de SO(n) ?
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5. Montrer qu'’il existe une bijection entre les points de l'orbite O(x) et 1’ensemble
quotient G/S(z). Cet ensemble G/S(z) est-il un espace homogene pour 'action de G 7

Le sujet du chapitre 2 porte sur le cas particulier o F est un espace vectoriel
avec comme bijections les transformations linéaires du groupe GL(FE) : on parle alors

de représentations du groupe G dans F.

Probléme : Transformations conformes

A-1. On rappelle que dans une théorie (classique) des champs locale invariante par
translations, on sait définir un tenseur-énergie impulsion 0, (z) tel que
— sous l'effet d'un changement de coordonnées infinitésimal z# — z'* = z# + a#(z),

Paction subit une variation
0S = /ddx (Opay) O () ;

— O, est conservé : 9,0 (x) =0 ;
— on suppose O, symétrique en u, v.
Montrer que si © est en outre de trace nulle, © /* = 0, action est aussi invariante sous
Veffet des dilatations, z# — x/* = (1 4+ d\)zH.
2. Dans un espace riemannien ou pseudo-riemannien de dimension d, doté d’une
métrique g, (z) de signature {(+1)?, (—1)¢"P}, on appelle transformation conforme une

transformation des coordonnées z# — z'* qui dilate localement les longueurs
ds* = g (z)da"ds” — ds = g, (2')da""d2’" = a(z)ds®

a) Ecrire la forme infinitésimale de cette condition, quand z# — #'* = z* + a*(z). (On
reliera le parametre de dilatation 1 + da & a* en prenant une trace adéquate.)
b) Montrer que pour un espace euclidien ou pseudo-euclidien de métrique g,

diag {(+1)?, (—=1)4P}, la condition se ramene
2
Ouay, + 0ya, = agwﬁpa’) .

3. Montrer que sous les conditions du 1. et du 2.b, toute théorie invariante par

translations, rotations et dilatations 1’est aussi sous 'effet des transformations conformes.

15 Septembre 2008 J.-B. Z.



SALLGRPFLULY L. NALULPYD. AJLUUPYR UL QiYL UD WS LS A

B-1. Dans 'espace euclidien de dimension d > 2, les transformations conformes sont
engendrées par les translations, les rotations, les dilatations et “les transformations con-
formes spéciales”, obtenues en composant une inversion z* — x*/z2, une translation et &
nouveau une inversion. Ecrire la forme finie puis la forme infinitésimale de ces transfor-
mations conformes spéciales.

2. Ecrire I'expression des générateurs infinitésimaux P, des translations, .J,,,, des rota-
tions, D des dilatations et K, des transformations spéciales, comme opérateurs différentiels
en x.

3. Ecrire avec le minimum de calculs les relations de commutation de ces générateurs
(on utilisera les résultats déja connus sur les générateurs P, et J,,,, et on tirera profit de
I’homogénéité et de la définition des transformations conformes spéciales pour réduire le
seul calcul non trivial & celui de [K,, P,]). Vérifier que des relations de commutation se
ferment bien sur les générateurs P, J, D et K.

4. Quelle est la dimension du groupe conforme dans ’espace euclidien de dimension
d?

C-1. Pour mieux comprendre la nature du groupe conforme, on applique I'espace R?,
complété du point & l'infini et doté de sa métrique 7 = 2% + --- + :c%, sur la sphere S<.
Cette sphere est définie par 'équation 7 + r32 41 = 1 dans l'espace R4+1 . et 'application
est réalisée grace a la projection stéréographique a partir du “pole Nord” ¥ =0, rg;1 =1
(voir figure). Montrer qu’on a

27 72 -1

Ty MM T eEias

Quelle est 'image du point & U'infini ? Quel est Ueffet de I'inversion dans R? sur le point
r= (77, Td+1) S
2. La sphere précédente est a son tour considérée comme la section du cone de lumiere

C dans 'espace de Minkowski Mg411 de métrique 23 — 2% — 22 +1 = 0 par I'hyperplan
zo = 1. Montrer que de cette facon on a une correspondance biunivoque entre les points
de R? U {0} et les rayons du cone de lumiere (c’est-a-dire les vecteurs & une dilatation
pres) et que expression de & € R? en fonction de z = (2, Z, zq11) € C est

. Z

r=——
20 — Zd+1
3. On va montrer maintenant que l’action du groupe conforme dans R? découle de

transformations linéaires dans Mg41,1 préservant le cone de lumiere. Sans aucun calcul,
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Fig. 2: Projection stéréographique

montrer que ces transformations doivent alors appartenir au groupe de Lorentz de M1 1,
soit O(d +1,1).

a) Identifier les transformations linéaires de z correspondant aux rotations de & dans
R¢. Montrer que les dilatations de z correspondent & des “boosts” de rapidité 3 dans le
plan (2o, z4+1), en donnant la relation entre le parametre de dilatation et la rapidité.

b) On consideére ensuite les transformations de O(d + 1,1) qui préservent zgp — z441.
Ecrire la matrice T}, d’une telle transformation infinitésimale agissant sur les coordonnées
(20, 2, za+1) telle que 02 = @(zp — z4+1) (au premier ordre en @). A quelle transforma-
tion de £ € R? correspond-elle ? Calculer par exponentiation de T, la matrice d’une
transformation finie (on pourra par exemple calculer les premieres puissances T2, T5...).

c) Quelle est enfin I'interprétation de I'inversion de R? dans le groupe de Lorentz de
Mat1,1 7 Que dire des transformations conformes spéciales 7 Quelle est la dimension du
groupe O(d+1,1) 7 Qu’en conclure sur la relation entre le groupe de Lorentz dans I’espace

de Minkowski M 4411 et le groupe conforme dans R ?
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