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1 Géométrie sphérique.

On suppose connues les formules usuelles de trigonométrie plane élémentaire, et on va déduire
les formules fondamentales de la trigonométrie sphérique.

1.1 Relations fondamentales.

On assimile la Terre & une sphére de rayon 6371 km. Elle tourne autour d’'un axe NS a la vitesse
d’un tour par 24 h, soit 15° par heure (et donc 15’ par minute). Pour les calculs relatifs au sextant,
trois points a la surface de la Terre sont en cause : le péle N (ou S), la position supposée de
Pobservateur, et le “pied” de 'astre observé, c’est a dire l'intersection de la ligne qui joint le centre
de la Terre avec le centre de l'astre, et la surface de la Terre. Ce qui nous ameéne a 1’étude des
triangles sphériques. Soient A, B, C trois points sur la sphére et O son centre. La “droite” joignant
A a B est le plus court chemin a la surface de la sphére joignant ces deux points. C’est en fait I'arc
de grand cercle entre A et B, celui ci étant I'intersection de la sphére avec le plan OAB, sur lequel
on choisit I’arc le plus court. Le triangle sphérique est donc formé par trois arcs de grand cercle,
AB,BC,CA.

A ce triangle sont attachées deux séries de nombres a, b, ¢ et a, B, y. Les longueurs : a est la
longueur du coté ]/36, idem b pour CAetc pour@. En fait ces longueurs sont mesurées par des
angles, car considérant le “triangle” OAB, I’arc de cercle ABa pour longueur le produit du rayon de
la sphere par I'angle au centre (OA,0OB). Dans notre cas on mesure les distances en mille marins.
Un mille est la distance sous tendue par un angle au centre de 1 minute, c’est a dire :

7T x 6371/(180 x 60) =~ 1852m

La distance est donc directement exprimée par les angles au centre. Dans la suite on raisonne
donc sur une sphere de rayon 1.

On définit ’angle a entre les arcs AB et AC comme Pangle formé par les tangentes respectives en
A aux arcs AB et AC. Comme ces tangentes sont perpendiculaires a OA et respectivement dans
les plans OAB et OAC, c’est aussi 'angle formé par ces deux plans, et donc par les traces de ces



deux plans sur le plan perpendiculaire a OA en O. Sur le dessin a est ’angle entre les traces OD
et OE. Idem pour les angles f (entre BA et BC en B) et y (entre CA et CB en C).

Comme la sphere est symétrique par rotation on peut toujours représenter A au pole Nord, donc
le plan perpendiculaire a OA en O est le plan équatorial. Le grand cercle AB le coupe en D, et
le grand cercle AC le coupe en E. On peut toujours choisir un repére orthonormé Oz selon OA,
et Ox selon OD, dans le plan OAB. On aura alors Oy dans le plan équatorial, on peut le choisir,
comme sur le dessin selon OC’ (alors Oxyz n’est pas direct, mais cela ne nous importe pas). Dans
ce repere on a A =(0,0,1) et B =(sinc,0,cosc). Le point C se projette sur OE en sinbd et sur OA
en cosb. Langle (OE,0D) étant a, C a pour coordonnées C = (sinb cosa,sinbsina,cosb). Alors le
produit scalaire vaut :

(OB,OC) =cosa =cosbcosc+sinbsinccosa

Par symétrie on a les trois relations qui sont les seules relations indispensables pour 'application
au calcul du point nautique :

cosa = cosbcosc+sinbsinccosa
cosb = cosccosa+sincsinacosf
cosc = cosacosb+sinasinbcosy






1.2 Deuxiéme et troisieme formule fondamentale.

On va néanmoins déduire d’autres relations de géométrie sphérique. Définissons d’abord le tri-
angle dual au triangle ABC. Le point A’ est défini de sorte que OA’ est perpendiculaire a OB et OC
et est choisi dans le méme demi—espace que A déterminé par le plan OBC. De méme B’ est polaire
part rapport OCA et C’ par rapport a OAB. En particulier OB’ et OC’ sont perpendiculaires a OA
donc B’ et C’ sont sur I'’équateur sur le dessin. Comme OC’ et perpendiculaire a OD il complete
bien le triedre (ODC’A) utilisé ci-dessus.

La notion de dualité est involutive, c’est a dire que le triangle ABC est le dual de A’B’C’. En effet
OA est perpendiculaire & OB’ et OC’ et A est du méme coté que A’ par rapport a I’équateur. Idem
pour OB et OC. Au triangle AB’C’ sont attachées deux séries de nombres o/, b/, ¢’ et &/, f§/, v/,
définis comme ci-dessus. Cependant il existe des relations simples entre eux. Sur le dessin on voit
que

a+a' =CD+EB'=n
et donc par dualité a’ + a = 7. Finalement par symétrie on a toutes les relations :

a+a' =a'+a=p+b'=p +b=y+c'=y +c=n

Notons que le produit scalaire (OC,0C’) vaut dans le systéme de coordonnées ci-dessus, avec le
point C' = (0,1,0), (O#C,O*C’) = sinbsina. Par dualité il vaut aussi sind’sina’ = sin fsina en ap-
pliquant b’ = 7 — 8 ete. Donc on trouve sinbsina = sin fsina et par symétrie on a la relation des
sinus :

sina sinff siny

sina sinb sinc

Enfin on peut appliquer la relation des cosinus au triangle AB’C’ cosa’ = cos b’ cosc’+sinbd’sinc’ cos a’
ce qui en remplacant a’ = 7 — a etc. donne cosa = —cos fcosy + sin fsinycosa. Par symétrie on a
les relations des cosinus entre les angles :

cosa¢ = —cosfcosy+sinfsinycosa
cosfp = —cosacosy+sinasinycosbd
cosy = —cosacospf+sinasinfcosc

1.3 Relation des cotangentes.

Par les relations des cosinus sur les cotés on a sinccos 8 = (cosb —cosacosc)/sina. On remplace
cosb par (sin®a + cos®a)cosb ce qui donne sinacosbd + cota(cosacosb — cosc). Utilisant encore



la relation des cosinus pour transformer la derniére parenthése en —sinasinbcosy on obtient :
sinccos = sina cosb—cosasinb cosy. Par dualité on obtient : cos b siny = sin a cos f+cos asin fcosc.
On divise par sin  pour obtenir la relation des cotangentes :

sinccotbd = sinacot B+ cosacosc

et bien sir les relations obtenues par permutation de A,B,C.

1.4 Haversines.

Ce qui suit n’a d’intérét que si on envisage de faire les calculs a la main.

Les formules de cosinus nécessitent d’effectuer 4 multiplications a 4 chiffres (c’est la précision re-
quise), aussi pour les calculs manuels il a été jugé utile d’'introduire des quantités qui se tabulent
en peu de place et nécessitent moins d’opérations. En outre elles souffrent moins de problémes
d’arrondis. On définit I'haversine :

hav@ = (1 - cos0)/2 = sin%(6/2)

Noter que havf est toujours compris entre 0 et 1 et est une fonction paire. Dans la table de
haversines jointe on trouve par exemple en regard de 37° 22’ la valeur 1026, qu’il faut lire .1026.
Pour 23’ il faut interpoler entre 1026 et 1028 (pour 24’) donc on prend .1027. On voit qu’il est aisé
d’obtenir 4 chiffres significatifs. Attention pour les petits angles on a des valeurs comme 1 pour
les angles 0° 0’ jusqu’a 22’ ce qu’il faut lire comme .0001, bien sir. Pour les petits angles hav varie
en (0)? donc reste longtemps tres petit.

On peut reformuler la relation des cosinus en termes de haversines comme ’a fait R. Doniol (Table
de point miniature, Institut francais de navigation 1955). On verra que dans le domaine nautique
les angles utilisés sont complémentaires de ceux que nous utilisons, et la relation de cosinus prend
la forme :

sinH =sinLsinD + cosLcosD cos P

et il s’agit de calculer H connaissant L, D et P. On utilise cos(L ¥ D) =cosLcosD *+sinLsinD donc
sinH = cos(L — D) —(cos(L — D)+ cos(L +D))havP

Il a été observé par Hanno Ix qu’on peut tout exprimer sur des haversines en calculant H = 7/2—H
de sorte que sin H = cos H. Simplement on remplace cos6 = 1 —2hav# partout. Finalement :

havH =hav(L - D) + (1 —hav(L —D)—-hav(L +D)) x havP

Il existe une autre formule utile au calcul du point qui s’exprime aussi entierement avec des
haversines (formule de 'azimut, due a L. Bergman, voir plus bas) :

hav(n/2—-D)—-hav(L — H)

havZ =
N = Thav(L—H)-hav(L+ H)




XOH-

0005 €16% 9287 8ELY 199V|V99Y LLVY 16EV VOEY 812V|CELY 9PV 096€ GL8E 06LE|I0LE 2TIE 8EGE GGVE TLEE|06ZE 80ZE LZIE IPOE 9962]L88T 808C 0ELT €992 9LG2|00ST GTHT 0SET LLTT ¥02Z|2E1Z 1902 1661 2261 €S81]|98L1 0ZLL ¥S9T 06G1 LZST
L66¥ 0167 €28V GELY 8VIP|199Y VLVY 88EV 10EV G12H|621F V0OV 8G6E TL8E 88LE|E0LE 619E GESE 2GVE 69EE|LBTE S0ZE VT1E VPOE #962|788C 908C LTLTZ 0992 €LG2|L6VC TTVT 8VET VLTT 20TZ|0€1C 650 6861 6161 TG8L|FP8LL 8ILL 2991 88S1 G261
V667 L06V 028V €ELY SVIV|8SGY ZLVY S8EV 862V C1ZV|9C1Y OV0V GS6E€ 0L8E SBLEJ00LE 919€ EESE 6VVE LIEE|VBZE €0ZE 221€ 1V0E 1962|288C £08C GZLT 8V9IT 1LG2|56V¢ 02V SVET TLZT 6612]LZ1T 950C 9861 LI6T 6¥81|28L1 STLL 0691 98ST €251
166V 06¥ L18V 0ELY EVIV|9GSY 69VY C8EV G62V 60CV|ECTY LEOY 2S6E LIBE TBLE|LEIE E19E 0ESE LVPE VIEE|ZBZE 00ZE 611€ BEOE 8562|6L8C 008C ZCLT V9T 89GZ|C6VC L1VC EVET 692C L612|G21C VSO V861 G161 LPBTI6LLT E€1LT 8V91 ¥8ST 02G1
8867 106V V18V LTLY 0VIV|EGSY 99V 6LEV €62V 902V|0Z1Y SEOV 6V6E VI8E 6LLE|S69E T19€ LTSE VIE 19E€|6LZE LO61E 9T1E 9E0E 9G62|9L8T 86LC 02LT 29T 99G2|06¥C S1¥C 1HET LITT V612|€21C 2502 2861 €161 PPBTLLLT T1LT 9¥91 28GT 8161
G86V 868V 118% VeLb LEIV|0GSY E9VY 9LEV 06CF E0CV|LLIY CEOV IV6E 198E 9LLE|C6IE B09E VTGE THIE BGEE|ILZE G61€ E11E ECOE €G6C|VLBT G6LT L1LT 0V9T €9G2]L8VC C1FT 8EET G9CT 261C|021C 6V0C 6L61 0161 ZV8T|GLLL 60LT PPIT 6LGL 91ST
€867 G687 808V 12LY VEIV|LVGY 09VY E€LEV L8ZY 10ZH|SL1Y 6207 EV6E BG8E ELLE|68IE GOIE 12SE 8EVE 9SEEIVLTE T61E T11E 0E0E 0G62|1LBT 26LT STLTZ LEIT 19G2|S8FC 01T 9EET 92T 0612|8112 LVOT LLET B06L OVBLIELLT LOLL T¥IT LLST ¥1GL
086 2687 G08% 81LY 1E9V|vPab LSVY 0LEY V8TV 861V|CL1Y 920V 1H6E GG8E 1LLE|98IE 209E 61GE 9EVE EGEE|1LZE 681E B0LE BZOE 8V62]|8982 06LT C1LT GE€IT 8GGC|28YC LOVT EEET 092C LB1IT|GL1Z GPOT GL6T 9061 8EBTJOLLL VOLL 6E9T GLGL TIST
LL6Y 688 208V G1LY 8Z9V|1VaY VGbP 89EV 182F G61V|601F €20V BEGE €GBE BILE|EBIE 66SE 91SE EEVE 0SEEIBIZE 981E SOIE GZ0E GF62|998C LBLT 60LZ 2E€IT 95G2|08FC G0¥T 1€E€T LGTT G8IZ|ELIZ 2VO0T 2L61 €061 GEBLIBILL TOLL LEIT ELST 01GL
VL6V L88Y 66LY CTLLY G29V|8EGY 1SV S9EY 8LZY T61V|901Y 020V GE6E 0S8€ S9LE|189E L6GE E1GE 0EVE LPEE|GIZE VBIE €01E Z20E 2V6Z|€98C GBLT LOLT 0€9T €9ST|LLYC 20VE 82€T GG2C 2812|111Z 0V0C 0L6T 1061 EEB8TJ99LT 00LL SEIT TLST 8051
146V 88 96LF 60LY T2Ib|SESY 8bVY 29V GLTY 681H|E0TY L10V ZE6E LVBE TILE[BLIE V6SE OIGE LTHE SHEE|EIZE T8TE 001E 0Z0E OV62|198Z 28LZ FOLZ L29T 1652|GLYC 00FC 9ZET 2G2T 0812|8012 8E0Z 89616681 TEBT|ILL 8691 EEIT 69ST 90GT
896V 188V V6LV 90LY 619V|2ESY OVPY 65EV LY 981V|00TY STOV 626€ VPBE 6GLE|SLIE 16SE 80SE GZVE CVEE|09ZE BLIE L60E L10E LEGZ|8S8C 6LLT C0LT V29T BVGZ|CLVT L6EC €2EC 052C 8L1C|901C SE0C G961 L68T 6C8TC9LL 9691 1€91 LIST V0GT
G967 8L8Y 16LY £0LY 919¥|62GY EVPY 9GEY 0LZV E81V|L60V C10V 926€ 1¥BE LGLE|ZLIE BBGE GOGE TTVE 6EEE|LGTE 9LIE G60€ VI0E VE6Z|SG8T LLLT 669T 29T GVST|0LYC S6EC 12€T 8V2T GL1Z|P01T £€0C €961 V681 9Z81|6GLL €691 8291 G9ST 20ST
296V GL8Y 88LF 0L V19¥|LTSY OVPY €GEV L92V 181F|560F 600F E26E BEBE VGLE|699E 98SE 20SE 61VE 9EEEIVGTE ELIE TE0E T10E TE6Z|EGBT VLLT 9692 6192 EVGZ|LIVT T6EC 81ET G¥TT €L1Z|101Z 1€0Z 1961 2681 PZBI|LGLL 1691 9291 29ST 00S1
6567 CL8V G8LY 869V L19V|veGh LEVY 0GEY YITY BLIV|Z60V 900% 126€ 9EBE 1GLE|LIIE EBGE 66VE IIVE VEEE|ZSZE OLIE 680€ 600€ 6262|0G8C TLLT 69T L19T 05|59V 06EC 91€Z EVET 0L12]660Z 820C 6561 0681 Z2281]SGLL 6891 ¥29T 09S1 8671
956V 698% ¢8LY G69F 809V|1CSY VEVY LVEV 192F GL1V|680F €00V 816E EE8E 8VLE|PIIE 08GE 96VE E1VE 1EEE|6VCE LITE LBOE 900E LT6T|LVBT 69LC 169C V19T 8€GC|29¥C 88€C V1€ 0FCT 8912|9602 9202 9561 L8BT 0Z8T|ESLL L8IT 2TIT 8961 G6V1
€967 998Y 6LLY ¢69% G09P|81SY 1EVY VIEY 8GCh CLIV|980% 000% G16€ 0E8E GPLE|I99E LLSE V6VE 11VE 8ZEE|IVTE GI1E VBOE VOO YC6T|SV8C 9942 689¢ 219T GE€GZ|09VC G8EC 11€C 8ECT 9912|¥60T ¥20T V961 G8BT LIBIJIGLL G8IT 0291 94S1 £6¥1
1667 €98 9LLY 689 209%|S1GY 8ZhY CHEV GG2Zh 691F|€80V L66E Z16€ LTBE THLE|BGIE PLSE 16VE 80VE GTEE|VIZE 2ITE 180€ T00E 1262|2¥8C FILT 9892 6092 €€GZ|LGFE €8EC 60€C G€CT €912|260Z 1202 2461 €881 G18T|8PLL €891 8191 ¥SST 16¥1
86V 098V €LLY 989F 66GV|C15Y GChY 6EEV €52V 9917|080V S66€ 606€ VC8E OVLE|SGIE CTLSE 88VE GOVE ECEE|IVCE 6G1E 6L0E 866C 6162|0¥8C 194C V892 L09Z 0E€GZ|SGPE 08EC 90EC £€2C 1912|680C 610¢ 6761 1881 E18T|9PLT 0891 9191 2SST 68V1
GV6Y LG8V 0LLY €89V 96GV|60GY 22V 9EEY 6VCY EIIV|LLOY 266E 906€ 128E LELE|EGIE 69GE G8VE TOVE 0ZEE|BETE LGTE 9LOE 9662 9162|LEBT 6GLC 189T V09T 825 2SHe 8LET VOET 1€2C 8G12]L80T L10T LY61 8L8T 1181|vPLL 8491 €191 0GST L8V
Ch6y SG8Y LILY 089F €65V|905Y 0CVY EEEV LVCh 091P|GLOY 686€ VO6E 618E PELE]0GIE 99GE €BVE 00VE LIEE|SELE PSIE ELOE €66C €162]|VEBT 9GLT BLIT 109T G2GC|0G¥C GLEC 10ET 82T 9G12|980C F10Z SP61 9481 808T|ChLL 9L9T 1191 8%G1 G8V1
6€6V 98V PILY LLIV 06SV|E0GY LIV 0EEY VPEY 8G1V|CLOY 986E 106€ 918 1ELE|LYIE €9GE 08VE L6EE GLEE|EETE 1G1E 0LOE 0662 1162|CE8C EGLT 9LIT 66SC €2SC|LYPT €LET 662C 9¢¢T VG12|C80C 10T 261 VL8 9081|0VLL ¥LIT 6091 9PST €871
986V 6V8Y TILY VLIV LBSV|L0GY VIVD LTEV 1HCY SG1V|690V £86E 868€ €18 8ZLE|VYIE 09GE LLVE V6EE CLEE|0EZE 6F1E 8I0E€ 8862 8062|628C 1GLT €£LIT 96SC 0252|SPe 0LEC 962¢ £22C 1G12]|080Z 010Z 0¥61 2481 POBI|LELL 2LIT LO9T EFST 1871
€6V 9V8Y 6GLY ¢LIV G8GP|86VY 11Y VTEY 8ECH CGIV|9907 086E G6BE 018E 9ZTLE|IVIE 8GSE VLVE 16EE 60EE|LTTE IVIE GI0E GBE6C S062|928C 8YLT 1L9T V65T 81G2|Chie 89EC V62T 1222 6F12[8LOT LOOT 8E6T 6981 Z0BTISELL 0LIT G091 1HSI 6LVL
0€67 E€V8Y 9GLY 699V 28GH|G6VY 80V 12€ SECY 6V1V|EI0V 8L6E 268E LOBE ETLE|6EIE SGGE TLVE 68EE 90EE|FETE EVIE 290€ 2862 €062|¥28C IVLT 899Z 16SC G1SZ|0VPE G9ET 1622 6122 9P1Z|GL0T GO0T GE6T LIBT 66LLJEELL LIIT €091 6€ST LLVT
L26V 0V8Y €94V 999F 6LSV|26FY GOVY 61EV 2EZP 9V1P|090F GL6E 688E G08E 0ZLE|9EIE 2GGE 69VE 98EE VOEE|ZTZE 0FIE 090€ 086C 0062)1282 EVLT S99T 6842 €1G2]|LEVT €9€C 68CC 91T PP1T|€L0T €00 EE6T G981 L6LL|TELL G99T 1091 LEGT GLV1
Y26y LEBY 0GLY €99V 9LGV|68VY 20V 91EV 622V EVIV|LGO0V CL6E LBBE 208E LILEIEEIE 6VGE 99VE €8EE T0EE|61ZE 8ELE LGOE LL6T L68Z|618C 0VLC €99T 985 01G2|5EVE 09EC L8ZT V1¢C ¢V12]|0L0Z 000C 1€61 2981 S6L1|8CLL €991 6641 GEST €LV
126V VEBY LvLV 099 ELGV|98VY 66EV E1EV 922V OVIV|SS0V 696€ V88E 66LE VILE|OEIE IVSE €IVE 08EE 86CE[ITZE SEIE VGOE VL6C G68C|918C 8ELT 0992 ¥8GE 80GZ|CEVE 8GEC ¥82C 112C 6€12|890¢C 8661 6261 0981 E6LI|9ZLL 1991 9651 EEST 1LV1
6167 1€8V PhLY LG9V 0LSV|EBYY 96EV 01EV VCTh LEIV|CGO0V 996€ 188E 96LE CTLE|LTIE VPGE 09VE BLEE G6CE|VITE CETE 2S0E 2L6T C68Z|E€18C GELT 899T 185C G0SC|0EVE SGET 282¢ 602C LE1Z|990C 9661 9261 8581 16L1|VCLL 6G91 ¥6ST 1€ST 69V
916V 828V ThLY V99V LISH|08VY V6EV LOEY 1227 SE1V|6V0V £96€ 8LBE €6LE 60LE|STIE 1HGE BGHE GLEE €6CE|I1ZE OETE 6V0E 6962 0682|118C EELT GGIT 8LST €052]|LTVT €GET 642C 902C SE12]|€90T €661 H261 9981 88L1|2TLL LGIT T6ST 6251 LIV
€16V 928V 8ELY 199V VISV|LLYY 16EV VOEYV 812V TEIV|9VOV 096€ GLBE 06LE 90LE|ZTIE BEGE GGVE TLEE 06ZE|80ZE LZIE IVOE 9962 L88Z|B08C 0ELT €99T 9LST 0052|952V 0SET LLTT V0ZT TEIZ|T190T 1661 2261 €981 98LI|0ZLL VSIT 06ST LZST VIV

VL €L ¢L 1L v ¢S 1

0L

YoVl €071 EVEL ¥8C1 9221|0L1T HLIT 0901 LOOT GS6 | #06 SG8 LO8 094 ¥IL|0L9 LZ9 G8G SPS 90G |89V C€v L6E V9E CEE|C0E 2L Gve 81C V6L |0L1 6V 821 601 26 | 9. 29 6V LE LZ |61 ¢TI
10¥1 THET 2821 GZZ1|8911 Z111 8G01 G001 €46 | €06 €98 GO8 8GL €1L]899 GZ9 ¥8S PG GOG | L9y 1€V 96€ €9€ 1€E€]|10€ 1LZ ¥be 81Z €61 |OLL 8Kl LZI 601 16| GL 19 8y LE LT |6l ¢TI
66ET 6EET 0821 €2Z1[9911 TT11 9601 €001 166 | 106 2G8 €08 LSL TIL|L99 V29 €8G ZPG €0G|99F O0€y G6E ¢9€ 0EE|00€ 1LZ €VZ LiZ ¢C6L|691 LPL L2l 80T 16 | G 19 8y LE LZ |61 CL
L6ET LEET 8LTT 12T1|FITT 6011 SGOL 2001 0G6 | 668 0G8 208 GGL 014|999 €29 18G 1¥G 206G |S9% 627 ¥6E€ 19€ 62€|66C 0LZ Che 91¢ 161|891 9¥1 921 LOT 06 | ¥4 09 LV 9€ 9Z |81 21
G6ET GEET LLTT 61Z1|29T1 LOTL €GOT 0001 8%6 | 868 8F8 008 ¥GL 80L|¥99 129 08G OVS 106 | ¥9v 82y €6€ 09€ 8Z€|86C 69 1¥Z G1¢ 061|491 9P1 921 LOT 06 | ¥4 09 LV 9€ 92 | 81 11
€6ET EEET GLZT LITI|09TT SOLT 1S0T 866 976|968 LP8 66L ¢SL LOL|€99 0T9 8LG 8ES 005 |29v 92F T6E€ 6GE LTE|L6CZ 89¢ OFW¢ ¥IZ 061|491 SPI G2 901 68 | €L 69 LP 9€ 92|81 Il
16€1 1EET €4C1 G1C1]|6G1T €011 6V0L 966 G¥6 | 68 GP8 L6L 194 GOL|199 819 LLS LES 86V |19V Gcb 16€ 84GE 9¢€ | 96¢ L9Z 66C €1C 681|991 ¥l ¥l 901 68 | €4 66 9y GE 92 | 81 Il
68ET 6CET 1421 €1ZI|LSIT 1011 LPOL G66 €76 |€68 €F8 96L 6WL ¥0L|099 L19 9LG 9€S L6V |09F ¥Heh 06 9G€ GZ€|G6Z 99¢ 8EZ €1¢ 881 |G91 ¥Pl ¥H2l GOI 88 | 2. 8% 9y G€ GZ | L1 11
L8ET LTET 6921 T1Z1|GGIT 0011 9%01 €66 1¥6|168 T¥8 ¥6L LbL TOL|8%9 919 LG V€S 96¥ |6Gh €2h 88 GGE ¥ZE€|¥6C G9¢ 8EZ ¢I1C LBL | V91 €VI €21 ¥O0I L8 | 2L 8G G %€ GZ | L1 11
G8ET GZET 4921 60Z1|€STT 8601 ¥P01 166 OV6 | 688 OFV8 Z6L 9bL 10L|LS9 P19 €LG €€G G6V | LGV Tev LBE ¥SE €2€|€6C V9 LEZ 11¢ L8L|¥91 ¢bl 221 %01 L8 | 1L 85 Gv %€ GZ | L1 OL
€8E1 €CET G921 LOTI|TSIT 9601 201 686 8E6|888 6€8 16L PhL 669|699 €19 2LG TES €6V |9GF 1ch 98 €GE ¢C€|¢6C €9¢ 9€¢ 0IC 981 | €91 ¢vl 22l €01 98 | 1L LS S ¥E€ ¥C | L1 O
18€T 12€1 €921 90Z1|6V11 ¥601 OO 886 9€6 | 988 LEB 68L €L 869 |¥G9 119 0LG 1€S ¢C6% |GGy 61y G98E 2G€ 1C€|16¢ C9¢ GEZ 60C GS81|291 1Ivl 121 €01 98 | 14 LG ¥ €€ P2 |91 01
6LET 0Z€T 1921 0Z1|LVIT 2601 6E0L 986 ¥E6 | ¥88 GE8 88L TbL 969 |€99 019 69G 626 16V |¥Gh 81y ¥8E 19€ 02€| 062 192 ¥E€Z 80¢ #81|191 OPL 021 20T G8 | 0L 95 ¥b €€ ¥ |91 OI
LLET BIET 621 20Z1|9V1T 1601 LEOL V86 €E6 | €88 ©E8 98L OVL G69|199 609 89G 8ZG 06V | EGF LIy €8E 0SE€ 61E€|68C 09¢ €€ 80¢ €81 |191 OPT 02T 20T G8 | 0L 99 ¥b €€ ¥C¢ |91 OI
GLET 91ET LG2ZT 00Z1]PP1T 6801 GEOT 286 1€6|188 C€8 G8L 8EL €69]1099 L09 995 L2 88%|1Gh 91F 78 6VE 81€]|88C 6GC 2€¢ LOZ €81]091 6E1 6I1 10l ¥8 |69 GG €F ¢€ €191 01
€LET Y1ET G521 8611|ZHLT LBOT €E0T 186 676 | 648 1€8 €8L LEL T69|8F9 909 996 GeG L8V |0Gh GIV 18 8VE LIE|L8Z 8GZ 1€Z 90 ¢8I |6Gl 8EL 6I1 00I %8 |69 GG €F ¢2¢€ €2 ] SI 6
1LET ZIET €921 9611|0V1IT G80T 1€0T 646 876 | 848 628 18L GEL 069 | LP9 S09 ¥9S ¥CS 98% | 6Fv VIV 6LE LVE 91€]98¢ LGZ 1€Z GOC 181 |6S1 LET 8I1 00l €8 |89 %4 ¢ ¢€ €2 |Gl 6
69€T OLET 1521 P6ITI8ETT €80T 0E0T LL6 926 | 948 LZ8 08L ¥EL 689 |G¥9 €09 296 €26 S8V | 8VP CIv 8LE 9¥E GIE|G8C LG 0E€Z ¥0Z 081 |8G1 LET LIT 66 €8 |8 %S ¢ 1€ 2C|ST 6
L9ET BOET 6VCT Z6IT|9ETT 2801 8201 946 ¥Z6 |¥L8 928 B8LL TEL LB |¥P9 209 19G 126 €8V |LPb 11v LLE GVE VIE|¥BC 99 62¢ €0¢ 081 |LSl 9€1 LIl 66 28 | L9 P9 ¢ 1€ 2C| ST 6
G9ET 90€T 8H2T 06TT|FETT 0801 9201 ¥L6 €26 | €48 ©28 LLL TEL 989 |€P9 009 09G 0TG 28V | S¥b 01y 9LE ¥PE €1€|€8C GG 8ZZ €0¢ 641|991 GET 911 86 28| L9 €5 Iy 1€ 2C|ST 6
€9€1 YOET 9PCT 68I1]|EETT BLOT ¥2OT CL6 126|148 €28 SLL 6CL ¥89|1V9 665 849G 61S 18V |vbb 60V GLE EVE C1€|¢8C ¥4C LCC ¢0C 8LI |94l G€1 GIT L6 18199 €5 Iv 1€ 2C ¥l 8
19€T 20€T ¥PC1 LBIT|IELT 9401 €201 046 616|048 128 ¥LL 8ZL €89|0V9 86G LGS 81G 087 | E€vp 80V ¥LE 2VE 11€|18¢ €G¢ 9¢¢ 102 LLI|G9ST €1 GI1 L6 18|99 26 1IF 0 12| ¥l 8
6GET 00ET ¢hZl S8IT|6ZTT ¥L0T 1201 696 816|898 618 CTLL 9ZL ¢89|8E9 964G 949G 9IG 8LV |¢hP LOV €LE OVE 01€|08C ¢S S 00 9Ll |¥Sl €€1 ¥IT 96 08 |S9 25 Ov 0O 12| ¥l 8
LSET 8621 0VZ1 €811]|LZLT €L0T 6101 L96 916|998 818 TLL GZL 089|LE9 G6S PSS GIG LLV|1IWb GOV CLE 6EE 60€|6LC 1GC ¥C¢ 661 9LL|€Gl €€ HIT 96 08G9 24 OF 0O 12 ¥l 8
GGET 9621 8€ZT 18TT|SZTT 1401 LIOT G96 ¥I6|S98 918 69L €ZL 6L9]|GE9 €66 €49G ¥IG 9LV | 66V VOV 1LE 8EE 80€|8LC 0S¢ ez 661 GLL|€G1 ¢€1 €11 G6 6L | V9 1S9 6€ 62 12| €1 8
€GET ¥62T 9€2T 6LIT|ECTT 6901 9101 €96 €16 | €98 GI8 LIL TZL LL9|PE9 T6G 2SG CIG GLV | 8EV €0V OLE LEE LOE|LLZ 6VC €¢C 861 WAL |2Sl 1€l 2L G6 6L | %9 1S9 6€ 62 OC | €L 8
1GET 2621 YETT LLIL|2TIT L90T 10T 296 116|198 €18 994 02L 9L9|€€9 16G 0GS T1G ELV | LEV 20V 89E 9EE€ 90€|9L¢ 8F¢ T¢Z L6L €LL|1ST 1€1 2I1 ¥6 8L | €9 06 6€ 62 02| €l L
6VET 0621 €21 GLIT|0ZIT G901 2101 096 606 | 098 118 ¥9L 61L VL9|1€9 68G 6VG O0IG 2LV |9€F 10v L9E GEE GOE|GLC LPC 12Z 961 €LL |14l O€l 111 ¥6 LL|€9 05 8 8 OC | €l 4
LVET 8821 0€21 HLITI8TTT ¥901 0101 856 806 | 8G8 018 €9L LIL €L9]|0€9 88G 8VS 60G 1LV |SEF 00v 99€ ¥EE ¥OE|PvLC LPC 02 S61 CLL|0G1 621 OLl €6 LL |29 6V 8 8 O0C|€L 4
GPET 9821 8221 CLITIITTT 2901 6001 LS6 906 | 998 808 T9L 9IL 1.9]|829 L8G 9VG LOG OLV | €€V 66€ G9E€ €EE€ €0E | €LC 9VC 61 ¥61 TLL|6P1 621 OIT 26 9L |29 6V 8 8 61]2 L
€0V1 EVET ¥8ZT 9221 OLIT|PITT 0901 LOOT SG6 ¥06 | 9S8 L08 09L ¥IL 0L9|LZ9 98G5 GG 90S 89% | 2€¥ L6E ¥9E€ CEE 20€|cCLC Sbe 81¢ V61 OLL|6V1 821 601 26 9L |29 6V LE LZ 61 ]C1 L

OO OO OO OO0 0OO000O0OO0OO0 000000000 i




6666 6666 9666 7666 9866|866 6966 6566 LI66 ¥€66]6166 £066 886 G986 ¥86]2C86 86L6 £.L6 9VL6 81L6|8896 LG96 G296 1696 95G6]61G6 1876 2V¥6 10V6 69E6|91E6 1426 G2T6 LL16 6216|6406 8206 9L68 2T68 L9I8B|1188 ¥GL8 9698 LEIS 9LG8
6666 6666 9666 1666 5866|8466 6966 6966 LV66 £€66]8166 €066 ¥886 G986 V186{1C86 L6L6 TLL6 GPL6 L1L6|LBI6 9996 ¥2I6 06G6 SGG6]8156 0876 OVY6 00¥6 LSE6|VIE6 6926 €26 9416 LT16]|LL06 9206 V.68 0268 9988]0188 £GL8 V698 GEI8 VLS8
6666 6666 9666 1666 5866|8466 6966 8566 966 £€66]|8166 1066 £886 7986 EV86]0286 L6L6 TLL6 PPL6 91L6[9896 G596 €296 6856 £GG6|L1G6 6LV6 6EVE 86E6 9SE6|E1E6 8926 2CT6 VA16 9Z16]|9L06 V206 2L68 8168 7988|8088 1GL8 T698 £€98 CLS8
6666 8666 G666 1666 5866|8466 6966 8566 966 CE66]L166 1066 £886 €986 ¢V86/0286 9646 0LL6 EVLE G1L6|9896 V596 2296 8BG6 CGG6|S196 LLV6 8EVE L6E6 GSE6|L1E6 9926 0226 EL16 VC16|PL06 €206 0L68 L168 2988|9088 67.8 0698 1€98 0LS8
6666 8666 G666 1666 5866]L.66 8966 8566 966 CE66]L166 0066 2886 €986 1786|6186 G646 69L6 EVLE V1L6|F89I6 €596 1296 98G6 1656|1156 ILV6 IEVE G6E6 £SE6|01E6 G926 6126 TL16 TC16]2L06 1206 6968 G168 0988|088 LPL8 8898 6298 8958
6666 8666 5666 1666 5866466 8966 LG66 G766 1€66]9166 0066 1886 2986 1786|8186 ¥6L6 69L6 TVL6 €1L6|EBI6 €596 6196 G856 0SG6]E€1G6 GLV6 SEVE V6E6 CSE6|80E6 €926 L1C6 6916 1216|1406 6106 L968 E168 8588|2088 SVL8 9898 LTI8 9958
6666 8666 5666 0666 ¥866]4L66 8966 LG66 G766 1£66]9166 6686 1886 1986 0¥86]L186 €646 8946 1¥L6 T1L6|2896 1596 8196 V86 6V56]C1G6 ELV6 VEVE £6E6 0GE6]L0E6 2926 G1C6 8916 6116|6906 8106 G968 1168 9588]0088 EVL8 V898 G298 1958
6666 8666 G666 0666 ¥866]9.66 L966 9566 VP66 0€66]5166 8686 0886 0986 6€86]L186 T6L6 LIL6 0FL6 1146|1896 0596 L196 €8G6 LPG6]0156 TLV6 TEVE 16E6 67E6|50E6 0926 ¥126 9916 L116]L906 9106 £968 6068 7588|8648 17L8 T898 £298 2958
6666 8666 G666 0666 ¥866]9.66 L966 9566 V¥66 0€66]5166 8686 0886 0986 6€86{9186 2646 99L6 6€L6 01L.6]0896 6796 9196 £8G6 9V56]|6056 1LV6 1EV6 06E6 LVE6|FOE6 6526 2126 G916 9116]9906 ¥106 1968 8068 £588]96L8 6EL8 0898 1298 0958
6666 8666 G666 0666 ¥866]9.66 L966 9566 EV66 6266|166 L686 6486 6586 8E86]S186 1646 G9L6 8ELE 6046|6496 8796 G196 18G6 S756]/8056 6976 0EV6 68E6 IVE6|Z0E6 LGT6 1126 €916 P116]#906 2106 0968 9068 1588]V6L8 LELS 6L98 6198 8558
6666 8666 5666 0666 £866]9466 9966 G566 EV66 6266|166 L686 8L86 8586 LEB6I186 0646 V9L6 LELG 80L6|8LI6 LPI6 V196 6456 PIG6]L0G6 89V6 BCVE LBEG GPEG|T0E6 9526 6026 1916 C116|2906 1106 8568 Y068 6¥88|€6L8 SELS LLIB L198 9958
6666 8666 7666 0666 £866]5466 9966 5566 ¢V66 6266]€166 9686 8.86 8586 9EB6|E186 68L6 £9L6 9EL6 LOL6|LLIG 9V96 €196 BLG6 EVG6]|G096 LIV6 LZV6 9BE6 EVE6|66C6 V526 8026 0916 T116]0906 6006 9968 2068 LP88|16L8 EEL8 GL98 G198 V558
6666 8666 7666 6866 £866]5466 9966 G566 ¢V66 8C66]|E166 9686 LLB6 LG86 9EB6|ET86 88L6 TIL6 GELE 90L6[9L96 G¥I6 2196 LLG6 1VG6]P0%6 9976 92V6 V8E6 CVE6|86C6 €526 9026 8G16 6016|6506 L006 568 0068 S¥88|68L8 1€L8 €498 £198 2658
6666 8666 7666 6866 £866]5.66 G966 ¥566 CV66 8C66]C166 G686 986 9586 GEB6]C186 LBL6 T9L6 VELE S0L6]GL96 P96 0196 9LG6 0156]€0G6 VIV6 VCh6 £8E6 0VE6]9626 16526 #0Z6 LG16 LO16|LS06 G006 €568 6688 £88]L8L8 6CL8 1498 1198 0958
6666 8666 7666 6866 2866|7466 G966 V566 1766 LT66]1166 7686 9486 9586 VEB6|1186 L8L6 19L6 EEL6 V0L6|VLI6 TVI6 6096 GLG6 6EG6]/C056 E9V6 ECV6 C8EE 6EE€6|9626 626 €026 GG16 90164506 006 1568 L688 1188]98L8 LTL8 6998 6098 8758
6666 L666 7666 6866 ¢866|7.66 7966 £566 1766 LT66]1166 #7686 SL86 G586 £€86]0186 98L6 0946 TEL6 €0L6|ELI6 1796 8096 ¥LG6 8EG6]00G6 TIV6 CCV6 08E6 LEEC6|E6Z6 8FC6 1026 €516 YO16|FS06 2006 6768 G688 088|€8L8 GTL8 L998 L098 9PS8
6666 L666 V666 6866 ¢866|7.66 7966 €966 0V66 9¢66]0166 £686 V.86 V586 £€86]0186 S8L6 6GL6 1€L6 C0L6|2LI6 0796 L096 CLG6 9EG6]|6676 09¥6 02V6 6LE6 9EE6|26C6 IVC6 0026 CG16 2016|2506 0006 LV68 €688 8E88|18L8 £CL8 G998 G098 VPS8
6666 L666 7666 8866 £866|7.66 7966 £G66 066 9266|0166 £686 V.86 V586 €86/6086 ¥8L6 8GL6 0EL6 T0L6|1LI6 6E96 9096 1LG6 SEG6]|8676 6576 6116 LLEG VEE6|0626 SPC6 8616 0516 1016|0506 8668 G¥68 1688 9E88]6LL8 TTL8 €998 £098 VS8
6666 L666 £666 8866 1866|€466 €966 C566 6E66 GC66]6066 2686 €486 €586 1£86/8086 £8L6 LGL6 62L6 0046]0L96 8E96 G096 0LG6 VEG6|L6V6 856 L1V6 9LEG £€€6|68C6 EVC6 L616 8V16 6606|6706 L668 V68 6888 VE88]LLLE 0ZL8 1998 1098 0VS8
6666 L666 £666 8866 1866|€466 €966 C566 6€66 SC66]6066 1686 €486 2586 0€86]L086 28L6 9GL6 62L6 6696|6996 LEI6 F096 6956 EE€G6]|S676 9GV6 916 GLEG CEE6|LBT6 2VT6 G616 LV16 L606]|LF06 G668 CV68 8888 Z2€88]SLL8 B1L8 6598 6658 8€S8
6666 L666 £666 8866 1866|€466 €966 1566 866 V2668066 1686 2486 1586 0£86/9086 28L6 SGL6 8ZL6 8696|8996 9€96 €096 8956 CEG6|V6V6 GGV6 G1V6 €LE6 0EE6|9826 0VZ6 €616 SP16 9606|GF06 £668 0¥68 9888 0€88|VLLS 9TL8 LG98 L6S8 9€S8

9€48 E€LV8 01¥8 9¥E8 0828|¥1¢8 LV18 8L08 6008 6E6L|8IBL 96LL ECLL 0S9L GLGL|00SL VCL LVEL OLTL TELLIETLL VEOL V569 €489 26LI|0TLI 8299 G¥S9 29V9 8LEIV6ZI 0129 G219 0V09 ¥G65|898S €8LSG 969G 609G €2GS|9EVS 6VEG 2925 VLIS L80SG
€€G8 1.¥8 80¥8 £VEB 8LT8|2128 ¥F18 9408 L008 LEGL|G98L V6LL T2LL LVYIL ELSL)L6VL TTVL SVEL LITL 68TLIOTTL 1€0L 1969 0489 68LI|L0LI G299 THSI 6GFI GLEI|16Z9 L0Z9 2219 LEOY 196G[S98G 6LLS €695 909G 0ZSGIEEVS IVES 6G2G ZL1S ¥80S
1€48 6978 9078 11€8 9428|6028 V18 V.08 1008 FE6L|EIBL 16LL BILL SPIL 0LSL|S6¥L 61%L THEL G9TL LBILIBOTL 8ZO0L 8769 8989 98L9|G0LI 2299 0VG9 9S¥9 €L€9]8829 029 6119 €09 8V6G|€98G 9LLSG 0695 V09S L1GS|0EVS EVEG 952G 691G 180G
6248 L9%8 078 6€E8 ¥L.T8|L0Z8 0V18 108 2008 TE6L|T98L 68LL 9LLL TVIL 8IGL|26VL ITHL OVEL TIZL V8TL|GOTL 9204 9969 G989 ¥8LI|20L9 0299 LESI ¥GP9 0LE9|98Z9 1029 9119 1€09 G765]098G VLLG L89G 109G ¥1GSG|LTHS 0PES €G2S 991G 640G
4258 G9¥8 10V8 LEEB 2L28]|S02¢8 8EL8 6908 0008 0€6L4|898L 98LL ETLL 0V9L G9GL|06TL V1YL LEEL 09TL 181LIEOTL €T0L EV69 2989 18L9]6699 L199 FEGI 1GF9 LIEI|EBZI 8619 €119 8209 E£V6G|LG8G 1LLS ¥BIG 86GS T1GGFES LEES 062G €916 940G
GZG8 €978 66€8 GEEB 6928|€0Z8 GE18 L908 L66L LT6LI9SBL V8LL T1LL LEIL €9GL|L8YL 11FL GEEL LGTL 6L1LI00TL 0Z0L 0¥69 0989 8LL9]19699 #199 1€S99 8%F9 #9€9]0829 G619 1119 G209 0V65|FS8S 894G 189G G64G 80GS|12VS VEESG LPCS 091G €L0SG
€268 1978 L6EB €E€€8 L978]|1028 EE18 G908 G66L ST6L|PG8L T18LL 60LL SEIL 09GL|G8VL 60VL TEEL VSTL 9LTL|L60L 810L 8E69 LG89 9LLIIV699 1199 82G9 GFPI 19€9|LLTI €619 8019 2209 LE6G|1GBG G9LS 649G T6SG S0GGI8IFS 1€ES VHeG LG1S 040G
1268 64978 S6€8 0€€8 G9Z8|8618 1€18 2908 £66L TT6L|1G8L 6LLL 90LL TEIL 8GSGL|C8YL 90VL 6TEL TSTL VLILIS60L GT0L GE69 589 €LLI|1699 6099 9259 ZVP9 6SE9|PLTI 0619 G019 0209 VE6SG[8F8G 29LS 9L9G 685G 20SG]GIHS 82ESG 1H2G PG1S LI0S
6198 LG8 £6€8 82E8 £928|9618 8218 0908 066L 0Z6L|6¥8L LLLL VOLL 0€9L GSGL|08YL VOVL LTEL 6VTL TL1L|Z60L TL0L TE69 1689 04L9]8899 9099 €299 0F9 99€9]|2L29 LB19 2019 L109 1€6G|9P8S 694G €L9G 989G 66VSIELYS 9ZEG 8EZS 191G #90G
L158 $SV8 16€8 92€8 0928]|¥618 9218 8508 886L 8164|9¥8L PLLL TOLL LTIL EGSL\LLYL T0VL V2EL LVTL 891L|680L 0T0L 069 6789 L9L9]G899 €099 0269 LEVI €GE9|6929 819 6609 F109 826G|2¥8G 954G 049G €8GS L6VSI0IYS €2EG 9€CSG 8F1G 190G
G198 2GV8 68€8 V2E8 8528|2618 HT18 GG08 986L SI6LIVYBL TLLL 669L GTIL 0SGL|SLYL 66EL CTEL VPTL 99TL|LBOL LOOL LT69 9F89 G9LI1€8I9 0099 L1G9 FEVI 05€9]9929 1819 9609 1109 GZ6G|0%8S €G4S L99G 089S V6VS|LOVS 0CEG €E€2S GV1G 850G
€198 09¥8 L8EB 2CEB 9678|6818 TZ18 €G08 £86L E164|CV8L 69LL 969L TTCIL 8VSL|TLYL 96EL 61EL 1VTL €91LIVBOL Y00L V269 EVB9 €9L.9]0899 8659 G169 1EVI LPEI|EIZI 6419 609 8009 £26G|LEBG 194G P99G 8LGS 16VS|POVS L1EG 0€CG EVIG 9SG0
1158 87¥8 ¥8E8 02€8 ¥GZ8|L818 6118 1508 1864 T164|6€8L LILL V69L 0Z9L SPSL|0LYL E6EL 9LEL 6ETL 09TL|180L 2004 1269 T#89 6GLI|LLI9 G659 2169 82F9 GPEI|0929 9419 1609 G009 026G|FEBS 8VLSG 199G GLGS 88VS|T0VS P1ESG L2TG OIS 250G
6058 9¥¥8 28€8 L1€8 2628|9818 L118 8F08 6L6L 806L]LEBL GILL 169L LI9L EVGL|LIVL 16EL VIEL 9ETL BGIL|6L0L 6669 6169 8E89 95L9]GLI9 2659 6099 92F9 THEI|BGZI €L19 8809 €009 LI6G|1E8S GPLSG 859G 2LGS G8VS|86ES 11EG ¥TTS LELS 6F0G
L0G8 VP8 08€8 G1€8 6¥28|€818 G118 9108 9L6L 906L|VEBL TILL 689L STIL 0VSLIGIVL 88EL T1EL VETL GSTLIILOL 9669 9169 GEBI ¥GLI|2L99 68G9 9059 ETFI 6E€9|GGZI 0L19 G809 0009 16G[828G ZhLS 999G 695G ¢8YG]G6€S 80ESG 122G VELS LV0S
G058 ZHP8 8L€8 €1€8 LF28|0818 €118 FH08 ¥L6L VO6LICEBL 09LL 989L 219L 8EGL|TIVL 98EL 60EL TETL ESTLIELOL V669 €169 €89 154916999 L8S9 ¥0SG9 0279 9€€9|2G29 LIT9 2809 L66G 116G|528S 6ELS €G9G 999G 6LFS|C6ES S0EG 812G 1E€1G PHOSG
2058 07¥8 9LE8 11€8 GPZ8[8418 0118 TH08 CL6L 106L|0€8L LSLL V8IL 019L GEGL|09YL €8EL 90EL 82ZCL 0STLITLOL 1669 1169 0€89 8VL9]9999 #8G9 1049 LIF9 EEEI|6¥29 V919 6409 V665 806G|228G 9ELG 099G €995 9LPS|68EG C0EG G12G 821G 1V0G
0058 8€¥8 VLEB 60E8 €VZ8|9L18 8018 6E€08 6964 668L|LC8L GSLL 8IL 809L EEGL|LGYL 18EL VOEL 922L LVTLI890L 8869 8069 LT89 9PLI|P999 18S9 86%9 V1V9 1EE€I|9PTI 2919 LLO9 1665 G065]|618G EELG LVISG 096G ELPSG|98ES 6625 €125 GZ1S 8€0G
8678 GEV8 ZLEG LOEB 1HZ8|PL18 9018 LEOB LI6L 968L|G28L ZSLL 6LIL S09L 0ESL|SGYL 8LEL TOEL €2TL GVIL[990L 9869 S069 ¥289 E€VLI|1999 8LG9 G6¥9 Z1F9 8ZEIEVZI 6G19 VL09 886G £06G|L18G 0ELS PPIG LGGS TLVS|PEES L62S 602G 221G GE0S
9678 £€¥8 69€8 0€8 8EZB|1418 €018 SE08 G96L V68L|2C8L 0GLL LLIL €09L 8TGL|ZSHL 9LEL 86TL 122L THILIEI0L €869 €069 2289 0VLI|8G99 GLSI Z6V9 6079 GZEI|1PTI 9G19 1409 G86S 0065]|P18S 824G 199G F9GG 89FG|18€S V625 9025 611G 2E0G
6V8 1€¥8 LIEB 20E8 9€C8|6918 1018 CE08 296L C68LJ0T8L 8PLL VLIL 009L GTGL|6VYL ELEL 96CL 81TL 6ETLI090L 0869 0069 6189 LELIGG99 €LS9 0679 90V9 2ZEIBETI €G19 8909 €86G L68S|118S GZLSG 8EIG 2GGS GOVS|8LESG 162G V0TS 9T1G 620G
2678 6278 G9E8 00£8 ¥EZB|LI18 6608 0€08 0964 688L|818L GVLL TLIL 86GL ETSL\LYYL OLEL €6TL G1TL LETLIBGOL 8L69 L689 9189 GELIJEG9 0LG9 LBFI €0F9 61€9|SEZI 0619 G909 086G 768G|808G 22LSG GE9G 675G TIVS|GLEG 882G 102G E11G 920G



Il n’y a qu’une seule table a consulter, et une seule multiplication a 4 chiffres a effectuer. On peut
la raccourcir par la “méthode Védique” qui consiste a faire le produit (ou x=10) :

(ax® +bx® +ex+d)a'x® +b' x> +c'x+d")=aa'x® +(ab' +a'b)x® + (ac’ +bb' +a'c)x* + ...

ou on s’arréte quand on est convaincu d’avoir 4 chiffres significatifs. Exemple, avec 3 chiffres,
456x789. Les termes partiels sont 4x7=28, 4x8+5x7=67,4x9+5x8+6x7=118 5x9+6x8=94, ... On

4 5 6

7 8 9

pose l'opération en commencant par la gauche : 8 7 8 4
2 61 1 9
3 5 9 7

La procédure consiste a d’abord poser 28, avec le 8 en haut et le 2 en retenue, en bas décalé. De
méme on pose 67 avec le 7 en haut et le 6 décalé en bas. Un probléeme se pose avec 118, on pose le
8 en haut, puis le 1 en retenue en bas, mais il reste un 1 qui vient en retenue sur le 6, idem pour le
reste. Ensuite il ne reste plus qu'une addition simple ot la retenue est au plus 1. Il est donc facile
d’identifier les 3 chiffres significatifs 359. Le résultat exact est 359784 alors que I'approximatif
est 359000. II a fallu pousser plus loin que le minimum a cause de la retenue sur le 6, due a une
somme partielle > a 100, ce qui est le pire qui peut se produire sur 4 chiffres.

2 Calcul du point.

Le principe de la navigation consiste a évaluer approximativement la position du navire en par-
tant d'une position connue qu’on fait évoluer sur la carte en tenant compte de la vitesse et du cap
du navire. Il existe de nombreuses incertitudes : vents, courants, etc. de sorte que la position ainsi
estimée differe de plus en plus de la vérité. On fait alors le point en procédant a des observations
astronomiques qui permettent de recaler la position sur la carte avec une précision raisonnable
(quelques milles) et aussi de recaler I'estime. C’est le départ d’'un nouvelle navigation a I’estime
suivie par un nouveau point, etc. Contrairement a ’estime il n’y a pas de raison pour les erreurs
de point s’accumulent, et on peut espérer qu’elles s’annulent statistiquement, donc que la route
compléte est correcte a quelques mille prés.

2.1 Position d’un astre a une heure donnée.

La méthode est basée sur la considération d’'un triangle sphérique BNC comme sur le dessin, ou
N est le pole Nord (ou Sud), B est 1a position estimée du navire ou plus probablement un point fixé
sur la carte situé sur une intersection du quadrillage et proche de la position estimée du navire.
Finalement C est le “pied” de I'astre observé. On utilise traditionnellement des coordonnées diffé-
rentes des angles que nous avons considérés plus haut. Le point B est repéré par sa longitude et
sa latitude. La latitude est ’angle L entre le plan équatorial et OB, c’est donc le complémentaire
de ’'angle c considéré plus haut. Si B est dans I’hémisphére Sud, la latitude est comptée négative-
ment, au total elle est donc comprise entre —n/2 et 7/2. La longitude est 'angle entre le méridien
de B et un méridien conventionnel d’origine, le méridien de Greenwich, c’est a dire ’angle entre



le plan NOB et le plan similaire pour Greenwich. Elle est comptée positivement vers 'Ouest et
négativement vers 'Est, et atteint + 180 degrés a 'opposé de Greenwich. Dans le repere lié a la
Terre ces coordonnées sont stables (du moins si B est considéré immobile).

Lastre observé (Soleil, Lune, Etoile, ...) est caractérisé de facon similaire. Langle qu’il forme avec
le plan équatorial est appelé déclinaison et noté D. C’est le complémentaire de I'angle b ci—dessus.
En fait il s’agit de la ligne OC visant le centre de I'astre, et cette ligne est parallele a la ligne
de visée de I'astre a partir du point B car I'astre est tres lointain, sauf dans le cas de la lune ou
d’autres planétes proches pour lesquelles il faut introduire une correction de parallaxe. L'angle
entre le plan ONC contenant I'axe et le plan du méridien de Greenwich est la “longitude” du pied
de l'astre qu’'on appelle GHA (Greenwich hourly angle). On peut en effet mesurer les longitudes
en décalage horaire par rapport a Greenwich. Comme la Terre tourne alors que I'astre est fixe, le
GHA évolue rapidement, de 15’ toutes les minutes, donc pour avoir une précision d’'une minute il
faut déterminer le temps avec une précision de moins de 4 secondes. I1 faut donc dater la mesure
avec un chronometre précis a la seconde. Cette exigence a causé des problémes dans les mesures
de longitude jusqu’a la réalisation de chronomeétres précis. Ce qui nous intéresse directement c’est
I’angle entre le méridien du point d’observation B et celui du pied de I'astre C, qui s’appelle LHA
(local hourly angle), et que nous notons P. C’est aussi la différence (algébrique) entre le GHA et la
longitude de B. Cet angle varie donc de 15’ par minute.

Pour une heure précise donnée on peut calculer exactement la position des astres (sachant que la
Terre tourne autour du Soleil en un an, la Lune autour de la Terre en environ un mois, la Terre
est animée outre sa rotation de mouvements de précession et de nutation, comme une toupie) c’est
le role des éphémérides, soit sur papier soit calculés en machine. Il existe en outre des “incerti-
tudes” sur la mesure du temps (introduction de “leap seconds” etc.) qui font que les données des
éphémérides calculés nécessitent une correction de temps AT difficilement modélisable, mais non
négligeable. Elle vaut 69 secondes en ce moment. Pour ce qui concerne I’éphéméride papier on
peut se procurer librement par exemple I’ Almanach Nautical 2018 compact, pdf qui n’est pas tres
volumineux (6.8 Mo pour 154 pages) dont on peut extraire quelques pages pour une navigation
donnée. Pour exemple voici une page :
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Pour chacun de nombreux astres sont donnés heure par heure le GHA et la déclinaison (il faudra
donc effectuer des interpolations pour les temps intermédiaires). Pour les étoiles fixes on donne
le GHA pour Aries, et pour les autres étoiles on donne le SHA (sideral hourly angle) c’est a dire
la différence de longitude entre 1’étoile en question et Aries, et qui donc ne varie pas rapidement
avec le temps. Ainsi pour avoir le GHA d’une étoile 4 une heure donnée il faut ajouter son SHA
au GHA d’Aries. La table donne d’autres informations comme le semi—diametre du Soleil SD, le
semi—diametre le la Lune, ou la différence entre le midi de Greenwich (le moment ou le soleil est
a la verticale du méridien) et le 12h du temps universel valant 14’ en bas a droite.

Ainsi a une heure précisément donnée, on peut connaitre la déclinaison exacte D de l'astre et
Pangle exact P, le LHA. Dans le triangle sphérique NBC (o1 A = N) on peut alors déterminer
exactement la distance entre B et C et ’'angle au sommet entre BC et BN. Comme on le voit sur
le dessin l'arc a = BC vaut 7/2 — H ot H est Iangle sous lequel on voit ’astre par rapport au plan
horizontal en B, c’est a dire 'angle entre '’horizon et la visée de I'astre que fournit le sextant
avec une précision théorique de 'ordre de une minute. Cet angle s’appelle hauteur de 'astre. En
outre on peut déterminer ’angle en B entre les arcs BA et ﬁﬁ, cest a dire 'angle sous lequel
on voit en B l'astre par rapport au Nord. Cet angle s’appelle 'azimut de 'astre et est noté Z.
Il est mesurable avec une précision médiocre avec une boussole, et est calculable aisément avec
une précision suffisante de 1 degré. Il s’identifie a ’angle  ci-dessus. Appliquant les formules de
cosinus on a de suite, aveca=n/2-H,b =n/2—D,c=n/2—L,a =P, =Z le hauteur H :

H = arcsin (sinD sinL + cosD cosL cosP)

puis connaissant H, on a ’azimut :

sinD —sinL x sinH

Z = arccos
cosL xcosH

Avec une calculatrice qui calcule sur 10 chiffres il n’y a pas de probléme pour obtenir H et Z avec 4
chiffres significatifs quelles que soient les singularités du calcul, a condition de garder les valeurs
intermédiaires dans la mémoire de la calculatrice et de ne pas les tronquer. Avec un calcul a la
main c’est moins évident.

Notons qu’il existe une formule permettant de calculer 'azimut sans passer par le calcul de la
hauteur. On utilise la formule des cotangentes :

sinccotb = sinacot f+ cosacosc

aveca=P,=Z,c=n/2-L,b=n/2—-D, ce qui donne :

cotZsinP =tanD cosL —cosP sinL

2.2 Utilisation du sextant.

2.2.1 Principes.

Le sextant est un instrument possédant deux miroirs, I'un est fixe et semi-réfléchissant et 'autre
tourne avec le déplacement de I’alidade. Il en résulte un déplacement du rayon lumineux corres-
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pondant & deux fois celui de I’alidade, voir le dessin. Quand les miroirs sont paralleles on vise
I’horizon. Si on tourne le miroir d’'un angle a pour observer I'astre a une hauteur H on voit que
I’angle entre la normale au miroir et la ligne verticale est 7/4 + @ donc la symétrique par rapport
a la normale fait encore un angle n/4 + a, si bien que la direction de I'astre fait un angle 7/2 + 2a
avec la verticale, et donc un angle 2a avec I'horizontale. Les graduations du limbe du sextant sont
donc en fait des demi-degrés, c’est ce qui permet de mesurer des hauteurs jusqu'a 120 degrés avec
un arc faisant un peu plus de 60 degrés.

Le principe de la mesure est donc de viser I’horizon a travers le miroir semi—réfléchissant, dégager
I’alidade et la pousser jusqu’a faire apparaitre ’astre au niveau de ’horizon, engager la vis micro-
métrique et parfaire le réglage. On doit balancer le sextant pour s’assurer qu'’il est bien vertical, si
bien que I'image de 'astre est la plus basse possible. Pour un astre non ponctuel, on regle de fagcon
a obtenir la tangence du “limbe” supérieur ou inférieur, et on ajuste en ajoutant ou soustrayant le
semi—diametre de I'astre. Quand le réglage est parfait on note immédiatement I’heure exacte, a la
seconde prés. On peut ensuite lire I'indication de hauteur, d’abord les degrés sur le limbe, puis les
minutes sur le tambour micrométrique, éventuellement les dixiemes de minute sur le vernier du
tambour. Il faut ensuite appliquer les corrections expliquées ci—dessous pour obtenir la hauteur
mesurée correcte au point ou on se trouve. On peut alors comparer a la hauteur calculée exacte-
ment par la trigonométrie sphérique a partir de la position supposée B et de 'heure mesurée, et
en déduire la valeur de 'intercept. Le sextant porte des filtres colorés permettant de masquer la
lumieére trop forte du soleil devant les deux miroirs. Les filtres sont de force variable ce qui permet
d’ajuster & une égale luminosité les images directes et réfléchies sur le miroir semi—réfléchissant.
Sans cela I'une des deux images peut étre difficilement visible.

A terre on peut aussi utiliser le sextant, mais cette fois on utilise un horizon artificiel constitué
par une cuve d’eau. Cette fois au lieu de viser 'horizon on vise le reflet du soleil dans la cuve, et
comme précédemment on avance I’alidade pour amener 'image du soleil sur le reflet. On utilise
encore la tangence du limbe inférieur de I'image du soleil et du limbe supérieur du reflet. Cette
tangence est facile a observer, et la verticalité du sextant est aussi facile a déterminer car les
deux images du soleil doivent étre alignées verticalement. Il faut noter que dans cette mesure
la direction horizontale est médiatrice des rayons issus directement du soleil ou via le reflet, et
Pécart angulaire que 'on mesure est donc le double de la hauteur du soleil. En ce qui concerne les
corrections ci—dessous il ne faut pas appliquer la correction “dip” car ici ’horizon est exact. Par
contre la réfraction a lieu pour le rayon direct ainsi que celui issu du reflet. Il faut donc retirer R
a la hauteur mesurée (a la moitié de 'indication du sextant).

Enfin on peut utiliser le sextant horizontalement pour déterminer I’écart angulaire entre deux
amers au bord de la cote et plus généralement pour déterminer la distance angulaire entre deux
astres, particuliérement entre la lune et une étoile. La lune tournant de maniére réguliere alors
que I’étoile est fixe, ceci permet de connaitre 'heure de facon précise et de recaler I’horloge de bord
qui ne serait pas assez précise. L'astronome Nevil Maskelyne avait préparé des tables a cet usage,
et les marins ont utilisé cette méthode tard dans le 19°™€ siécle, car les horloges précises étaient
tres onéreuses.
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En conclusion, le sextant est un instrument précis, qui permet des mesures angulaires de 1’ sur
plus de 60 degrés, c’est a dire mieux que 3/10000. Ses miroirs doivent donc étre parfaitement
plans, et parfaitement réglables, les filtres colorés doivent étre parfaitement plans, le bati doit
étre parfaitement rigide, et surtout le limbe gradué avec beaucoup de précision, 1 degré occupe
environ 1,4 mm sur le limbe, et se trouve subdivisé en 60’ par la vis micrométrique, il faut donc une
précision de la graduation au 1/100 de mm, idem pour le crantage du limbe sur lequel s’appuie la
vis micrométrique sans fin. De telles précisions sont aisément a la portée des machines modernes
mais devaient étre difficiles a atteindre autrefois. L'optique de la lunette et le tain des miroirs
doivent étre de qualité pour permettre une bonne visée.

2.2.2 Corrections.

La hauteur mesurée par le sextant doit étre corrigée de plusieurs effets, erreur de calibrage, dip,
réfraction, avant d’obtenir la valeur mesurée correcte. L'erreur de calibrage consiste en ce que
le zéro du sextant, c’est a dire la position ou les deux miroirs sont paralleles et un objet distant
n’est pas vu dédoublé par le miroir semi-réfléchissant, ne correspond pas exactement au zéro de
la vis micrométrique. Si c’est le cas et s’il n’est pas possible d’améliorer le réglage des miroirs, il
est toujours possible d’ajouter ou soustraire systématiquement le décalage observé au zéro, ce qui
corrige I'erreur de mesure.

Lerreur de “dip” ou de plongée correspond a ce que l'oeil de I'observateur étant a une certaine
hauteur & au dessus du niveau de la Terre, 'horizon observé apparait plus bas d’'un angle a et Il
faudra donc soustraire a a la hauteur H de I’astre. Selon le dessin on a R + h = R/cos a, comme h
est petit R/(R +h)=1-h/R et cosa = 1—a?/2 dott @ = V2h/R, en radians. En degrés ceci donne
180/7v2/R = 0.0321vA numériquement. Soit en minutes le dip vaut 1.926v% avec h en métres.
Pour une valeur raisonnable de h = 2m ceci donne 2.72’ ce qui est loin d’étre négligeable quand
on demande une précision a la minute. Si on est placé a une hauteur importante la correction
devient considérable, et il n’est pas évident d’avoir une valeur fiable de la hauteur h au dessus de
la mer. Notons que si on utilise le sextant avec un horizon artificiel, aucune correction de dip n’est
a appliquer.

Lerreur de réfraction vient de ce que les rayons venant de I’astre sont courbés par la densité
variable de 'atmospheére et 'astre parait donc plus haut que ce qu’il n’est réellement. Il est évi-
demment difficile de calculer la trajectoire exacte du rayon, mais il existe des formule empiriques
permettant d’évaluer cet effet. Une formule récente (G.G. Bennett, 1982, Journal of the institute

of Navigation) est :
7.31

H+4.4

ou H est la hauteur apparente de I’astre en degrés, et la correction est en minutes. Par exemple
pour H = 20 degrés, la réfraction est de 2°44”, pour 45 degrés elle est de 1’ et au dela elle est faible,
mais pour les petits angles elle est trés importante, comme 10’ pour 5 degrés. Voir une discussion
approfondie dans https :/sites.google.com/site/miragesetrefraction/2—refraction-astronomique.

R :cot(H+

En outre comme 'effet dépend de la densité, cette formule est valable pour une pression de 1010
hpa et une température de 10 degrés soit 283 Kelvins, et doit étre multipliée par (P/Py)(Ty/T) =
0.28P/(t+273) numériquement pour d’autres valeurs de P et T en application de PV = nRT comme
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la densité est comme 1/V. Une fois R calculé et corrigé il faut la soustraire a la hauteur mesurée.

Ce n’est pas tout, pour des astres de fort diametre apparent, Soleil, Lune, on observe le moment
ou l'astre est vu tangent a I’horizon dans le sextant, soit vers le haut soit vers le bas, car il est
difficile d’apprécier la position du centre. Il faut donc ajouter le semi—diametre si on observe la
tangence du limbe inférieur (il faudrait augmenter H pour amener le centre sur ’horizon) et le
soustraire pour le limbe supérieur. Le semi—diameétre est typiquement de 'ordre de 16’ pour le
Soleil et 14’ pour la Lune et figure dans 'éphéméride.

Et enfin pour les astres proches de la Terre, typiquement la Lune il faut tenir compte de I'erreur
de parallaxe qui vient de ce qu'on observe a partir de la surface de la Terre et non pas du son
centre ce qui fausse la mesure angulaire. Lastre parait plus bas que ce qu’il est vu du centre et il
faut donc ajouter la correction de parallaxe. Cette correction est tabulée dans I’almanach nautique
compact a la colonne HP. Elle est de I'ordre de 56’ et change légérement au cours du temps a cause
de Pellipticité de la trajectoire de la Lune.

En conclusion il existe de nombreuses corrections dont chacune peut étre de plusieurs minutes,
chacune est déterminée avec beaucoup d’incertitudes, il est donc quelque peu aléatoire d’avoir une
précision de 1’ sur la mesure de hauteur, 5’ est stirement trés bien.

2.3 La méthode de la droite de hauteur.

Cette méthode est due a Marc de Saint Hilaire (1875) et au physicien Lord Kelvin. Pour une
hauteur donnée, 'angle de OB avec la direction de 'astre est constant : 7/2 — H. La droite OB
génere donc un cone de pointe en O, et sa trace sur la Terre est un cercle, le cercle de hauteur. En
général le pied de I'astre est a plusieurs milliers de milles de la position B du vaisseau (estimée
ou proche) alors qu'on recherche une position a quelques milles prés. On peut donc remplacer
ce cercle par un segment de droite localement, appelé droite de hauteur. Comme on connait la
direction de I'astre, ’'azimut Z, ce segment de droite est perpendiculaire a la direction de I'astre, et
la seule question est de connaitre sa position exacte, c’est a dire la distance entre B et le segment,
mesurée le long de I'azimut BC. Cette distance s’appelle I'intercept.

Or on connait la hauteur exacte Hex de I'astre a partir de B, donnée par les formules de hauteur ci-
dessus utilisant 'éphéméride. Et le sextant permet de mesurer Hmes avec une précision de I'ordre
de 1’ soit un mille. Aussi bien Hex que Hmes sont de 'ordre de 10% milles, tandis que la différence
entre eux, due justement au fait que la position estimée de B n’est pas exacte est de 'ordre de
quelques milles. La différence de deux grands nombres produisant un petit nombre est un cas
classique de perte de précision, c¢’est pourquoi Hex doit étre calculé précisément. Théoriquement
on connait la différence a 1 mille prés, on peut donc tracer la droite de hauteur sur la carte : a
partir du point choisi B on trace une droite selon 'azimut, on porte la différence (Hmes - Hex)
sur cette droite. Si la différence est positive c’est qu'on est plus pres de I'astre que B et on porte
cette différence en direction de l'astre. Si (Hmes - Hex) est négative c’est qu'on est plus loin de
Iastre que B et on porte la différence a I'opposé de l'astre. A partir du point porté on trace la
perpendiculaire a la ligne d’azimut, c’est la droite de hauteur. A priori on sait que le navire est en
fait sur cette droite. Si on refait le calcul de Hmes a partir d’'un point de référence sur cette droite,
la nouvelle valeur Hex sera égale 8 Hmes (localement bien sir).
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Pour connaitre la position exacte de B il faut donc effectuer deux mesures de hauteur avec deux
astres différents dont les azimuts sont distants si possible de plus de 45 degrés de facon que les
droites de hauteur correspondantes s’intersectent nettement et la position exacte est alors leur
point d’intersection. De jour on peut prendre deux mesures de hauteur du soleil a plusieurs heures
d’écart. Le probleme est alors que pendant ce temps le navire s’est translaté d'un vecteur estimé
V il faut donc prendre l'intersection de la deuxiéme droite de hauteur avec la premiére translatée
de V. Evidemment le procédé souffre d’imprécision. De nuit on peut prendre deux étoiles suffi-
samment distantes a peu prés a la méme heure, ce qui élude le probleme du mouvement de B.
Par contre il n’est plus évident de distinguer I’horizon. Par pleine lune on peut a la fois faire une
mesure correcte de hauteur sur la lune et distinguer ’horizon.

On peut faire le calcul de maniére complétement automatique avec un programme informatique.
Par exemple on peut utiliser le programme Sun Sight de Henning Umland qui calcule la position
du Soleil et les corrections de sextant et donne 'azimut et I'intercept. Lintérét est qu’il s’agit
d’'une page html comprenant un programme javascript qui fait tout le travail, mais est accessible
de n’importe quel ordinateur ou téléphone portable et a une présentation claire ce qui n’est pas le
cas général. Dans la suite on va évoquer les méthodes permettant de faire le calcul a 1a main avec
efficacité.

2.4 Problémes de signes et de précision.

Les formules fondamentales calculent H comme un arc sinus et Z comme un arc cosinus. Comme le
cosinus est pair les angles 6 et 27 —6 ont le méme cosinus. On peut donc étre amené a remplacer Z
-> 360 - Z. Apparemment la régle est que si Z <= 180 on remplace Z par 360 - Z. En ce qui concerne
les éléments du calcul on note que P = GHA - Longitude, ce qui est une différence algébrique. Les
deux quantités sont prises positivement vers ’'Ouest et négativement vers 'Est, donc si elle ont
des signes différents il s’agit d'une somme. Le signe global importe peu puisqu'on forme cosP.
Quand H est voisin de 90°, sin H varie peu avec H (la dérivée vaut cos H = 0 et donc H est mal
défini par sin H, la précision devient mauvaise. Dans le calcul de 'azimut, on doit prendre un arc
cosinus, donc le méme effet se produit si Z est voisin de 0 ou 180°. En outre il y a une division par
cosL cos H donc par presque zéro si L ou H sont voisins de 90°. Comme |cos Z| <=1 le numérateur
sinD —sin L sin H doit aussi étre petit, or sinL ou sin H sont voisins de +1 si bien que 'autre doit
étre voisin de +D. Le calcul se présente comme une forme 0/0 et il y a perte de précision. Les
problémes de signe se trouvent multipliés dans la métode des tables de Ageton (voir plus bas) car
dans ce cas il devient impossible de distinguer 8 et 3 autres valeurs —0 8 + &1 —0 + 7. Il vaut donc
mieux se représenter la position du triangle NBC sur la sphere ...
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2.5 Utilisation des haversines.

Nous avons déja montré que le hauteur peut se calculer par la formule :
havH =hav(L -D) + (1 —hav(L —D)—-hav(L +D)) x hav P

ot H = 7/2—H. Comme une précision de 1’ sur H équivaut & une précision de 1 mille sur la position
de la droite de hauteur, et aussi a la précision théorique du sextant, et comme la lecture de la table
de haversines montre que cette précision correspond a la derniére décimale sur les 4 décimales
de la table, on voit que, théoriquement il est possible en utilisant cette technique de faire le point
avec la précision typique de quelques milles.

En ce qui concerne I'azimut, il existe une formule similaire, mais notons d’abord que la précision
requise est moins grande, clairement on souhaite connaitre 'azimut au degré prés pour tracer la
droite de hauteur, donc une précision de deux décimales est suffisante.

Partant de ] ) )
sinD —sinL x sinH

cosZ =
cosL xcosH

on note que cosLcosH = (cos(L —H)+cos(L + H))/2=1—-hav(L - H)—hav(L + H) et sinLsinH =
(cos(L — H) —cos(L + H))/2 = —hav(L — H) + hav(L + H) Finalement, on introduit D = n/2 — D puis
cosZ =1-2havZ et sinD = 1—2havD. Réduisant tout, on trouve :

hav(n/2-D)—-hav(L - H)

havZ =
N T hav(L—H)—hav(L + H)

La seule opération a faire est une division gardant deux chiffres significatifs, ce qui est vite fait.
Il existe un procédé encore plus rapide, utilisant une abaque créée par Hanno Ix :

On l'utilise de la maniére suivante : on commence par porter la déclinaison D a droite et on trace
une droite horizontale, puis 'angle LHA, c’est a dire P en haut et on trace une droite verticale.
Lintersection des deux droites définit un point A sur une ligne de ’abaque. On porte alors I’al-
titude H a gauche et on trace une droite horizontale qui coupe la méme ligne de 'abaque en un
point B. De celui ci on trace une ligne verticale et on lit en bas 'azimut Z. Manifestement ceci
suffit pour une précision de 1 degré.

Pour comprendre ce diagramme notons que la loi des sinus appliquée au triangle NBC donne,
avec les notations ci-dessus et les angles en N et B :

sinZ sinP

sinD sinH

soit encore :
sinZ cos H = sinP cosD

Les lignes figurant sur le diagramme sont des lignes ou le produit sinxcosy est constant, pour
des axes d’origine en bas a gauche. Le produit tend donc vers 0 dans la zone en haut a gauche
et tend vers 1 dans la zone en bas a droite. Les échelles verticales droite et gauche indiquent
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des cosinus, les échelles horizontales haute et basse indiquent des sinus, donc rester sur la méme
courbe implique sinZ cos H = sin P cos D, puisque Z et P sont mesurés horizontalement, et H et
D verticalement. Le diagramme peut étre recréé aisément avec un logiciel de calcul formel, par
exemple avec maxima

draw3d (explicit(sin(%pi/180%*x)*cos (%pi/180*y),x,0,90,y,0,90),
grid = [10,10],
contour_levels = [0,.01,1],contour = map

)$

draw_file(terminal = eps,dimensions=[5000,5000],file_name = "azidi")$

Quelques expériences montrent que ce diagramme fonctionne trés bien et rapidement. Evidem-
ment il y a des zones de perte de précision, par exemple si B et C sont pres du péle il y a clairement
une forte indétermination de la ligne d’azimut. Le diagramme originel de Hanno Ix est joint, car
il est particulierement lisible.
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2.6 Tables de Ageton.

Lidée de la méthode (Lord Kelvin) est de subdiviser le triangle de navigation NBC en deux tri-
angles NEC et BEC ou E est choisi sur le méridien NB de facon que I'angle (EC,EN) soit de
/2, autrement dit les plans ONB et OCE sont perpendiculaires le long de OE, et d’appliquer les
formules des sinus et cosinus a ces deux triangles. Avec un angle droit les formules se simplifient.

Soit R la longueur de CE Cest a dire Iangle (OC,0OE). D’autre part on utilise les sécantes et
cosécantes définies ainsi :
secH =1/cosf cscl =1/sinf

— Relation des sinus dans le triangle NEC :

sinn/2 B sinP
sinD  sinR

ou D = 7/2 - D comme d’habitude. Soit : :
cscR =cscP xsecD
— Relation des cosinus dans le triangle NEC :
cosD =cosR cosK

soit

Ceci permet de calculer successivement en fonction des données R puis K.
— Relation des cosinus dans le triangle BEC : se rappelant que I'arc BC a pour longueur
n/2 — H = H et que I'arc BE a pour longueur K-L on a :

cosH =cosR cos(K — L)

soit encore :
cscH =secR xsec(K —L)

ce qui donne la valeur de la hauteur H. Finalement
— Relation des sinus dans le triangle BEC :

sinn/2 B sinZ

sinf sinR
ce qui s’écrit :
cscR
cseZ =
secH

ce qui détermine I'azimut Z.
A chaque étape il faut calculer un produit ou un quotient, donc Ageton a créé une table avec
les logarithmes des sécantes et cosécantes et réécrit les relations ci-dessus (aprés avoir pris les
valeurs absolues) sous la forme :
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logcscR = logcscP +logsecD

logcscK logceseD —logsecR

logescH logsecR +logsec(K — L)

logescZ = logescR —logsecH

de sorte qu’il y a uniquement 4 additions ou soustractions a effectuer. Par contre il faut consulter
la table 12 fois. La table présente les log sécantes et log cosecantes (logarithmes décimaux) des
angles de 0 a 180 degrés multipliés par 100000. Pour chaque degré il y a des données appelées A
ou B, qui sont A(0) =log|cscO| et B(0) =log|secH|. La page en exemple correspond aux degrés de
10° 0’ a 10° 60’ soit 11° mais sert aussi pour les complémentaires de 79° 0’ (en partant du bas)
jusqu’a 79° 60’= 80° avec évidemment interchange de A et B. Ceci est indiqué par les positions de
A et B en haut et en bas. En outre ces valeurs servent aussi pour les valeurs entre 90° et 180°
en utilisant le fait que sin(n/2 + 0) = cos 0 et cos(n/2 + 0) = —sinf, et donc les relations similaires
pour les inverses, ce qui correspond a un simple interchange de A et B. Finalement chaque page
comprend les valeurs pour 5 degrés, ici de 10° a 14°. Par exemple pour 11° 6’ on a A = 71552 et
B = 820, tandis que pour 101° 6’ on a A = 820 et B = 71552. Les mémes valeurs correspondent a
78° 54’. 11 faut par contre tenir compte soigneusement des signes. En particulier dans le calcul de
K-L qui se transforme en K+L si les signes sont opposés. La régle est qu'on donne a K le méme
signe que la déclinaison D. En effet il est évident que l'astre C et le point E sont dans le méme
hémisphere. Donc si L est Nord et D est Sud il faut prendre la somme de K| et ILI. Il faut aussi
réduire le LHA=P entre -180 et +180 degrés. Finalement pour exprimer I'azimut, il faut d’abord
lire 1a table par le bas et ensuite il y a 4 cas :

— Z ->Zsi L est Nord et P est Est

— Z->180-Zsi L est Sud et P est Est

— 7Z ->180 + Z si L est Sud et P est Ouest

— Z ->360 - Z si L est Nord et P est Ouest
On calcule donc successivement A(P), A(D) et B(D) sur la méme ligne, puis A(R) = A(P)+B(D)
et B(R) sur la méme ligne. Ensuite A(K) = A(D)— B(R) dont on tire K et on calcule K-L avec
vigilance sur le signe. On forme alors B(K —L) et A(H) = B(K — L)+ B(R) d’ou on tire H. De la
A(Z)=A(R)-B(H) dou Z qu’'on normalise correctement.

On trouve des tables de Ageton qui ont été recalculées récemment, sous forme compacte similaire
a ce qui a été décrit ci-dessus (5 chiffres significatifs) et sous forme détaillée avec 6 chiffres signi-
ficatifs et calculées pour les dixiemes de minutes (voir https ://www.celnav.de/page3.htm) ce qui
permet de traiter avec plus de stireté les zones ou la méthode se trouve imprécise ( P et D aux
environs de 90 degrés, K entre 82 et 98 degrés). Dans ces zones on a des sommes de termes tres
grands avec des petits d’ou perte de précision. Il semble que ces tables permettent de faire tous
les calculs avec une précision aussi bonne qu'un calculatrice, mais il faut prendre garde a tous les
signes ... En outre la table est assez volumineuse et les recherches dans la table sont fastidieuses
et propices a erreurs. L'utilisation directe de la calculatrice est bien plus rapide et stire, tandis
que la méthode des haversines est une solution de secours qui marche bien, avec des tables tres
compactes et d’utilisation facile.
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t AND KARE BOTH GREATER OR BOTH LESS THAN 90°.

Z IS LESS THAN 90° ONLY WHEN KHAS THE SAME NAME AND IS GREATER THAN L.

01
02
03

05

07
08

10
1
12
13
14

15
16
17
18
19

20
21

23
24

25

27
28
29

30
3l

32
33
34

35
36
37
38
39

41
42
43

45

47
48
49

50
51
52
53
54

55
56

58
59

A 10° B A 11° B A 12° B A 13 B A 14° B
B 100° A B 101° A B 102° A B 103" A B 104° A
76033 565 71940 805 68212 960 64791 1128 61632 1310
75961 667 875 808 153 962 737 131 582 313
890 669 810 810 093 965 682 133 531 316
819 672 746 813 034 968 627 136 481 319
747 674 681 815 67975 970 573 139 430 322
75676 676 71616 818 67916 973 64519 1142 61380 1325
605 678 552 820 857 976 464 145 330 329
534 681 488 823 798 978 410 - 148 279 332
464 683 423 825 739 981 356 151 229 335
393 685 359 828 681 984 302 154 179 338
75323 687 71295 830 67622 987 64248 1157 61129 1341
252 690 231 833 563 989 194 160 079 344
182 692 167 835 505 992 140 163 029 348
112 6% 104 838 447 995 086 166 60979 351
042 696 040 840 388 998 032 169 929 354
74972 699 70976 843 67330 1000 63978 1172 60879 1357
902 701 913 845 272 003 925 175 830 360
832 703 850 848 214 006 871 178 780 364
763 706 786 850 156 009 818 181 730 367
693 708 723 853 098 011 764 184 681 370
74624 710 70660 855 67040 1014 63711 1187 60631 1373
555 712 597 858 66982 017 658 190 582 371
486 715 534 860 925 020 605 193 533 380
417 717 471 863 867 022 551 196 483 383
348 719 409 865 810 025 498 199 434 386
74279 722 70346 868 66752 1028 63445 1202 60385 1390
210 724 284 870 695 031 392 205 336 393
142 726 21 873 638 033 340 208 287 396
073 729 159 876 580 036 287 211 238 399
005 731 097 878 523 039 234 214 189 403
73937 733 70034 881 66466 1042 63181 1217 60140 1406
869 736 69972 883 409 045 129 220 091 409
801 738 910 886 353 047 076 223 042 412
733 740 849 888 296 050 024 226 59994 416
665 743 87 891 239 053 62972 229 945 419
73597 745 69725 894 66182 1056 62919 1232 59897 1422
530 748 664 896 126 059 867 235 848 426
462 750 602 899 069 062 815 238 800 429
395 752 541 901 013 064 763 241 751 432
328 755 479 904 65957 067 711 244 703 435
73261 757 69418 907 65900 1070 62059 1247 59654 1439
194 759 357 909 844 073 607 250 606 442
127 762 296 912 788 076 555 254 558 445
060 764 235 914 732 079 503 257 510 449
72993 767 174 917 676 081 451 260 462 452
72927 769 69113 920 65620 1084 62400 1263 59414 1455
860 771 053 922 564 087 348 266 366 459
794 774 68992 925 509 090 297 269 318 462
7271 776 932 928 453 093 245 272 270 465
661 779 871 930 398 096 194 275 222 469
72595 781 68811 933 65342 1099 62142 1278 59175 1472
529 783 750 936 287 102 091 281 127 475
463 786 690 938 231 104 040 285 079 479
398 788 630 941 176 107 61989 288 032 482
332 791 570 944 121 110 938 291 58984 485
72266 793 68510 946 65066 1113 61887 1294 58937 1489
201 796 451 949 011 116 836 297 889 492
136 798 391 952 64956 119 785 300 842 495
070 800 331 954 901 122 734 303 795 499
005 803 2712 957 846 125 683 306 748 502
71940 805 68212 960 64791 1128 61632 ' 1310 58700 1506
B 79° A B 7 A B 7' A B 76° A B 75 A
A 169° B A 168° B A 167° B A 166° B A 165 B




2.7 Exemple.

On traite ici un exemple simple par les différentes méthodes. On prend une visée du soleil avec
un horizon artificiel, a terre, et on prend pour point supposé un point identifié sur la carte (Google
maps) voisin d’environ 1 km. Le point supposé B est de Lat = 48°38’16” N et de Long = 2°18’54” E.
La mesure est faite & 16h13’10” temps local, soit 15h13’10” TU. On observe une hauteur de 32°49’
quand le limbe inférieur du soleil est tangent au limbe supérieur du reflet. La hauteur d’oeil est
de 1m, la température de 8° et la pression de 1021 mb.

La solution la plus rapide et la plus sire est évidemment le programme complétement automa-
tique qui nous apprend que la hauteur observée est 16°37.5’ la hauteur calculée 16°35’ I'azimut
228° et 'intercept 0.5 milles nautiques. On est donc parfaitement compatibles avec les limites de
précision de I'instrument. Notons que la hauteur observée tient compte des corrections de sextant
et de semi—diameétre. en effet 32°49’/2 = 16°24’ est inférieur de 13’ a H obs. tandis que SD = 16’
Le programme a donc soustrait 5’ pour la réfraction (noter qu’il n’y a pas de dip).

Passons aux méthodes manuelles. Il faut d’abord calculer la correction de sextant. La formule de
réfraction donne 3.278 auquel se retranche la parallaxe. Le SD = 16.2’ selon la table donc une
correction nette de 3.1’ qui finit par donner H = 16°37’ comme valeur observée. Il existe une table
des corrections d’altitude pour le soleil sur le site de 'almanach nautique, qui donne bien une
correction de 13’ pour une hauteur de 16° et 'observation du limbe inférieur, ceci tenant compte
de tous les effets sauf'le dip.

Le calcul avec la calculatrice et les formules basiques redonne évidemment le résultat ci-dessus
avec quelques erreurs d’arrondi. Pour éviter celles—ci on a intérét a stocker les données dans les
mémoires de la calculatrice, par exemple avec une Casio

L -> mém A
D -> mém B
P -> mém C
H -> mém D aprés calcul

et écrire les formules sous forme : sin(D) = sin(A) sin(B)+cos(A) cos(B)cos(C) et donc arcsin(Rép)— >
D puis cos(Z) = (sin(B) — sin(A)sin(D))/(cos(A)cos(D)) de cette maniére les résultats intermé-
diaires sont stockés avec la précision complete de la machine.

On trouve Z = 131° ce qui n’est pas correct. Il faut appliquer la regle de signe qui donne Z -> 360°
-7 = 228°.

La méthode des haversines trouve la méme hauteur de facon purement manuelle, rapidement et
sans recherches de tables compliquées. L-D = 60°29’ L+D = 36°47’. Noter que L et D sont de signe
contraire et ¢ca ne pose pas de probleme.

havH = .2536 + (1 -.2536 —.0995) x .1597 = .3569
donc havH = 73°22' d’ou H=17°38". Le diagramme de Hanno Ix donne Z = 228° immédiatement

sans probléeme.
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La seule difficulté est la multiplication : la voici effectuée par la méthode traditionnelle et la
méthode védique :

6469 6469
1597 1597
——————————————————— "Papillons" 6 34 80 117
45383 6407.. puis 127
58221 3812
32345 11
6469 —-e——-
--------- 10329
10330993

Par la méthode classique on calcule 4 chiffres inutiles. Pour la méthode védique la retenue (pa-
pillons > 100) a été posée sous la deuxiéme ligne. Si on s’arréte au papillon 117 on va trouver
1031. Si on tient compte de la centaine dans 127 on trouve 1032, et si on tient compte de la di-
zaine 10329 qui s’arrondit & 1033. En fait la différence ne se traduit pas par une grosse erreur
dans I’'angle.

En outre la méthode des haversines n’est pas propice aux erreurs de signe. Il faut seulement tenir

compte du signe relatif de L et D. Ensuite I’haversine est paire et toujours positive, elle est définie
modulo 360°, donc pas de normalisation particuliére.

Finalement effectuons le calcul avec les tables de Ageton. Pour commencer il faut normaliser P
entre -180° et +180°, ici P = 47°6’. On forme donc :
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A(P) 13517

+ B(D) 935 et on garde A(D) = 68750

A(R) 14452 et on garde B(R) = 15666

A(D) 68750

-B(R) 15666

AK) 53084 on lit K = -17°8’ Sud méme signe que D
Lat = +48°38’ Nord
K-L = 65°46°

B(K-1) 38674

+B(R) 15666

A(H) 54340 et on garde B(H) = 1852

A(R) 14452

-B(H) 1852

A(Z) 12600

On 1lit sur la table H = 16°37’ et Z = 131°. En fait Z doit étre
renormalisé en 360° - Z soit Z = 229°. Aux erreurs d’arrondi
prés c’est correct.

Les calculs sont faciles, le résultat est précis, mais il faut étre tres vigilant dans la lecture des
tables, noter quand il faut lire a la fois A et B, ne pas faire d’errur de signe, etc. Comme la
méthode utilise des |sinf| et |cosf| il n’est pas possible de distinguer entre 6 et +0 + 7, et il
faut donc fixer ces choses a partir de regles supplémentaires. Le signe relatif de K et L dans
(K-L) est particulierement traitre. En outre la méthode devient imprécise prés des poles et il
faut soit appliquer une “recette” différente (la technique de Sadler) soit utiliser des tables plus
volumineuses a 6 chiffres significatifs.

3 Le point pres de la cote.

Prés de la cote connaitre sa position a quelques milles pres est absolument insuffisant pour des
raisons de sécurité. Par contre si I'on peut observer des amers sur la cote et les identifier sur la
carte il est possible d’obtenir la position exacte avec un sextant en mesurant la distance angulaire
de deux amers. En effet, si on connait 'angle y sous lequel on voit les deux amers, alors on se
trouve sur un cercle dont le centre est situé sur la médiatrice des amers, et les voit sous un angle
2y, voir le dessin. Un triangle isocéle ayant ses angles de base égaux, 'angle (BAC) vaut a + 8
quand langle (BOC) vaut 27 — (r — 2a) — (7 —28) = 2(a + B) = 2y.

Ainsi OA=0B si et seulement si 'angle en A vaut une valeur constante égale a la moitié de ’angle

(BOC). Pour tracer I'arc de cercle il suffit de tracer la ligne BO formant un angle 7 —y avec BC et
la ligne CO formant le méme angle avec CB.
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Le navire se trouve donc sur un arc de cercle appelé arc capable. Pour fixer sa position il faut
observer simultanément un troisiéme amer, tracer un deuxiéme arc capable, il est alors a leur
intersection.

On peut aussi déterminer la distance a la cote si on observe un objet élevé dont on connait la
hauteur (phare, etc.) et dont on distingue aussi bien le sommet que le pied. Si a est ’angle sous
lequel on le voit et h sa hauteur, alors la distance est Acota.

Les liens suivants fonctionnent a ce jour. Il est notoire que les liens ont une tendance inévitable a
disparaitre. Le sites www.celnav.de et www.siranah.de contiennent une foule de renseignements
utiles. Le livre espagnol de Andrés Ruiz est aussi passionnant. L’article de Wikipedia sur la trigo-
nométrie sphérique, écrit en large partie par David Madore est tres bien. Il y a aussi un livre fort
complet par P.Y. Creach.
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