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TP 3
Estimer I'intercorr élation entre
variables aleatoires

Comment diminue la corrélation des pluies en fonction de la distance?

Partie 1

Comment identifier et mesurer des @ations faibles

Une question-@ est souvent deédider si deux variables ahtoires sont ou non cogtees. Si la
corrélation est “substantielle” (par ex.r > 0.8), la solution est simple et rapide. Par contre, si
on s’attenda une corélation faible (par ex.r ~ 0.1). la question est plusélicate et requiert une
méthode appropgée. Ce prol#me se pos& chaque fois qu’on ve@tudier un effet faible comme par
exemple l'incidence du rayonnemétectromagetique desélephones portables sur la s&nfs’il y
en aun). C’est le but de la pregre partie de montrer comment péxter dans de tels cas.

Pour une variable aléatoire comme par exemple la moyenimgemalle de confiancé joue le méme
réle gu’une barre d’erreur en physique. Il nous dit que pouniveau de confiance de 95% si on répete
I'expérience 100 fois, 95 résultats vont tomber danBour une corrélation, I'intervalle de confiance
a bien sUr aussi cette méme interprétation et c’est daspetct que s’occupe la question 1.

Mais pour une corrélation l'intervalle de confiance a desplim sens supplémentaire. En effet,
lorsqu’on calcule une corrélation entre deux variab{est Y, on souhaite en premier lieu répondre a
la question: “Y a-t-il oui ou non une liaison entie et Y ?”. Un critére souvent utilisé est le suivant:

Crit ere de cortélation Si l'intervalle de confiance ne contient pg®n estime qu’il y a une
corrélation significative entre les variables. Inverseineg’il contient0 on estime qu’il n'y a
pas de corrélation significative.

Dans la question 2 on s’occupe de ce second aspect de lafieede confiance.

1 verification de l'intervalle de confiance
A et B sont deux variables aléatoires gaussiennes indépesgddatmoyenne nulle et d’écart-type
o = 1. A partir d’elles on définit deux nouvelles variables par:

X=A+kB, Y=A—-kB 0<k<1

(a) Calculez analytiquement la corrélatioentre X etY en fonction dek.

(b) Lintervalle de confiancér,,r,) d'une corrélation calculée avec un nombre de pointsest
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donné par les formules suivantes

147 B(p)

o =

ry = tanh(Z — «), ro = tanh(Z + a), Z =0.51n :
1—7r n—3

(1)

B(p) est un nombre qui dépend du niveau de confiance choisi. Rang& (pour une distribution
gaussienne):

p=38%: 3=050; p=80%: =128 p=95%: =196; p=99.9%: B =3.29

On veut s’assurer que ces formules sont bien correctes.

Pour cela, prenez = 1/3 et simulezX etY par tirage d'un nombre de valeurs de I'ordre d’'une
trentaine, calculez par MATLAB etrq, r5 par la formule (1) en y injectant la valeur exactergpuis
iterez 100 fois (ou 1000 fois), et faites compter par MATLABnombre de valeurs,;, comprises
dans l'intervalle(r, ).

Pour un niveau de confiance @&, on s’'attend a ce que;, ~ p. Faire le calcul poup =
38%, 95%,99.9% et resumer les résultats dans un tableau donnant en pages les differences
entre les valeurs observées et attendues.

2 Choix de I'intervalle de confiance
On note! la largeur de l'intervalle de confiancd: = r, — r;. Dans I'application du critere de
corrélation on peut se tromper de deux fagons diffesente

e Soit estimer qu’il y a une corrélatio® €n dehors dé€) alors qu’en fait il n’y en a pas; c’est ce
gu’on appelle unerreur de prenére esgceou encore ufiaux positif

e Soit estimer qu'’il N’y a pas de corrélatiof dans/) alors qu’en fait il y en a une; c’est ce qu’on
appelle unesrreur de seconde espeou encore uriaux regatit

La formule (1) montre, comme il est d’'ailleurs intuitivemé@vident, que lorsquge — 1 la largeur

I augmente en méme temps qéig). Donc plus le niveau de confiance sera voisin &% plus I
aura de chance de contefiiet donc plus le risque d’erreur de seconde espéece seratanpor
Inversement, lorsque — 0, I devient plus étroit et on aura plus de chance de commettremeaur de
premiere espece. On voit donc que le choix du niveau dearw#iest une affaire a la fois importante
et délicate. La question suivante illustre ce probleme.

(a) Tirez deux variables indépendantést B chacune avee = 20 valeurs. Choisissez d’abord

p = 99.9% et apres avoir calcul®, r;, 7, décidez s'il y a une corrélation au non. Faites une boucle
iterant 100 fois ce test et faites comptabiliser par MATLBiombre de fois qu'’il y a une corrélation
significative.

Faites aussi calculer par MATLAB la moyenng des 100 valeurs de

Faites de méme avec= 38%.

Quelle conclusion en tirez vous?

(b) Simulez les deux variables etY aveck = 0.9 ce qui correspond a une corrélation d’envitoh,
prenez pour chaque variable= 20 valeurs, puis effectuez les mémes opérations qu’a |atopre
précédente.

Quelle conclusion en tirez-vous?

INotez queZ est simplement la fonction réciproque de la fonction tamgéyperbolique. Cette fonction transforme
l'intervalle (—1,1) en(—o0, c0). Cela suggeére la méthode utilisée pour trouver,. On a d’abord fait un changement
de variable qui a transformé la corrélation en une vagiagfinie sur{—oo, c0); puis on a appliqué a cette nouvelle
variable la méthode standard pour une variable gaussieqmes quoi on est revenu aux corrélations en appliq@ant |
fonctiontanh.
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(c) Fabriquez 10 séries, Y den = 50 nombres comportant 5 cas sans corrélation (c’est-aAlire)

et 5 cas avec une corrélation faible, c’est-a-dire” aveck = 0.9.

Pour ces 10 cas trouvez le meilleur niveau de confiance &*@ste celui qui donne le plus de réeponses
correctes lorsque vous itérez la procédure 10 fois.

Répétez la méme recherche apres avoir remplaeé&0 parn = 500.

Pouvez-vous tirer une conclusion de ces deux tests?

(d) Pour finir, vérifiez que l'intervalle de confiance (RLQR) donné par la commana®rrcoef
de MATLAB est identique a celui donné par la formule (1). ités cette vérification poup =
38%, 95%, 99.9%.

3 Question-bonus facultative: Largeur de l'intervalle de canfiance lorsquer — 1 oun — oc.
Lorsquer — 1 oun — oo on Vvoit de suite qué — 0 mais on voudrait savoir si cette convergence
vers( se fait rapidement ou lentement.

() r tend vers1. Donnez a la corrélation entrg, Y des valeurs qui convergent vers 1 (par exemple
de la former = 1 — (1/3)"), construisez les variables, Y avec les valeurs de correspondantes,
calculezry, r, et tracez/ en fonction der en échelle bilogarithmique. Quelle conclusion en tirez-
vous?

Pouvez-vous retrouver ce résultat analytiguement paéualdppement limité au voisinage de- 1?

(b) n tend vers linfini. Donnez an des valeurs croissantes et suivre la méme procédurelgu’a
guestion précédente.

Pouvez-vous également retrouver analytiquement léteg¢itenu graphiquement par un développement
limité?

Partie 2

Liaison entre hauteurs de pluie en drént lieux

1 Lecture et visualisation des donies.

(a) Faire lire a MATLAB le fichier des précipipations dansiBes (voir code a la fin). Ces chiffres
donnent les hauteurs de pluie mensuelles exprimées ematiles. Ainsi Berlin recoit environ 50
mm de pluie par mois.

Pour pouvaoir utiliser ces chiffres en parallele on se larata I'intervalle 1865-1920. Afin de voir si
les résultats obtenus dans la suite sont stables dansjes tamcoupe cet intervalle de 56 ans en deux
sous-intervalled;, I, de 28 ans chacun. Le point de départ de cette partie est dmstitaés par
deux ensembles de 6 vecteuts; et P2; chacun de dimensiol2 x 28 = 336 mois.

(b) Pour voir I'allure de ces précipitations, représenés chiffres de Berlin pour les 10 années 1865—
1874. Afin d’avoir une vue plus claire Tracez des lignes ealéis pointillées (par ex en rouge) pour
séparer les années successives.

(c) Pour se faire une premiere idée des liaisons entrearessalculez la corrélation entre les deux
premieres villes ainsi que l'intervalle de confiance. L&ses sont-elles corrélees?

2 Reéduction de I'écart-type par moyennage.

La moyenne de ces 9 séries aura un écart-type plus faibl€apart-type moyen des séries individu-
elles mais, du fait gu’elles sont corrélées, la rédurctiera plus faible que celle donnée par la loi en
1/4/n qui n’est valable que si les séries sont non-corréléegppRlez la formuléF;) vue en cours
donnant I'écart-typer,,, de la moyenne pour des séries dont la corrélation moyestrie @ans la
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Fig. 1: Positions des villes pour letude des pEcipitations. Durant la période 1865-1920 Wroclaw et Kalin-
ingrad faisaient partie de I'Allemagne sous les noms del8uest Konigsberg.

guestion présente on veut voir si cette formule est en da@arc I'observation.

Dans tout ce qui suit on fera les calculs successivement poeir/, afin de pouvoir comparer les
résultats.

(a) Avec les 9 villes on peut constitugr< 8/2 = 36 paires. Calculez les intercorrélations pour
toutes les paires et obtenez ainsi la corrélation moyenf# injectant cette valeur dans la formule
(F1), trouvez la valeur attendue dg,.

(b) Calculez la moyenne des 9 séries, puis son écartdypet comparez ar,, en exprimant la
difféerence en %.

2 Calcul des distances entre villes

Nous avons déja calculé les corrélations croiséggpour déterminer la fonction;; = f(d;;) il ne
reste donc qu'a obtenir les distanags Pour cela il nous faut d’abord introduire les latitudes et
longitudes de chaque ville.

(a) Faire lire par MATLAB les fichiers des latitudes et longies puis convertissez ces chiffres en
radians. Pour vérifier que ces chiffres sont corrects gmaprtez les 9 villes sur un graphique avec les
longitudes en abscisses et les latitudes en ordonnéemebecez avec les positions de la Fig. 1.

(b) On noteg; les longitudes et; les compléments a/2 des latitudes. A partir de ces angles et
connaissant le rayon de la tetfe= 6,371 km, on peut obtenir les distancég = M;M; entre les
villes (z, 7). Il suffit pour cela d’obtenir I'angler = (OWZ», O—M;) ou O désigne le centre de la Terre;
on aura: M;M; = Ra. Pour obtenir il suffit de calculer le produit scalaire de deux vecteurs de
longueur 1,u;, w;, portés respectivement p&r\/; et OM;. Pour calculer ce produit scalaire on va
passer par les coordonnéesieet A/;. Celles-ci sont données par les formules suivantes (vgir F
2).

x =sinfcos¢, y =sinfsin ¢, z = cosf

A titre de vérification, calculez les distances Francforéves (150 km) et Berlin—Zurich (675 kfn)

3 Evolution de l'intercorr élation avec la distance.
(a) Une fois les 36 distances et corrélations calcul@gsytez a ces vecteurs un 37e point correspon-

2Comme dans les latitudes et longitudes on n’a tenu compteegieninutes et non des secondes la précision ne peut



Fig. 2: Relation entre les angle® et ¢ des coordonrees spkriques et les coordongesz, i, z. La longueur
Om; est égale aOm; = OM; sin(#); on en déduit de suite que:
x = OM;sinfcos ¢, y = OM;sinfsin ¢

dant a:d = 0,r = 1 (c’est-a-dire la corrélation d’une ville avec elle-m&m
Puis représentez le nuage de ces 37 points sur un graphiges distances sont en abscisses et les
corrélations en ordonnées.

(b) On doit maintenant se demander quelle fonction il faust@r a ces points. La proposition la plus
simple est une fonction linéaire décroissante= —ad;; + b, a > 0. Mais une telle fonction ne peut
pas convenir car pour des villes trés éloignées on sidttece que;; — 0 mais non a ce que;;
devienne négatif.

La fonction la plus simple satisfaisant a cette conditisin e = exp(—ad). Cette fonction a de plus
'avantage de donner la bonne valeus 1 pourd = 0.

Pour obtenira il suffit de faire la régression linéaire entre= d ety = Inr. Pour ne pas obtenir
des valeurs de trop petites, exprimed en milliers de kilometres. Est-ce que MATLAB donne un
intervalle de confiance pouf? Calculez également la corrélation linéaire entre eexdariables.

(c) En physique, plutdt que de garder la forme- exp(—ad), il est d’'usage d’écrire cette fonction
sous la former = exp(d/d), § = 1/a. L'avantage de cette écriture est ghi@ la dimension
d’une longueur (alors que a la dimension de l'inverse d’'une longueur). Cette longuesirune
caractéristique du systeme étudié. Lorsque la distamgmente dé la corrélation est divisée par
e = 2.718.

Quelles valeurs obtient-on ici podir

4 Interpr étation et geréralisation

(a) Le calcul que nous venons de faire pour les précipitaten fonction de la distance peut étre fait
de la méme fagon pour bien d’autres variables. Citez-ehgges unes pour lesquelles on attend aussi
une dépendance en fonction de la distance.

(b) A la fin du 19e siécle il se tenait un marché au blé chamumeaine (ou méme plusieurs fois par
semaine) dans pratiquement toutes les villes. Grace éllds statistiques on peut donc calculerjun
des prix du blé. A votre avis, cesera-t-il plus grand ou plus petit quede&es précipitations?

guere &tre meilleure que l'arc correspondant a un arigleeddemi-minute, (c’est-a-dire/120 degré) soit:

R <1i20) (1180) = 0.93 km



Codes MATLAB

Partie 1

A vous de jouer!

Partie 2
%% Lecture des precipitations

% Ouverture du fichier

fin = fopen(’precp.data’,’r’);

% Lecture de la premiere ligne

% et stockage dans la chaine de caractere tline
tline = fgetl(fin);

iIS=0;

iD=0;

% Initialisation d’'un tableau de 1000 lignes et 13 colonnes:

% ce tableau est utilise pour le stockage temporaire des bloc s de
% donnees (un bloc correspond aux precipitations pour une Vi lle)

tmpD=zeros(1000,13);
while size(tline,2)>0

%Si le le caractere est un blanc, la ligne contient le nom d'un e
% ville
if thne(1,1) == "~
% Mise en memoire du nom de la ville
Name = 7,
icC=2;

while tline(1,iC) = '~
Name = [Name tline(1,iC)];
iC = iC +1;
end
else
% Enregistrement d’'une ligne de donnees
iD = iD + 1,
% Extraction des 13 valeurs et stockage dans le vecteur d
d = sscanf(tline,’%f %f %f %f %f %f %f %f %f %f %f %f %f);
% Copie de d dans le tableau
tmpD(iD,:) = d;
end
% Lecture et stockage de la ligne suivante
tine = fgetl(fln);
% Si ligne vide (fin des donnees) ou espace comme premier
% caractere de la ligne (nouveau nom de ville) ...
if (size(tline,2)==0 || tline(1,1)=="")
% On enregistre la serie de donnnees avec le nom de la ville
iS = iS + 1;
data(iS,1:2) = {Name tmpD(1:iD,:)};
% puis recommence une nouvelle serie



iD=0;
end
end
fclose(fin);

% Utilisation des donnees :
data{l,:;} % Nom de la ville puis donnees
data{1,2} % Donnees seulement



