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Cours n°1

Matrices et applications linéaires

L’objectif de ce chapitre, composé en grande partie de rappels, est de définir les objets de
base utilisés dans les chapitres suivants ainsi que leurs propriétés principales.

1.1 Espaces vectoriels, sous-espaces vectoriels

Définition 1 (espace vectoriel). Soit E un ensemble, non vide, muni d’une opération interne
appelée addition,

(1.1)

n ExE —E
(U,v) +— u+v

et d’une opération externe appelée multiplication par un scalaire,

{KXE —E (12)

(AU — Axud
ot K désigne le corps des réels R ou le corps des complexes C. Le triplet (E,+, %) forme un
K-espace vectoriel si les propriétés suivantes sont satisfaites :

1. L’addition sur E est une opération :
a) commutative, c.-a.-d. que pour tout (U,V) € B2, u+v=v+u
b) associative, c.-d.-d. que pour tout (4, Vv,w) € B3, (U+V)+ W =U+ (V+W)
c) qui aqdmetqun élément neutre, noté 6E et appelé vecteur nul, tel que pour tout U € E,
U4+0g=0+u=1u
d) éelle que tout élément v € E admet un opposé dans B, noté —v, tel que V+ (—V) =
Ok.
2. La multiplication externe satisfait, pour tout v € E :
a) 1xv=yv
b) Ak (L*xV) = (An) xV
c) A+ u)xV=AxV+puxv
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3. La multiplication est distributive sur [’addition, c.-a.-d. que
a) Pour tout (U,V) EE2 et AEK, A% (U+V) =AU+ pu*V
b) Pour toutw € E et (A\,pn) € KH, A+ p)*U=A*U+ pu*u.

Exemple 1 Les corps R et C munis de I'addition et de la multiplication usuelles sont eux-
mémes respectivement un R-espace vectoriel et un C-espace vectoriel ; il en est de méme pour
leurs produit cartésiens R™ et C™ pour tout n € N* (ezxercice : le vemﬁer) D’autres exemples
plus abstraits d’espaces vectoriels sont donnés par :

— l'espace K[X] des polynomes a coefficients a valeurs dans K (voir plus loin) ;

— l’espace des applications continues sur un intervalle [a, b] C R, & valeurs dans K;
— T’espace des solutions d’une équation différentielle, comme ' = af’ + b

— l’espace des suites a valeurs dans K.

*
* %k
Propriété 1 Dans un K-espace vectoriel (E,+, %) les propriétés suivantes sont satisfaites :
1. Pour tout A € K, 7\*6E = 6E
Pour tout ve E, 0xv = 6E
Si?\*V:(SE alors A =0 ouV:5E
Pour toutve E, (—1)xv=—V
Pour tout (Vi,...,Vn) € E™ et pour tout (A1,...,An) € K™, AV + -+ + AV, € E.

Les démonstrations découlent directement de la définition [1] En effet,

\—)’

Nl
*

1. Soit A € K non nul. Pour tout v € E il existe W tel que V. = A x W (soit w = (1/A
Par distributivité puis par définition du vecteur nul, V4A*0p = A% (W+0g) = A%
De méme on a A0 + V=A% (0 + W) = Ax W = V.

~"

s
<!

2. Soit V € E. Nous avons par distributivité v+ 0+ v = (1 +0) *xvV =1V =V. De méme
0xV4+V=(04+1)*xv=Txv=v.

3. Supposons A # 0 et V #£ Ot. Nous avons d'une part (1/A) * ( ) = (1/A) % Or = O
d’apres la propriété 1} D’autre part, (1/A) * (A xV) = (A/A) *V ; on en déduit que
Vv = O, ce qui est contraire a ’hypothese.

4. Nous avons (—1) *V+V = (=1)*V+ 1V =(=14+1)*%V =0*V = 0 et de méme
V+ (=1 xvV=(1-1)xV=0%V = 0.

5. La preuve se fait par récurrence. Soit (vi,v;) € E% et (A1, ;) € K2. Nous avons premie-
rement w; = AVp € E et W, = AV, € E par définition de la multiplication externe.
Nous avons ensuite w; +w, € E par définition de la loi de composition interne.

O
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Définition 2 (sous-espace vectoriel). Soit (E,+,*) un K-espace vectoriel et F C E une partie
de B (au sens des ensembles), non vide. F est un sous-espace vectoriel de E (donc en particulier
un espace vectoriel en lui-méme) si les conditions suivantes sont satisfaites) :

1. Pour tout (u,v) € F>, U+veF
2. Pour tout A € K et pour tout ve F, AxvV € F.

Pour montrer que F est un espace vectoriel on remarque premierement que F « hérite » des
opérations (+,#*) de l'espace vectoriel E avec leurs propriétés (associativité, distributivité,
etc.). On remarque ensuite que :
— Soit v € F. Nous avons d'une part 0V € F et d’autre part 0% v = O donc O € F et le
vecteur nul de E est aussi vecteur nul de F;

— Soit Vv € F. Nous avons d'une part (—1) xv € F et d’autre part (—1) *x v = —V donc
—v € F et 'opposé de tout vecteur de F est dans F;

— Soit (V,V12) € F2 et (A1,A;) € K2 Nous avons w; = Ay ¥V € Fet W, = A, ¥V, € F puis
wy +w; € F. Le sous-espace F est donc stable par combinaison linéaire.

O

Exemple 2 Soit K[X] I'espace vectoriel des polynomes a coefficients dans K, dont les vecteurs
sont de la forme P = ay + ;X + a; X2 + - - ap X* + - - 4+ a, X" avec ax € K. Le degré n d'un
polynome P est le plus petit entier naturel tel que, pour tout r € N*, a,,., = 0. On note que :

1. L’ensemble des polynomes de degré exactement égal a n n’est pas un sous-espace vecto-
riel de K[X]. Par exemple, si P; = X+ X" et P, = X — X" sont de degré n, P; + P, = 2X
est de degré 1.

2. L’ensemble des polynome de degré inférieur ou égal a n, noté K, [X], est un sous-
espace vectoriel de K[X]. Soit en effet Py = ap + -+ + a X" et P, = by + -+ + b, X™
Nous avons Py + P, = (ap + bo) + -+ + (an + b)) X™ € K, [X]. Pour tout A € K,
Ax P = (Aag) + -+ (Aan) X™ € K [X].

*
* %

Définition 3 (somme de sous-espaces vectoriels). Soient F et G deuz sous-espaces vectoriels
de (E,+, ). La somme F+ G, définie par

déf.

F+G Y« {\7+Wzt.q.\7€F,weG} (1.3)
est un sous-espace vectoriel de E.

Soient (G],ﬁz) € F et (W],Wz) € G2. Par définition, Vi+w € F+Getv,+w, € F+G.
Nous avons, par associativité de I'addition dans E, (Vi +wq) + (V2 + W) = (Vi + Wq) +
(Vo + W) € F+ G. Pour tout A € K, par distributivité de la multiplication externe dans E,
A*(V]+W]):A*V]+A*W]€F+G O
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Définition 4 (intersection de sous-espaces vectoriels). Soient F et G deuzx sous-espaces vec-
toriels de (E,+,*). L’intersection FN G, définie par

FNG % {veEt.q.veFetveG} (1.4)
est un sous-espace vectoriel de E.

Soit (V,w) € (FNG)?%. Comme F est un sous-espace vectoriel de E, V+Ww € F et comme G est
un sous-espace vectoriel de E, V+w € G; donc v+ w € FN G. De méme, pour tout A € K,
comme F est un sous-espace vectoriel de E, AxV € F et comme G est un sous-espace vectoriel
de E,Axwe G;donc Ax(V4+wW) =AxV+Axw € FN G (en utilisant la distributivité). O

Définition 5 (somme directe de sous-espaces vectoriels). Soient F et G deuzr sous-espaces
vectoriels de (E, 4, *). On dit que E est la somme directe de F et G, ce que ['on note E = F®G,
8% :

I.E=F+G;

2. FNG = {0¢}

On dit aussi que F et G sont supplémentaires dans E.

Théoréme 1 Soit (E,+,*) et F et G deux sous-espaces vectoriels de E. E est la somme directe
de F et G, c.-a.-d. E = F® G, si et seulement si tout vecteur Vv € E se décompose de maniére
unique comme V=X+1Y avec X € F et § € G.

Supposons E = F& G et soit ¥ € E. Etant donné que E = F+ G, il existe X € F et yeG
tels que Vv = X 4+ §. Supposons qu’on puisse trouver un autre couple X' € F et §’ € G tel que
¥ =%X'+17’. Nous avons alors (X —X') + (§ — ') = V—¥ = O donc (X —X') = —(§ —g),
avec (X —X') €Fet —(§J—9Y') = (—1) % (§—1y’) € G. On en déduit que (X —X') e FN G et
(§—1Y') € FN G. Par hypothese FN G = {0} dott X =X et § = 7.

Réciproquement, supposons que tout vecteur v. € E se décompose de maniére unique
comme V = X—I—y avec X € F et y € G. Cela implique évidemment que E = F+ G. Supposons
qu’il existe X € FN G tel que X # OE On a alors X + (—X) = Or = O + OE ce qui contredit
I’hypothese de décomposition unique. On a donc FN G = {0} dol E=F & G. OJ

Notation : a partir de maintenant le signe de la multiplication externe « * » sera omis par
souci de clarté.

1.2 Bases

Définition 6 (dépendance linéaire). Soit (E,+,*) un K-espace vectoriel et une famille de n
vecteurs de E, {Vi,Vs,...V.}. Considérons ’équation

AMVi+ -+ AV, =0. (1.5)
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o Ay ..., Ay € K sont les inconnues.

Sl existe une solution non-triviale de cette équation, c.-a.-d. tels que les A; ne sont pas
tous nuls, alors les vecteurs Vi, Va,...Vn sont dits linéairement dépendants et la famille de
vecteurs appelée famille liée.

Dans le cas contraire (c.-a.-d. si la seule solution est Ay = --- =\, = 0) ces vecteurs sont
dits linéairement indépendants, et la famille de vecteurs appelée famille libre.

En effet, si la famille est liée il existe au moins un entier 1 < k < n tel que Ay # 0 tout
en satisfaisant la relation (|1.5). On peut alors exprimer le vecteur Vi en termes des autres
vecteurs :

— 1 = . v, v
Vi = _}\_(}\1\)1 + -+ }\kfﬂ)kf] + ?\kJr]\)kJr] +-+ }\nvn) . (16>
k

Définition 7 (sous-espace engendré). Soit E un K-espace vectoriel une famille de n vecteurs

de B, {V1,V2y...,Vin}, non tous égaur au vecteur nul. L’ensemble des combinaisons linéaires
de ces vecteurs, noté Vect(Vy, ..., V),
Vect(ViyovyVn) = MV + - 4+ A, Ac € K} C E, (1.7)

est le sous-espace vectoriel de B engendré par cette famille de vecteurs.

Montrons que Vect(Vi,...,V,) est bien un sous-espace vectoriel de E. Premierement, il est
évident, au sens des ensembles, que Vect(Vy,...,V,) C E car tous les vecteurs vy sont contenus
dans E. Deuxiemement, si Ve Vect(Vi,...,V,) alors il existe (Ar,...,A,) € K™ tels que
V = MV 4 -+ + AV, On a alors pour tout A € K, AV = (AMWV + -+ 4+ (AN)VR €
Vect(Vi,...,V,). De méme si W e Vect(Vi,...,V,) alors il existe (Wyy..., 1n) € K™ tels que
W=V + - 4 Vi, et VW = (A + )1 + -+ + (A + pn)Vn € Vect(Vr, ..., V). O

Définition 8 (famille génératrice). Soit E un espace vectoriel et une famille de n vecteurs de
E, {Vi,Va,...V.}. Cette famille est dite génératrice de E si

Vect(Vi,...,Vn) = E (1.8)
On peut de maniere équivalente écrire
E = Vect (V) + Vect(Va) 4 - - - + Vect (V) , (1.9)

en utilisant la notion de somme de sous-espaces vectoriels, voir la définition 3]
Il existe naturellement une infinité de familles génératrices pour un espace vectoriel donné;
en outre une famille génératrice peut étre libre ou liée.

Définition 9 (base d’un espace vectoriel). Soit E un espace vectoriel. Une base de E est une
famille {€1,...,€, € E} libre et génératrice.
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La propriété cruciale d'une base d’'un espace vectoriel est qu’il est possible de décomposer de
maniere unigque tout vecteur U € E sur cette base. Premiérement, étant donné qu’une base
est une famille génératrice de E,

VicE, ..., u"eK t.q. iu=u'e + - +u"e,. (1.10)

Deuxiemement, supposons l'existence de deux décompositions différentes d’unvecteur u € E
sur une certaine base de E. Nous avons alors

— ‘] — n=

u = ue]+"'+u€n 1 1\ = n ny =

. S S O=uw —vi)er+---+u"—vhe,. 1.11
La famille {€;,..., €.} étant libre par définition, nous avons alors, pour tout k, u* = v,
prouvant I'unicité de la décomposition d’un vecteur sur une base donnée. L.

2 ...,Vv") € K" constitue les coordonnées du vecteur v dans

Le n-uplet de nombres (v',v
la base {€7,...,€, € E}.
En utilisant la notion de somme directe de sous-espaces vectoriels, voir la définition [5] si

—

(€1,...,€n) est une base de E, on peut écrire

E = Vect(&) & - - & Vect(€,) = @) Vect (&) . (1.12)
k=1

Définition 10 (dimension d’un espace vectoriel). Soit E un K-espace vectoriel muni d’une
base {€1,...,€n}. L’entier n positif est appelé dimension de l’espace vectoriel E et on note
dimE=n.

Propriété 2 La dimension d’un espace vectoriel E est indépendante de la base choisie.

Soient {€7,..., €L} et {1?1, ceny f:} deux bases de E. Supposons r > n. On peut décomposer 1?1
sur la base {€7,..., €.}, suivant :
fi = '€ + 26 + -+ f"En, (1.13)

ot les coefficients f;' ne sont pas tous nuls (autrement ﬂ = 6E et ce vecteur ne peut faire
partie de la base). Supposons par exemple, sans perte de généralité, que f;' # 0. On peut
donc écrire

— 1 - — — n=
e = f_] <f1 — ﬂzez — f13e3 cee— f1 en> N (1.14)
1

et une base de E est donnée par la famille de vecteurs {fy, €,, €3,...,€,}. En conséquence, on
peut décomposer f, dans cette base :

fé :leﬂ +f22€2+f23€3+"'+f2n€n) (115)

10
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oit I'un au moins des n coefficients f,* est non-nul. Si uniquement f,' est non-nul, alors f; et
f, sont colinéaires, contredisant I’hypothese ; donc I'un au moins des autres coefficients, par
exemple f,?, est non-nul. On peut donc écrire :

— ] - - — —
&= (ﬂ 2 38— ﬂ“en) . (1.16)
2
et une base de E est donnée par la famille de vecteurs {ﬂ,f}, €3,...,€n}. En itérant ce pro-
cessus N fois, on obtient que {f,f,,...,f,} est une base de E, et donc que les vecteurs fy

avec 1 < k < 1 s’expriment comme combinaison linéaire de {1?1,1?2,...,1?,1}, contredisant
I’hypothese de départ. O

Propriété 3 Un K-espace vectoriel de dimension 1 est isomorphe a K, vu comme un espace
vectoriel.

Soit E un K-espace vectoriel. Si dim E = 1, alors toute base se compose d’un seul vecteur. Soit
{€} une telle base; on peut alors associer a tout vecteur v un unique élément de K suivant :

Vv=v€ «— veKkK. (1.17)

On a donc une bijection entre E et K. Etant donné que cette bijection est linéaire, c.-a.-d. que
I'image du vecteur AV + puw est Av+ uw € K, on dit que cette bijection est un isomorphisme
d’espaces vectoriels.

Définition 11 (rang d’une famille de vecteurs). Soit E un K-espace vectoriel de dimension
n et une famille de p vecteurs de E {Vi,...,Vp} non tous égaux au vecteur nul. Le rang de
cette famille de vecteurs est la dimension du sous-espace vectoriels qu’ils engendrent :

Rang (Vi, ..., Vp) < dim (Vect(Vi,...,Vp)) (1.18)

Sip < m, le rang 1 de la famille {Vy,...,V,} satisfait évidemment
IT<r<p<n, (1.19)
et T = p si ces vecteurs forment une famille libre, car alors {vi,...,V,} est une base de

Vect(Vi, ..., Vp).
Si le nombre p de vecteurs de la famille est strictement supérieur a n, dimension de E,
cette famille est nécessairement liée et

I<r<n<p. (1.20)

Exemple 3 Soit K, [X] I'espace vectoriel des polynomes de degré au plus égal a n. Une base de
cet espace vectoriel est donnée par les mondmes {1,X, X2, ..., X"} et la dimension de 'espace
est égale & n. Une base de K[X] est donnée par {1,X,...,X¥,...} qui est une famille infinie
mais dénombrable. Ce dernier espace vectoriel est donc de dimension infinie.

*
* %

11
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Propriété 4 Si F est un sous-espace vectoriel de E alors dimF < dim E.

Soit {f1, ceey f,} une base de F. Ces vecteurs sont par définition des vecteurs de E et, formant
une base de F, ils sont nécessairement linéairement indépendants. Ils constituent donc une
famille libre de vecteurs de E, mais non nécessairement génératrice.

Supposons qu’il existe un vecteur non-nul quelconque de E qui n’appartient pas a F que

nous appelerons ﬁm . Il est alors évident que {ﬁ, ceny f:, ﬂ«+1} forme une famille libre, et que

F C Vec (ﬂ,...,ﬁ,ﬁTH)QE. (1.21)

Supposons a present qu’il existe un vecteur non- nul quelconque de E qui n appart1ent pas a

Vec (ﬁ, ., Tr, Ni1) que nous appelerons h,.,. Il est alors évident que {ﬁ, fr, hr+1, , h¢+2}
forme une famllle libre, et que

Vee (ﬁ,...,fr,hM) C Vee (ﬁ,...,ﬂ,mﬂ,mz) CE. (1.22)

Itérativement, si F C E, nous construisons ainsi une base de E en complétant la base de F par

(n —r) vecteurs de E\F, ou n est la dimension de E. O

Propriété 5 Soit E = F&G un espace vectoriel. Si{fy, ..., fi} est une base de F et {1y, Ge}
une base de G alors (f1,...,fx, G1,...,Ge) est une base de £, et en conséquence

dimE=dimF+dimG. (1.23)

Cette propriété decoule directement de la définition [5] et et de la propriété [l En effet, étant
donné que FNG = {OE} les vecteurs {91, ., §¢} n'appartiennent pas a F et sont linéairement
indépendants. Il completent donc {ﬁ, ceny fk} pour former une base de E =F & G. U

1.3 Applications linéaires

Définition 12 (application linéaire). Soient E et F deur K-espaces vectoriels et a : E — F
une application. On dit que a est une application linéaire si :

— YU, VeE, a(U+V) =a(d) +aV);
— YU e E, VA €K, a(Al) = Aa(t).
ou, d’une maniére plus condensée, a(Ai+ uv) = Aa(t) + pa(v).

Exemple 4 (applications linéaires sur K[X]). Soit P = ay + a1X + a;X* + --- € K[X]. La
dérivation et I'intégration sont des applications linéaires de K[X] dans lui-méme :

.} KIX] — KX

= { G+ aX+oXt-- = a 420X (1.24a)
. KIX] —  K[X]

J.{a0+a1X+a2Xz... s aoX+CI2—‘X2+%X3--. (1.24b)

La preuve, évidente, est laissée en exercice.

12
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Exemple 5 (projecteur) Soit un K-espace vectoriel E qui se décompose comme une somme
directe de sous-espaces vectoriels, E = F & G. D’apres le théoreme [1} tout vecteur v = E
se décompose come V = X+ avec X € F et §j € G. Le projecteur sur F, noté P¢ (ou plus
explicitement le projecteur sur F parallelement & G), est donné par 'application linéaire :

E — F
PF‘{v:ﬂg - P®) =7 (1.25)

Soient Vi et V; deux vecteurs de E, qui se décomposent chacun comme v; = X; + i, i = 1, 2,
oi1 X; € F et §j; € G. Pour tout (A,A;) € K? nous avons la décomposition unique :

\7 = MV + AV, = (?\1)?1 + 7\27?2) + (7\1131 + 7\21}2) (1.26)
cF €G
d’out B
Pr(V) = Mixq + A2Xz = MPr(Vi) + A Pe(V2) (1.27)
par identification. O
*
* %k

Propriété 6 (image, noyau). Soient E et F deuz K-espaces vectoriels et a : E — F une
application linéaire. Les deux sous-ensembles suivants :
— le noyau de a, Kera={Ve E|la(v) =0} CE

— limage de a, Ima={w e F|3V € E|a(V) =w} C F.
sont respectivement un sous-espace vectoriel de E et un sous-espace vectoriel de F.

Montrons premierement que Ker a est un sous-espace vectoriel de E. Si V et V' appar-
tiennent & Ker a alors, par linéarité de a, pour tout (A, pu) € K2,

—

a(W+ ') =Aa(¥) + pa(@) =0 = AV+uv’ € Kera (1.28)

Deuxiemement, si w, w’ € Im a, alors il existe V, V' € E tels que w = a(V) et W = a(V').
On a alors
AW+ uw’ = Aa(V) + pa(V') = aAW+ ') € Ima (1.29)

par linéarité de I’application a.

Remarquons pour finir que le noyau et I'image d’une apphcatlon hnealre ne sont jamais
vides. En effet, comme pour tout vecteur VeEE 0xv= OE, nous avons a(OE) =a(0xV) =
O0xaV) = Or donc a(OE) = OF, soit O € Ker a et Of € Im a. O

Théoréme 2 (caractérisation d’un projecteur). Soit E un K-espace vectoriel et P une appli-
cation linéaire de B dans E telle que, pour tout v € E,

PXV) = (PoP)(¥) =P[PW)] =PW). (1.30)
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alors
E=KerP®Im?P, (1.31)

c.-a.-d. que le noyau et l'image de P sont supplémentaires dans E, et P est le projecteur sur
le sous-espace vectoriel Im P C E parallélement a Ker P.

Pour tout v € E, écrivons
V=PW)+({V-PW). (1.32)

——
elmP

En utilisant la linéarité de P et la propriété ([1.30) on obtient
PV —-PW) =PH) — PrV) = PE)—-P®H) = 0r = v—PH) e KerP. (1.33)

Cela montre que tout vecteur v se décompose comme somme d'un vecteur de Im P et d’un
vecteur de Ker P, c.-a.-d. que E = Ker P + Im P.

Pour montrer que ces deux sous-espaces sont supplémentaires, il faut encore montrer
que leur intersection ne contient que le vecteur nul. Soit v € ImP N Ker P. Le vecteur v
appartenant a I'image de P existe alors w € E tel que P(w) = V. Appliquons le projecteur a
cette égalité. Nous trouvons d’une part

PX(W) = P(V) = O (1.34)
car V est dans le noyau de P et d’autre part, P étant un projecteur,

PA(W) = P(W) =¥, (1.35)
dou v = 6E, complétant la preuve. O

Définition 13 (endomorphisme). Soit E un K-espace vectoriel. une application linéaire a de
E dans E est appelée endomorphisme.

Pour un endomorphisme, a la fois 'image et le noyau sont des sous-espaces vectoriels de
E. Un projecteur est un exemple d’endomorphisme; en raison de la propriété (1.30) cet
endomorphisme est dit idempotent.

Définition 14 (rang d’une application linéaire). Soient E et F des K-espaces vectoriels et
a: E — F une application linéaire. Le rang de a est défini comme la dimension de Im a, qui
est un sous-espace vectoriel de F :

Rang f = dim <Im f) (1.36)

Théoréme 3 (théoréme du rang). Soient E et F des K-espaces vectoriels et a : E — F une
application linéaire. Nous avons :

Rang a + dim (Ker a) = dim (E). (1.37)

Notons que le membre de droite est la dimension de l’ensemble de départ de l’application a.
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Soit {€1,...,&.} une base de E, ot n = dim (E). Considérons premicrement le cas ott Ker a =
O et montrons que la famille de vecteurs de F constituée de {a(€;),..., a(€,)} est une famille
libre. Soit (A1,...,Ay) € K™ Nous avons par linéarité de a

Ma(€r) + - +Ana(@) =0F & a(Ad& + -+ Anéy) = Of. (1.38)

Comme, par hypothese, Ker a = GE, le membre de droite implique que A1€7+ - -+ A€, = O
dont la seule solution est Ay =--- = A, = 0.

Si on suppose maintenant que dim (Ker a) = r > 0, on choisit une base {1, ..., ,} pour
le noyau de f, qui est un sous-espace vectoriel de E. Suivant la propriété [4] on peut alors
compléter la base de Ker a par des vecteurs {C;;1,...,Cn} pour former une base de E. Par
construction, ces vecteurs n’appartiennent pas a Ker a et, par un raisonnement identique a
celui développé autour de 1'éqn. ([1.38)) on montre que les vecteurs {a(Cry1),...,a(Cn)}, qui
appartiennent a I'image de a, sont linéairement indépendants.

Il reste a montrer que ces vecteurs forment une base de Im a (cela s’applique aussi au
premier cas considéré). Soit donc w € Im a. Par définition,

WekE tq aW¥)=w (1.39)
Décomposons le vecteur vV dans la base {f,..., M, Cri1y...,Cn} COMmMe
V=vi + - VA VT 4 V. (1.40)

Nous avons alors, par linéarité

W= a(¥) =v'abi@{] + - V' al®T H v a(Con) - 4 a(viE)

=va(Co) + - +v'a(cy) (1.41)
démontrant que {a(Cry1),...,a(Cn)} est bien une base de 'image de a, et en conséquence que
dim (Ima) =n—r. O

1.4 Matrice d’une application linéaire

Une matrice est, strictement parlant, un tableau bidimensionnel de nombres; dans le
cadre de ce cours, nous verrons uniquement les matrices comme représentant une application
linéraire une fois un choix de bases effectué.

Définition 15 (matrice d’une application linéaire).

Soient B et F des K-espaces vectoriels de dimensions n et p, munis respectivement des
bases Bg ={€,1=1,...,n} et By = {f;,j =1,...,p}. Soit une application linéaire a : £ — F.
On peut décomposer l'image de chaque vecteur de la base Bg choisie pour B sur la base Br
choisie pour F :

a@) =) fid, (1.42)

j=1

—

Le tableau de nombres de taille p x n, de composantes (1)'i € K, est la matrice associée a
Papplication linéaire a de (E, Bg) dans (F, Br).
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Propriété 7 Soit a une application linéaire de (E,Bg) dans (F, Bf). La connaissance de la
matrice associée a a permet de connaitre ['image de tout vecteur de E.

Cette propriété découle directement de la linéarité de a. Dans la base By un vecteur v € E

se décompose comme :
n
=) VE. (1.43)
i=1

Nous avons alors la décomposition :

= Z (i a ivi> f:-, (1.44)

Soit, en présentant le résultat légerement différemment :

n
aV) =w, G:Zvieﬁ, :ijj, w = Za] R (1.45)
i

j=1 i=1

Conventions et notations

1. Par convention, on représente les composantes {d’;,j = 1,...,p,i = 1,...n} d'une
matrice sous la forme d'un tableau de p lignes et n colonnes, ou j représente le numéro
de ligne et i le numéro de colonne.

2. on note en général I'objet matrice avec une lettre majuscule. Les composantes de la
matrice A de peuvent se noter de deux manieres équivalentes :

(A = dy (1.46)
3. La convention adoptée dans ces notes (numéro de ligne en exposant, numéro de colonne

en indice) n’est pas universelle, mais a été choisie en cohérence avec le cours du premier
déf.

semestre. On peut tout a fait écrire (A)y = ay.

4. Soit a une application linéaire de de (E,Bg) dans (F,Bf) et A la matrice associée.
La relation a(€}) Zp f d ; indique que la i-éme colonne de la matrice donne la
décomposition de I'image de €;, vecteur de base de E, dans la base By = {fj-,j =1,...,p}
de I'espace d’arrivée F :

a(@)  a(&) a(en)
a]1 . a]l .« .. a1n
2 2 2
a e s e a
A= h (1.47)
a’ a’; ab,
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Exemple 6 (dérivation de polynémes). Soit K, [X] 'espace vectoriel des polynomes de degré
au plus n et D : K, [X] = K, [X] Iapplication dérivée (voir I'exemple {)). L’action de cette
application linéaire sur la base des monomes {1, X, ..., X"} est :

D) =0, DX¥)=kX"! (1.48)

La matrice D associée est la matrice n X n de la forme :

o100 --- 0
0020 ---0
o003 --- 0
p=|. . - . (1.49)
O000 --- n
O00O0 --- 0

Nous remarquons que la premiere colonne ne contient que des zéros car I'image de 1 (dérivée
d’une constante) est le polynéme nul. La derniére ligne ne contient également que des zéros,
tout simplement car la dérivée de tout polynome de degré au plus n est de degré au plus
(n—1).

*
* %k

Définition 16 (matrice nulle). La matrice p X n qui ne contient que des zéros est appelée
matrice nulle, et notée Oy .

Propriété 8 (Espace vectoriel de matrices). L’ ensemble des matrices pxmn a coefficients dans
K, c.-a.-d. a p lignes et 1 colonnes, forme un espace vectoriel noté My (p,n), de dimension

np.

Soient A et B deux matrices de dimension p X n. Si on associe ces deux matrices a des
applications linéaires a et b de (E,Bg) dans (F, Bf), étant donné que, pour tout v € E et
pour tout (A,A’) € K2, (Aa + A’'b)(¥) = Aa(V) + A'b(V) la structure d’espace vectoriel de
I’ensemble My (p,n) en découle directement.

Pour obtenir la dimension de cet espace vectoriel, il suffit d’en construire une base. Soit

une famille de matrices dy, avec k =1,...,pet L =1,...,n telles que
i |1 s i=ketj={
(dw) i { 0 sinon (1.50)
On peut alors décomposer toute matrice A, de composantes a* j» comme
P n
A=) > dgads. (1.51)
k=1 =1
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La famille {dy,, k = 1,...,p;n = 1,...n}, qui contient np éléments, est donc une famille
génératrice de My (p,n). Reste a montrer que cette famille est libre. Il est évident que

P n
> ) dwd =0, = VK, d=0, (1.52)
k=1 {=1

car il faut annuler chaque composante de la matrice définie par le membre de gauche de
I’égalité. OJ

Propriété 9 (composition d’applications linéaires). Soient E, F et G des K-espaces vectoriels
et soient a: E—= Fetb: F— G des applications linéaires. Alors ’application composée

E - G
boa{v — (boa)(¥ = b(a)) (1.53)

est une application linéaire. St de plus les espaces vectoriels E, F et G sont munis respecti-

vement des bases By = {€,1 =1,...,n}, Bf = {ﬁ,i =1,...,p} et Bg ={gx, k=1,...,1}
alors les composantes de la matrice associée a 'application (b o a) sont données par

(boa)* i (1.54)

De la composition d’applications linéaires nous pouvons induire, de maniere générale la
notion de produit de matrices.

Définition 17 (produit matriciel). Soient deux matrices A € My(p,n) (donc p lignes et n
colonnes) et B € Mx(q,p) (donc q lignes et p colonnes). Le produit de la matrice B par la
matrice A, dans cet ordre, donne une matrice B-A € Myx(q,n) (donc q lignes et n colonnes)

de composantes :
i e ®
A) :Zbl®a ]. (1.55)
k=1

Pour calculer le produit matriciel B - A, on somme donc les composantes de la k-ieme colonne
B avec celles de la k-ieme ligne de A.

Propriété 10 (associativité et distributivité du produit matriciel). Le produit matricel est
associatif, c.-a.-d. que pour toutes matrices A € Mx(p,n), B € Mx(q,p) et C € Mk(r,q),

(C-B)-A=C-(B-A) (1.56)

Le produit matriciel est également distributif par rapport a l’addition, c.-a.-d. que, pour toutes
matrices A7 € Mg(p,n), Az € Mg(p,n) et B € Mg(q,p),

B-(A1+A)=B-A; +B-A,. (1.57)
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La preuve de ces propriétés, qui découlent directement de la définition [17] est laissée en
exercice.

Définition 18 (matrice transposée). Soit une matrice A € My(p,n). La matrice transposée
de A, notée A", est une matrice a n lignes et p colonnes, donc un élément de My(n,p),
dont les composantes sont données par :

(AT)ij = (A), (1.58)

c.-a.-d. en intervertissant le role des lignes et des colonnes par rapport a A.

Exemple 7 Soit la matrice

1 2 3
M_<4 ’ 6). (1.59)
Sa transposée est la matrice
1 4
M'=12 5]. (1.60)
3 6
*
% %k

Propriété 11 (transposée d’un produit matriciel). Soient deux matrices A € Mx(p,n) et
B GMK(qap)- T
(B-A) =A"-B" (1.61)

La preuve de cette propriété est évidente en composantes. Nous avons

) ) L P )
((B ’ A)T>lj = (B : A)]i = Zb] kak i = (A)¥ (B) "
k=1 k=1
p .
=) (AT (BN = (AT B"), (1.62)
k=1

0

Définition 19 (matrice colonne). Une matrice colonne est une matrice ne comprenant qu’une
seule colonne, soit un élément de My pour un certain 1 > 1. Si B est un espace vectoriel
muni d’une base By = {€,,1 = 1,...,Mn}, on peut associer a un vecteur v.€ E une matrice
colonne V contenant les composantes de ce vecteur dans la base choisie :

V=) vié& o V=] (1.63)
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Définition 20 (matrice ligne). Une matrice ligne est une matrice ne comprenant qu’une seule
ligne, soit un élément de M, pour un certain n > 1

Une matrice ligne est donc associée a une application linéaire d'un espace E de dimension
N vers un espace vectoriel de dimension 1, qui est équivalent a une application de E vers K,
donc une forme linéaire w (cf. le cours du premier semestre). On peut ainsi considérer qu'une
matrice ligne est associée a un vecteur de 'espace dual a E.

Définition 21 (matrice d’une famille de vecteurs). Soit E un espace vectoriel de dimension
p muni d’une base By ={€,1=1,...,p} et {Vi,...,Vn} une famille de n vecteurs de E. La
matrice associée a cette famille de vecteurs est la matrice A € My(p,n) de composantes :

(w); (Vz); (Vk); (Vn);
(A)ij: (vz) (v?) (Vl;) (v?) (1.64)
(vi)P (V2P e (P e ()P

c.-a.-d. que la k-ieme colonne de A contient les composantes du vecteur Vi dans la base
choisie, Vi, = Y 0 (v)'€:.

Définition 22 (vecteurs lignes et colonnes d’une matrice). Inversement, une matrice A €

My (p,m) arbitraire, peut étre considérée indifféremment comme :
— la juxtaposition de n matrices colonnes A;, ou vecteurs colonnes, définis par :
[ t t den t l A;, t [ ,d

i déf. i
(A)" = A (1.65)
— la juztaposition de p matrices lignes At, ou vecteurs lignes, définis par :

(A), = AL (1.66)

Nous avons ainsi deux décompositions différentes d’une matrice A :

A= (A] Az An> (1.67&)
A1
AZ

=" |- (1.67b)
AP

Ces deux notions sont naturellement échangées par transposition de la matrice A.
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Définition 23 (rang d’une matrice). Soit A € nMy(p,n) une matrice, que l'on considére
comme la juxtaposition de ses n vecteurs colonnes :

ats = (4y)' (1.68)
Le rang de la matrice A est le rang de la famille de vecteurs{dy, ..., dn} dont les composantes,
dans la base choisie, sont données par les vecteurs colonnes Aq, ..., A,.

Cette définition est cohérente avec la définition du rang d’une application linéaire. En
effet dans la décomposition de la matrice en vecteurs colonnes, Ay représente les
composantes de la décomposition de a(€y) dans la base choisie pour F. L’ensemble des vecteurs
colonnes de la matrice correspond alors a ’ensemble des images des vecteurs de base de E,
qui génerent I'image de 'application linéaire. 0

Rappelons que les formes linéaires sur E forment un espace vectoriel E*, espace dual de
E. Si{€;,i =1,...,n} est une base de E, alors la base de E* appelée base duale est donnée
par la famille de formes linéaires {€/,j = 1,...,n} telles que

(&) =& (1.69)

i
Théoréme 4 (rang des vecteurs lignes d’une matrice). Soit A € My(p,n) une matrice de
rang k, c.-a.-d. que le rang de la famille de vecteurs {ds,...,d,} (dont les composantes, dans
la base choisie, sont données par les n vecteurs colonnes Ay, ..., A, ), est égal a k.

Le rang de la famile de vecteurs lignes de A, c.-a.-d. le rang de la famille de formes
linéaires {w', ..., wP} dont les composantes, dans la base duale & choisie, sont données par
les p vecteurs lignes A', ..., AP est également égal a k.

On considere, sans perte de généralité, que les k premiers vecteurs colonnes de A, soit les
vecteurs colonnes Aj, ..., Ay, sont linéairement indépendants. On peut donc écrire tous les
autres comme combinaison linéaire des k premiers :

k
Ak+r = Z OCJ' T‘Aj . (170)
j=1

Considérons les éléments de la i-eme ligne de la matrice A. Nous obtenons alors les 1 derniers
éléments de cette ligne comme combinaison linéaire des k premiers :

k k
(Ak+r)1 = Z Oer(A]')l — a}<+r = Z Oerai]- . (171)
j=1 j=1

Le i-eme vecteur ligne At correspond & la forme linéaire w' dont le développement dans la
base duale est donné par :

wi:Zaijej. (1.72)
j=1
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Décomposons ce développement comme :

k n—k k n—k
w' = E a;e + E ay,, €= E a‘j<e)+ E ocjrek”> (1.73)
=1 =1 j=1 r=1
:Z & Ta"L .
=1 !
Nous avons donc montré que les formes linéaires {w', ..., wP} dont les composantes, dans
la base choisie, sont données par les p vecteurs lignes A',..., AP, sont obtenues comme
combinaisons linéaires des formes linéaires
n—k
i kT s
e =¢e+ E e, j=1,..k, (1.74)
r=1
donc le rang k' de la famille de vecteurs lignes A',..., AP est inférieur ou égal & k. En
reprenant le méme raisonnement en intervertissant le role des vecteurs lignes et des vecteurs
colonnes, on trouve que k < k/, d’out on déduit finalement que k = k. O

1.5 Endomorphismes

On considere dans cette section plus spécifiquement les matrices associées aux endomor-
phismes, c.-a.-d. aux applications linéaires d'un K-espace vectoriel E dans lui-méme. Ces
matrices sont des matrices carrées, c.-a.-d. qu’elles possedent le méme nombre de ligne et de
colonnes.

Remarque 1 (non-commutatitivité du produit matriciel). Soient a: E 5 Eet b: E - E
des endomorphismes. Les applications composées (a o b) et (b o a) sont toutes deux des
applications linéaires de E — E, c.-a.-d. des endomorphismes, et sont associées dans une base
Be a des matrices carrées, A - B et B - A. Cependant, en général, ces deux matrices sont
distinctes ; le produit matriciel de matrices carrées est dit non-commutatif.

Définition 24 (commutateur). Soient A et B deuz matrices carrées n x n, c.-a.-d. des élé-
ments de Myx(n,n). Le commutateur de ces deux matrices est défini comme :

[A,B] = A-B—B-A. (1.75)
Il est par construction antisymétrique, c.-a.-d. que [A, B} = —[B, A].
Le commutateur de deux matrices est a priori distinct de la matrice nulle Oy, .

Exemple 8 (matrices de Pauli). En mécanique quantique il est fait grand usage des matrices
de Pauli, qui sont trois matrices 2 x 2 a coefficients complexes définies par :

(0 w0 ) =l 0 070
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On vérifie que ces matrices ne commutent pas entre elles. Nous avons par exemple

o0y = (? (1)) ((1) Bl) = (5 _01) (1.77)
aea=(0 O N-(3 ) rare 1)

Le commutateur de ces deux matrices est donc :
(01, 0,] = 2io3. (1.79)

On vérifie également les relations obtenues par permutation circulaire, c.-a.-d. [03, 07] = 2i0;
et [02, 03] = 2107, sont satisfaites.

Définition 25 (matrice identité) La matrice identitié n x n, notée L., est la matrice associée
a l’endomorphisme identité sur un espace vectoriel E de dimension n, c.-a.-d. 'application

linéaire
E —- E
J { Voo I0) =7 (1.80)
et ceci indépendamment de la base choisie sur E. Cette matrice est de la forme
10 --- 0
01 --- 0 . .
I, = - : — (L) ;=8 (1.81)
00 0 1
avec, rappelons-le,
i1 sii=)
8 _{O § i) (1.82)

symbole de Kronecker.

Montrons que la matrice associée a ’application identité sur E est indépendante de la
base choisie. Soit {€;,1 = 1,...,n} une base quelconque de E. Nous avons

Vi=1,...,m, J@&)=¢&=) &¥,. (1.83)
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Propriété 12 Pour toute matrice carrée A € My(n,n), on vérifie que
AL =0,-A=A (1.84)

ainst que
A-Onn=0nn-A=0n,. (1.85)

Pour démontrer la premiere propriété, on écrit simplement

n n
k=1 k=1
La deuxiéme est évidente car tous les éléments de la matrice nulle sont nuls. O

Définition 26 (puissance et exponentielle d’un endomorphisme). Soit a un endomorphisme
associé a la matrice A dans une base de E. La puissance N-iéme de a est définie comme
[’endomorphisme

N = (aoao---oa) (1.87)
N fois
et est représenté par la matrice
AN E (AA-A) (1.88)
N fois

Par convention, on pose A° =1,,.
L’exponentielle de a (et donc de la matrice A) est définie par le développement en série
entiere de [’exponentielle,

= a* Ak
exp(a) = Z o — exp(A) = Z o (1.89)
k=0 k=0
A noter que, pour des matrices, exp(A + B) # exp(A) - exp(B) a priori.
Exemple 9 Soient A et B deux matrices carrées n x n. Nous avons
(A+B)?*=(A+B)- (A+B)=A>+B*+A-B+B-A=A%+B>+2A-B—[A,B]. (1.90)

De maniere générale, la formule du binome de Newton ne s’applique pas si les matrices ne
commutent pas, c.-a.-d. si [A, B] # Op .

*
* %k

Remarque 2 (matrice associée a un projecteur). La matrice M associée a un projecteur
satisfait ’équation M? = M (voir le théoréme @)
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Définition 27 (matrice inverse). Soit A € Myx(n,n) une matrice carrée. La matrice inverse
de A, si elle existe, est la matrice A~' € My(n,n) telle que :

A-AT=ATA=1I,. (1.91)
On notera que la matrice inverse d’une matrice carrée n’est pas nécessairement définie.

Propriété 13 (matrice associée a un isomorphisme). Soit a : E — E un endomorphisme
d’un espace vectoriel E. L’application a est un isomorphisme, c.-a.-d. un endomorphisme
bijectif, si et seulement si la matrice A associée, dans une base quelconque, est inversible.

Soit {€7,..., €.} une base de E. La matrice A est donnée par la décomposition de I'image des
vecteurs de base dans la méme base :

a(é) = i &a . (1.92)

L’application étant bijective, il existe une application inverse, notée a™', telle que ao a™' =

a~' o a =7J. Nous avons d’une part

= i e (AT A)" (1.93)

et d’autre part
(a7 oa)(&) =I(&) = & =I.(&) (1.94)

donc nous avons montré que la matrice A~ associée & I'application réciproque a~' vérifie

A7 . A = I,. On montre de méme en appliquant d’abord a™' puis a au vecteur €; que
A -A7" =1, et donc que A7 est la matrice inverse de la matrice A.

La réciproque est évidente. Supposons que la matrice A associée a ’application a admette
un inverse A~'. Alors 'application a admet une application réciproque a~' dont la matrice
associée dans la base choisie est donnée par A~'. En effet, soient v et W deux vecteurs de E,
et V., W les vecteurs colonnes associés. Nous avons alors

a¥)=w & AAV=W & A A). V=AW & V=AW &V=a'(w), (1.95)

ou l'application linéaire a=' est entierement déterminée par sa matrice A~' dans la base

choisie. ]

Propriété 14 (inverse d’un produit de matrices). Soient A et B deuz matrices inversibles.
Alors la matrice B - A est également inversible, et son inverse est donné par :

B-A)'=A"T.B". (1.96)
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Nous avons en effet, par associativité
(A7"-B ) - (B-A)=A"-(B'-B)-A=A"T-A=1I,, (1.97)
et de maniére identique (B-A)- (A" -B™") =1I,. O

Propriété 15 (inverse de la transposée d’une matrice). Soit A une matrice inversible. Alors
la matrice transposée A" est également inversible, et son inverse est donné par :

(AT = (A" (1.98)
Nous avons en effet d’apres la propriété [11]
ATAT) =(ATA) =T =1,, (1.99)

la transposée de la matrice identité étant la matrice identité elle-méme (comme les éléments
non-nuls sont tous diagonaux). On montre de méme que (A~1)TAT =1,. OJ

1.6 Changement de base

Sia: E — F est une application linéaire, on peut lui associer une matrice A une fois une
base Bg ={€;,1 =1,...,n} de 'espace vectoriel de départ et une base B = {f?,j =1,...,p}
de 'espace vectoriel d’arrivée ont été choisies. ]é)videmment7 le choix de base étant, dans les
deux cas, arbitraire, la forme de la matrice dépend de la base choisie. Nous examinerons ici
la relation entre les matrices associées a différent choix de bases.

Définition 28 (matrice de passage). Soient By ={€,i=1,...,n} et Bg ={€;,i=1,...,n}
deux bases d’un méme espace vectoriel E. Tout vecteur de Be peut s’exprimer comme une
combinaison linéaire des vecteurs de B :

&=) &P,. (1.100)

Les coefficients {Pji e Ky¢i=1,...,n; j = 1,...,n} apparaissant dans cette expression
sont les composantes d’une matrice carrée P, appelée matrice de passage (ou matrice de
changement de base) de Be vers Be.

On peut ainsi voir le changement de base comme un endomorphisme P de I'espace vectoriel
E, dont P est la matrice dans la base Be.

Propriété 16 (matrice de passage inverse). Soit P, appelée la matrice de passage d’une base

Be vers une base Be. La matrice P est inversible, et la matrice de passage inverse P~ est
telle que :

=) §(P,. (1.101)
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En effet, étant donné que Bg est une base, tout vecteur de B peut s’exprimer comme une
combinaison linéaire :

&= §M,. (1.102)
En remplacant

=) (i ékPk> M Zek (Z P M ) (1.103)

(ZP%M&):@% — P-M=1I,. (1.104)

On montre de méme que

i ' i(iékMkJPji:il(iMijl) — M-P=1, (1.105)
donc M =P .

Propriété 17 (changement de base pour la matrice d’une application linéaire). Soit a :
E — F est une application linéaire associée, une fois choisie une base By ={€,i=1,...,n}
de l’espace vectoriel de départ et une base By = {f;,j =1,...,p} de Uespace d’arrivée, a une
matrice A € My (p,n).

On considere un changement de bases, tant pour l'espace de départ que pour lespace
d’arrivée. On choisit dans E la base By = {€;,1 = 1,...,n} définie par une matrice de

passage P de taillen x n :
& =) &P~. (1.106)
k=1

On choisit dans F la base @F = {d;j,j = 1,...,p} définie par une matrice de passage R de
taillep X p :

P
b =) fiR;. (1.107)

=1
La matrice associée a l’application linéaire a pour le choix de bases @E et @F est donnée par :
A’ =R'AP (1.108)

Les deux matrices A et A’ étant deux représentations différentes d’une méme application,
elles sont dites équivalentes.
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La demonstration de cette propriété est simple. Par linéarité de ’application a nous avons
premierement :

a(&) :a<i apﬁ) :ipiia(é’j). (1.109)

P
a(g) =) fAk. (1.110)
n ) P . P .
a@) =Y P> fA)N =Y fi(A-P)Y, (1.111)

a&) =) (Z d3e(R‘)“k) (AP =3 &(RT-A-P), (1.112)
=1

indiquant, par identification, que A’ =R~". A - P. O

Propriété 18 (changement de base pour la matrice d’'un endomorphisme). Soit a: E — E

un endomorphisme associé une fois choisie une base By = {€;,1 = 1,...,n}, a une matrice
A € My(p,n).
On considére une autre base de B, By = {€,1 = 1,...,n} définie par une matrice de

passage P de taillen X n :

n
&= &PY. (1.113)
k=1
La matrice associée a ’application linéaire a dans la base @E est donnée par :

A'=P'AP (1.114)

Deuzx matrices A et A’ reliées par une telle relation sont dites semblables.

Il s’agit bien évidemment d'un cas particulier du cas précédent.

1. Attention contrairement a ce que la notation laisse suggérer, Fk(A)kj est le produit du vecteur Fk par

le scalaire (A)kj .
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1.7 Trace d’un endomorphisme

Un endomorphisme a d’un espace vectoriel E est représenté dans une base B donnée par
une matrice carrée A.

L’expression de cette matrice dépendant de la base choisie dans E, il est souhaitable de
disposer de quantités indépendantes de ce choix, qui contiennent cependant une informa-
tion « utile » concernant I’endomorphisme en question. Deux quantités de ce type que nous
étudierons dans ce cours sont la trace d’'un endomorphisme que nous définirons ici, et le
déterminant qui sera 1’objet du chapitre suivant.

Définition 29 (trace d’un endomorphisme). Soit a: E — E un endomorphisme, représenté
dans une base Be par une matrice A € My(n,n). La trace de a, notée Tr(a), est définie
par :

a) = ) AL, (1.115)
i=1

c.-a.-d. par la somme des éléments diagonauz de la matrice A. Comme la définition le suggere,
cette quantité est indépendante de la base choisie pour le calcul. On peut aussi écrire cette
quantité comme Tr A.

Dans une autre base @E, définie par la matrice de passage P, 'endomorphisme a est représenté
par la matrice A’ =P~'. A . P, d’apres la la propriété . Nous voyons immédiatement que

> ) =3 (P AR =3 3 ) 3 Pki—Z(ZP“ : )AJ
i=1 i=1 i=1 j=1 kj=1 \ i=1
5k
= iAjj = Tr(a). (1.116)
j=1

Propriété 19 (cyclicité de la trace). Soient a et b deux endomorphismes sur un espace vec-
toriel E.
Tr(aob) =Tr(boa), (1.117)

qui se généralise a toute permutation circulaire (aoboc---) d’endomorphismes.
En termes matriciels, nous souhaitons démontrer que

Tr(A-B)=Tr(B-A). (1.118)
Nous avons

i=1

Tr(A-B) = i (i AQBQ) = i (i B’ iAi].> = Tr(B-A) (1.119)
j=1

, -
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Propriété 20 D’autres propriétés utiles de la trace sont les suivantes :
1. Tr(A +B) =Tr(A) + Tr(B)
2. Tr(AA) = ATr(A)
3. Tr(AT) =Tr(A)

Leur demonstration, élémentaire, est laissée en exercice. Attention, la trace d’un produit de
matrices A - B n’est pas égale au produit de leurs traces!

Exemple 10 (trace des matrices de Pauli). Reprenons les matrices de Pauli, matrices 2 x 2
étudiées a 'exemple [§] :

0 1 0 —i 1 0
01:(] O)’ 02:(i 01), 03:(0 _1>. (1.120)

On voit immédiatement que ces trois matrices sont de trace nulle.

1.8 DBestiaire de matrices

Terminons cette section par un bestiaire de matrices carrées, donc associées a des endo-
morphismes, possédant des propriétés remarquables.

Définition 30 (matrices symétriques et antisymétriques). Une matrice symétrique S est

égale a sa transposée,
§'=S§, (1.121)

alors qu’une matrice antisymétrique A lui est opposée,
Al =—A. (1.122)

Propriété 21 Notons quelques propriétés élémentaires de ces matrices symétriques et antisy-
métriques :
1. Si A est symétrique, elle est enticrement caractérisée par les éléments diagonaux et
les éléments au-dessus de la diagonale, car Ai]- = A’ _; elle possede ainsi n(n +1)/2
composantes indépendantes.

2. Si A est antisymétrique, elle est enticrement caractérisée par les éléments au-dessus de
la diagonale, A'; = —A’ | et les éléments diagonaux sont tous nuls, car A'; = —A'; = 0;
elle possede ainsi n(n — 1)/2 composantes indépendantes.

3. En conséquence, la trace d’'une matrice antisymétrique est nulle (la réciproque est

fausse!).
4. Toute matrice carrée se décompose en somme d’une matrice symétrique et d’une matrice
antisymétrique :
A+AT A-—-AT
M = > + > (1.123)
HS/—/ \7—/
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5. Si S est une matrice symétrique, pour tout N € N*, SN est une matrice symétrique.

6. Si A est une matrice antisymétrique, pour tout N pair, AN est une matrice symétrique

et pour tout N impair AN est une matrice antisymétrique. On a en effet (AN)T =
(AN = (=1)NAN.

Définition 31 (matrices diagonales). Une matrice carrée D est diagonale si elle est de la
forme :

AN O - 0
0 7\2 ce 0
=1 . . . (1.124)
0 0 - A
ce qu’on peut noter
D :diag(M,Az,...,?\n) . (1125)

C’est évidemment un cas particulier de matrice symétrique.

Propriété 22 Notons quelques propriétés immédiates mais néanmoins importantes des ma-
trices diagonales :

1. Si D est une matrice diagonale,
DN = diag(A], A, .., AN (1.126)
2. Si D est une matrice diagonale,

exp(D) = diag(exp A1, exp Az, ..., expA,) . (1.127)

Ce résultat se généralise directement aux fonctions développables en série entiere de
rayon de convergence infini (par exemple le cosinus ou le sinus).

3. Si D est une matrice diagonale,
TI“D:?\1+7\2+"'+?\71. (1128)

Définition 32 (endomorphisme nilpotent). Soit a un endomorphisme d’un espace vectoriel
E, associé¢ dans une certaine base Bg a une matrice carrée A. Cet endomorphisme est dit
nilpotent s’il existe un entier N > 1 tel que

a¥ =0, (1.129)
ot 0 désigne ici 'application nulle Vv — 6E, ou de maniere équivalente si
AN =0p,. (1.130)

Notons que la caractérisation matricielle, eqn. (1.130)), est indépendante de la base choisie,
car la matrice nulle Oy, ,, est invariante par changement de base : p-T. Onn - P = 0nn.
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Exemple 11 1l est important de remarquer qu’une matrice peut étre de carré nul sans étre
nulle pour autant. A partir des matrices de Pauli, voir I’éqn. (|1.120]), construisons les matrices :

déf. . O ] déf. . O O
o = 0'1+10'2:2<O O) , 0. = 01—102:2(1 O) (1.131)

On vérifie immédiatement que (O'i)z = 0,,.
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Déterminant

L’objectif de ce chapitre est d’étudier le déterminant plus en détail que nous 'avions fait
au premier semestre, et d’en déduire une méthode d’inversion de matrices.

Nous en profiterons pour donner quelques propriétés du groupe symétrique, ce qui consti-
tuera une premiere sensibilisation a la théorie de groupes, sur laquelle nous reviendrons a la
fin du semestre si le temps le permet.

2.1 Généralités sur les groupes

Les groupes jouent un role fondamental en physique, étant donné que les symétries des
systemes physiques s’organisent dans cette structure mathématique; la connaissance de ses
propriétés permet de comprendre plus en profondeur l'origine de concepts comme la masse
ou le spin des particules.

Nous commencerons par donner quelques notions générales avant de spécialiser la discus-
sion au groupe symétrique, qui apparait dans I’étude du déterminant.

Définition 1 (groupe). Un groupe (G,-) est un ensemble G muni d’une loi de composition
interne :

{ (GQ: Qf) : Sl “ 92 (21)
satisfaisant les propriétés suivantes :
1. associativité, (g1-92) - 93 =91 (92 93);
2. existence d’un élément neutre e € G tel que, pour tout g€ G, e-g=g-e=g;
3. emistence d’un inverse pour tout élément g € G, noté g7, tel que g-g' =g -g=e.

Remarque 1 Suivant les cas, la loi de composition interne peut désigner soit la multiplication
« X » (de nombres ou matrices) soit la composition d’applications « o », soit, de maniére
contre-intuivite, l’addition « + ».
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Définition 2 (groupe abélien) Un groupe (G, -) dont tous les éléments commutent, c.-a.-d. tel
que
V(g1,92) € G*y gi-ga=92- g (2:2)

est dit abélien ou commutatif. Dans le cas contraire il est dit non-abélien ou non-commutatif.

Exemple 1 Donnons quelques exemples simples de groupes :

1. les ensembles Z, Q, R et C munis de 'addition usuelle sont des groupes; le neutre
est simplement le zéro usuel, et I'inverse de tout élément x, au sens de la définition
précédente, est (—x). Ces groupes sont commutatifs car I'addition 'est ;

2. Les ensembles Q*, R* et C* munis de la multiplication usuelle sont des groupes; le
neutre est e = 1, et I'inverse de tout élément x, est évidemment 1/x. Ces groupes sont
commutatifs car la multiplication 'est.

3. I'ensemble GL(n,K) des matrices n x n inversibles a coefficients dans K, muni de la
multiplication matricielle -, forme un groupe. En effet :

a) le produit matriciel est associatif;
b) la matrice identité I, est telle que, pour tout M € GL(n,K), I, - M =M"-1,;
¢) linverse de M € GL(n,K) est évidemment la matrice inverse M.

Ce groupe est non-abélien (car la multiplication matricielle ne commute pas).

Exemple 2 (rotation dans le plan). En coordonnées complexes, une rotation dans le plan
centrée en lorigine correspond a la transformation z — ez o 0 € [0,27[ est I'angle de
rotation. On peut associer a chaque valeur de 0 un élément du groupe des rotations que

nous noterons R(0). Si nous effectuons deux rotations successives dans le plan, nous avons

z — e9'(e%2) = el®9z = ¢¥9(e¥¥'z). Les rotations dans le plan forment donc un groupe

commutatif, et la loi de composition est donnée par :

R(0) -R(0') =R(0')-R(0) =R(O), ©@=0+6" mod2m, O €l0,2n[. (2.3)
*
* %
Propriété 1 Tout groupe (G, -) satisfait les propriétés suivantes :
1. unicité de [’élément neutre ;
2. unicité de Uinverse g~ de tout élément g € G ;

3. le neutre est son propre inverse, €'

= e"
4. pour tout g € G, (g7") ' =g;

5. pour tout (g1,92) € G?, (g1-92)"' = gf]gf]'

Les demonstrations de ces propriétés sont évidentes.

1. Supposons 'existence d’'un autre élément neutre e’. Comme e est un élément neutre,
e-e’ =e’. Comme e’ I'est aussi, e- e’ =e. Donc e = ¢’'.
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2. Supposons l'existence de deux inverses h et h/ pour un méme élément g € G, c.-a.-d. que
nous avons g-h =eet g-h’ = e, donc g-h = g-h'. Multiplions cette égalité a gauche
par honah-(g-h)="h-(g-h’'), soit, par associativité, (h-g)-h = (h-g)-h’ d’ou,
h étant inverse de g, h =h’;

3. Comme e est I’élément neutre, e - e = e, donc par unicité (propriété 2) e est son propre
inverse ;

4. Les relations g-g~' = e et g7' - g = e peuvent s’interpréter comme exprimant le fait
que g est I'inverse de g ;

5. Par associativité, (g, - 9;')(g1-92) =g5 ' -(9;' - g1) - g2 =g, ' - g2 = e. On montre
de méme que (g1-92) - (g, - 97 ) =e. O

Définition 3 (ordre d’un groupe). L’ordre d’un groupe G, noté |G|, est le nombre de ses
éléments (qui n’est pas nécessairement fini).

Définition 4 (sous-groupe). Soit (G, ) un groupe et H C G une partie non-vide de G. (H,-)
est un sous-groupe de (G,-) si et seulement si :

1. pour tout (hyh') e H, h-h/ € H;
2. eeH;
3. pour tout h € H, h™! € H.

En d’autres termes, H C G est stable sous la loi de composition interne « - » du groupe G et
(H,-) est lui-méme un groupe.

Exemple 3 Comme nous 'avons vu, 'ensemble (Z, +) des entiers relatifs muni de I’addition
forme un groupe. Considérons nZ, pour un certain entier positif n, défini comme ’ensemble
des entiers multiples de n. Montrons que (nZ, +) forme un sous-groupe de (Z, +). Premiere-
ment, n7Z est de maniere évidente une partie non-vide de 7Z, qui contient zéro. Deuxiemement,
sikenZet k/ € nZ, il existe r € Z et v/ € Z tels que k = et kK’ = r'n; en conséquence
k+ k' =n(r+1') € nZ. Troisitmement, pour k € nZ, k = m donc —k = (—r)n e nZ. 0O

Définition 5 (sous groupe engendré). Soit G un groupe et S C G une partie de G (qui n’est
pas nécessairement un sous-groupe). Le sous-groupe engendré par S, noté (S), est le plus petit
sous-groupe de G contenant tous les éléments de S.

Définition 6 (sous-groupe cyclique). Soit un élément g € G. Le sous-groupe engendré par
g, noté (g), contient les différentes puisssances de g, c.-a.-d. ¢° = e, g, g%, etc. Le plus
petit k € N*, s’il existe, tel que x* = e, s’appelle l'ordre de g dans G et égal & l'ordre du
sous-groupe (g). Le sous-groupe (g) est un exemple de groupe cyclique, c.-a.-d. généré par un
élément unique.

Remarque 2 Si 'ordre du groupe |G| est fini, alors l'ordre de tout élément g est nécessaire-
ment fini (autrement le groupe G contiendrait une infinité d’éléments).
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Exemple 4 (rotations discrétes). On considere a nouveau le groupe des rotations dans le

plan, voir ’exemple . Pour tout n € N*, I'élément du groupe r, = R(27t/n), correspondant
a la rotation discrete

z Wy g (2.4)
engendre le sous-groupe cyclique (r,) = {1,1,, 72, ..., 7"} des rotations d’ordre n. L’ordre

de ce sous-groupe est évidemment égal a n.

Exemple 5 (groupe Z/nZ). Pour tout n € N*, on définit le groupe Z/nZ comme le groupe
additif des entiers relatifs identifés modulo n.. Cela signifie qu'un élément de Z/nZ correspond
a la classe des entiers de la forme k + nr avec r € Z, et qu'on peut le désigner par un
représentant k dans U'intervalle [0,n — 1]. La loi de composition sur ce groupe est héritée de
I’addition sur les entiers,

k+k'=k" modn, (2.5)

et k”, représentant de la classe des entiers de la forme k” 4+ nZ, est choisi dans le méme
intervalle que k et k'.

Par exemple, le groupe Z/37Z contient trois éléments que ’on peut noter {0, 1, 2}. Les lois
de composition sur ce groupe sont données par la table :

Définition 7 (morphisme de groupes). Soient (G, ) et (H,o) des groupes et @ : G — H une
application de G dans H. Cette application est un morphisme de groupes si :

V9,9'€ G, olg-g')=elg)oelg). (2.6)
Lorsque cette application est bijective, elle est appelée isomorphisme de groupes.

Exemple 6 On considere ’application

(rn) — Z/NZ
: 2.
¢ { k= k (2.7)
c.-a.-d. qui associe & la rotation z +— e*™/Mz avec k € 0,...,n— 1, Pélement k corres-

pondant du groupe Z/nZ. Cette application est évidemment bijective, et correspond a un
isomorphisme entre les deux groupes car @ (1% -1¥') = @(rf*') =k + k'
Des groupes isomorphes possedent les mémes propriétés. On voit que Z/n7Z est également

un groupe cyclique d’ordre n, dont on peut prendre comme générateur 1 € Z/nZ.
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2.2 Groupe symétrique

Définition 8 (permutation). Une permutation o de l’ensemble {1,2,...,n} est une bijection
de{1,2,...,n} dans lui-méme.

Il est d'usage de noter une permutation o de n éléments de la fagon suivante (attention a ne
pas comprendre cette notation comme une matrice!) :

1 2 3 - 0mn
o= (att) o) o3 - o) (28)
c.-a.-d. qu’on donne en-dessous de chaque entier k € {1,...,n} son image o(k) par la permu-
tatiqn.
Etant donné que les permutations sont des applications de I’ensemble {1,2,...,n} dans

lui-méme, il est possible de définir de définir la composition 0’ o 0 de deux permutations,
avec

(6’0 0)(k) = o'(a(k)). (2.9)

Exemple 7 Soient les permutations de 4 éléments,

1234 , (1234
":(2413)’ “‘(3421)' (2.10)

Nous avons par exemple (0’ o 0)(1) = 0‘/(6(])) = 0/(2) = 4. 1l est possible de calculer
rapidement le résultat de la composition de deux permutations en adoptant la notation
suivante, adaptée de (2.8) :

12 3 4
coo=12 41 3]|. (2.11)
4 1 3 2
On peut calculer de la méme maniere
12 3 4
coo’'=1(3 42 1|, (2.12)
1 3 4 2

et on remarque en particulier que le produit de permutations n’est pas commutatif, c.-a.-d. que
000’ # 0’ o0 en général.

Définition 9 (groupe symétrique S, ). Le groupe symétrique S, est défini comme l’ensemble
des permutations de n éléments muni du produit o associé a la composition de permutations.
L’ordre de ce groupe est |S,| =n!, correspondant au nombre de permutations de n éléments.

Montrons que S, forme un groupe. L’associativité de la loi de composition provient de ’as-
sociativité de la composition d’applications. L’élément neutre du groupe correspond a la

permutation identité t, telle que (k) = k pour tout k € {1,...,n}. Enfin, I'existence d'un
inverse est garantie car les permutations sont, par définition, des bijections de {1,...,n} dans
lui-mme. 0.
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Exemple 8 La permutation inverse de

1234
o:(z P 3> (2.13)

est donnée par

12 3 4
—1 .
o = (3 1 4 2) (2.14)
On vérifie immédiatement que
12 3 4
coo'=12413]=0c'oo=1. (2.15)
12 3 4
*
* %

Le groupe symétrique S, est un groupe non-commutatif (sauf pour n < 2), ce qui rend son
étude un peu difficile. Il est alors utile d’introduire des classes particulieres de permutations
dont les actions sont plus simples a décrire.

Définition 10 (transposition). Une transposition T € Sy, avec i,j € {1,2,...,n} et i # j,
est une permutation dont l'action est donnée par :

On remarque que
Tij @) Tij =1, (217)

donc toute transposition est égale a son propre inverse. Cela signifie également que toute
transposition génere un sous-groupe cyclique de S, d’ordre 2.

Passons a une classe un peu plus large de permutations particulieres, généralisant la notion
de transposition.

Définition 11 (cycle). Un cycle est une permutation ¢ € Sy, agissant comme une permutation

circulaire sur p = 2 éléments {ki, ka, ..., Ko} C{1,2,...,n}, non nécessairement successifs :
(12 K o kg e ky oM
C_(1 2 oo Ky o kg oo kg - n> (2.18)

L’entier p est appelé longueur du cycle; une transposition est ainsi un cycle de longueur 2.
On peut noter un cycle de maniére condensée comme ¢ = (a1,...,0p).

Notons qu’un cycle ¢ de longueur p est un élément du groupe d’ordre p, car il est évident
que cP est la permutation identité.
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Exemple 9 On considere la permutation :

: ?) (2.19)

qui correspond a la permutation circulaire 1 — 4,4 — 5,5 — 9 et 9 — 1. Cette permutation
est donc le cycle (1,4,5,9).

Définition 12 (support d’une permutation). Soit o € S,, une permutation. Le support de

o, noté S(o), est le sous-ensemble de {1,...,n} sur lequel la permutation agit effectivement,
c.-a.-d.

S(o) ={ie{l,...,n} t.q. o(i) #i}. (2.20)
En particulier, si o correspond au cycle (ai,...,a,), S(0) ={ai,...,a,}. Le support d’une

permutation est stable sous l'action de o, c.-a.-d. que o(S) =S.

Soit 1 € S tel que o(i) # 1. Comme toute permutation est injective o(o(i)) # o(i) donc
o(i) € Set 0(S) C S. Finalement, comme o est une bijection o et S(o) ont le méme cardinal

donc o(S) =S. O

Propriété 2 Deux permutations oy et 0, dans S, de supports disjoints, c.-a.-d. telles que
S(o7) NS(0y) =0, commutent entre elles, c.-a.-d. que 0o ¢’ = 0’ o 0.

Montrons que pour tout i € {1,2,...,n}, o7(02(1)) = 02(07(1)). Il faut distinguer plusieurs
cas de figure :
— sii ¢ S;US,, alors par définition o7(i) =1 et 02(1) =1 donc o7(02(1)) = 02(0y(1)) = 1.
— sii€e Syalorsié€ S, donc (07 0 07)(1) = 07(1) d’'une part et (0, 0 07)(1) = o2[07(1)] =
01(1) car oy(i) ¢ S; par hypothese.

— si i€ S, le raisonnement est similaire.

O

Donnons maintenant un theoreme fondamental concernant le groupe des permutations,
dont nous ne donnerons pas la démonstration, assez technique mais sans étre tres difficile.

Théoréme 1 (décomposition d’une permutation en cycles). Toute permutation o € S, se
décompose en un produit de cycles a supports disjoints; cette décomposition est unique, a

l’ordre des cycles pres.

Notons que l'ordre des cycles dans la décomposition n’a pas d’importance car des cycles a
supports disjoints commutent.
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Exemple 10 Soit la permutation
12345678 9 10
0_<431765281O 9> (2.21)
On obtient un premier cycle en partant de 1 qui donne o(1) =4 puis 4 qui donne o(4) =7,
etc. On examine ainsi I'orbite de 1 sous l'action de o. Le premier cycle de la décomposition
est donc ¢ = (1,4,7,2,3). Le premier élément restant non encore parcouru est 5, et on a
0(5) = 6 puis 0(6) = 5 donc le second cycle est ¢’ = (5,6). Finalement en partant de 8 on

obtient 0(8) = 8 puis, en partant de 9, o(9) = 10 et o(10) = 9, dont le troisieme cycle est
c” =(9,10) Cette analyse donne la décomposition

o=coc'oc”"=(1,4,7,2,3)0(5,6) 0 (9,10), (2.22)

unique a 'ordre des facteurs pres (qui n’a pas d’importance).

La connaissance de la décomposition d’une permutation en cycles permet de simplifier
grandement les calculs. Considérons par exemple 'action de la permutation o””. Etant donné
que les cycles a supports disjoints commutent, nous avons o’/ = (1,4,7,2,3)”" o (5,6)”" o
(9,10)77. Etant donné que 77 = 1 mod 2 et 77 = 2 mod 5, nous en déduisons que o7/ =
(1,4,7,2,3)* 0 (5,6) 0 (9,10).

On peut encore simplifier les choses en décomposant ¢? = (1,4,7,2,3)? comme un produit
de cycles disjoints. Regardons tout d’abord I'orbite de 1. Nous avons ¢?(1) = 7 puis c?(7) = 3,
c?(3) =4, ¢*(4) = 2 et enfin c?(2) = 1 Nous avons donc (1,4,7,2,3)* = (1,7,3,4,2) et

12345678 92 10

77 _

"‘(71426538109) (2.23)
De cette décomposition en cycles nous pouvons déduire une décomposition en « briques »

encore plus élémentaires, les transpositions.

Corollaire 1 (décomposition d’une permutation en transpositions). Toute permutation se
décompose comme un produit de transpositions.

Il suffit de constater tout cycle peut de décomposer comme produit de transpositions :

c= (kl)k2> k3) )k'p khkz (kaS k,p ]kp (224)

et d’en déduire, qu'une fois la décomposition d'une permutation en cycles achevée suivant le
théoreme [1, on peut la décomposer plus finement en produit de transpositions. O

Attention, nous avons donné une méthode permettant de décomposer toute permuta-
tion en produit de transpositions, mais cependant cette décomposition n’est absolument pas
unique ! On peut par également écrire ¢ = (ki, k2, k3, ..., Kp) = (ki,kp) o (kikp—1)o--- (kika).

1234567809
cy:(286591743> (225)
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Commencons par une décomposition de o en cycles. L’orbite de T donne 1 — 2 — 8§ —
4 —55—9—>3—6—1doncon aun cycle c = (1,2,8,4,5,9,3,6) et il ne reste que 7
qui est envoyé sur lui-méme. D’apres les deux décompositions d’un cycle en transpositions
données au-dessus, nous pouvons donc écrire immédiatement deux décompositions de ¢ en
transpositions :

0= (])2) © (2)8) © (9>4) © (4)5) © (5)9) © (9>3) © (3)6)
1,6)0(1,3) 0 (1,9) 0 (1,5) 0 (1,4) 0 (1,8) o (1,2). (2.26)

—

D’autres sont certainement possibles. Nous avons la séquence
(3,9) o0 =1(352335733), (8,4)0(3,900=(332435783), -+ (227
qui permet de remettre tous les éléments « dans 'ordre » en partant du dernier, et aboutit a
(1,2) 0 (3,1) 0 (4,3) 0 (5,3) 0 (6,1) 0 (8,4) 0 (3,2) 00 =1. (2.28)

En utilisant le fait que les transpositions sont égales a leur propre inverse et la propriété 115,
on trouve

0=(3,9)0(8,4)0(6,1)0(53)0(43)0(3,1)0(1,2). (2.29)

Nous avons ainsi obtenu simplement trois décompositions distinctes d’une méme permutation
en produits de transpositions.

*
* %

Définition 13 (signature d’une permutation). Soit ¢ € S, une permutation. On définit tout
d’abord le nombre d’inversions Z(0) que contient la permutation, défini comme

I(o) = {{i,j} ta. i<jet o(i)>o0o(j)} €N, (2.30)

c.-a.-d. le nombre de paires d’éléments dont l'ordre a été inversé par la permutation. On
définit ensuite la signature comme

e(o) = (1) e {-1,1}. (2.31)
Exemple 12 Reprenons I'exemple étudié précédemment,

(1234567
2865917

8 9

4 3> . (2.32)
Les paires inversées par la permutation sont {1, 6}, {2, 3}, {2, 4}, {2, 6}, {2, 7}, {2, 8}, {2, 9}, {3,4},
{3,6}, {3,8}, {3,9}, {4, 6}, {4,8}, {4,9}, {5,6}, {5,7}, {5,8}, {5,9}, {7, 8}, {7, 9} et {8,9}. Soit 21
inversions, et la signature de o est €(0) = —1. Ce calcul direct n’est certainement pas des
plus pratiques!
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Propriété 3 (signature d’une transposition). Soit une transposition T = (ij) € Sn. Sa signa-
ture est donnée par
e(t)=-1, (2.33)

mdépendamment des éléments échangés.

On considere sans perte de généralité que 1 < j. La transposition T correspond a une permu-
tation de la forme

T

) (2.34)
Examinns le nombre d’inversions qu’elle contient ; il s’agit de toutes les paires de la forme

{i,k} avec k =1+ 1,...,j et celles de la forme {k,j} avec k =1+ 1,--- ;j — 1. Le nombre
total d’inversions est donc

I)=—-1)+(G—i—-1)=2(j—1) —1 € 2N +1 (2.35)
qui est toujours un nombre impair ; on en déduit que e(t) = —1. O

Lemme 1 Soit 0 € S, une permutation. Sa signature est donnée par

e(o) = Hw, (2.36)
i#

ot tout couple une (1,j) n’intervient qu’une fois; on peut par exemple restreindre la somme
ail<j.

Remarquons pour commencer que U(j%:fm = G(i%:f(j), donc le choix de restreindre la somme &
1 < j n’influence pas le résultat. Il suffit ensuite de remarquer que o(j) — o(i) > 0 si la paire
{i,j} ne subit pas d’inversion et négatif sinon. Le signe de cette expression est bien celui de
€,. Enfin concernant la valeur absolue de cette expression, on note que tant le numérateur
que le dénominateur contiennent, exactement une fois, chaque facteur [i —j| avec i < j, étant

donné que o est une bijection ; la valeur absolue est donc égale a 1 apres simplification. [J.

Théoréme 2 Soient o et 0’ deuzx permutations quelconques n éléments. La signature de leur
produit satisfait
e(ooo’) =¢(0)oe(o’). (2.37)

Autrement dit, la signature € est un morphisme entre le groupe Sy, et le groupe ({+1,—1}, x)
(c.-a.-d. le groupe multiplicatif contenant les deux éléments 1 et —1).

Ce théoreme se déduit directement du lemme [l Partons de

e() =] o) —ol¥) (2.38)

j—1i
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et, o’ étant une bijection, pour tout couple {i,j} il existe un unique couple d’antécédents
{k, £}, tels que o’(k) =1 et o’(£) =j. Nous avons donc

11 0(o'(8)) —o(o’(k))

(o) = g T (2.39)
On a donc

/ o(o’(t)) — o(0’(k)) 37 o'(¢) — o' (k) o(o’(0)) — o(o’(k)) ,
e(o)e(o”) =] ] o'(0) — o'(K) == -1 —k =elooo])

kAL k£l kAL
(2.40)
O

Corollaire 2 (propriétés de la signature d’une permutation) Le théoréme[d permet d’obtenir
des propriétés importantes de la signature d’une permutation :

1. (0" =¢€(0);
2. si 0 se décompose en produit de v transpositions, alors €(o) = (—1)";

3. sic est un cycle de longueur p, alors e(c) = (—1)P7.

Les démonstrations de ces propriétés sont évidentes :
1. on utilise e(o)e(07") =e(coe) =€(1) =1;
2.si0=momo-- 0T, onae(0)=e(r)e(ty) - e(t,) = (—1)" d’apres la propriété 3;
3. un cycle de longueur p se décompose par exemple comme ¢ = (ki,k;) o (kz,k3) o
(Kp—1, kp) soit comme produit de (p — 1) transpositions, d’oti le résultat.

O
Nous pouvons retenir de ce qui précede que :

e(o) = 41 si la permutation o se décompose en un nombre pair de transpositions, et
e(0) = —1 si 0 se décompose en un nombre impair de transpositions.

Remarquons cependant que la définition méme de la signature ne fait pas appel a une
décomposition en transpositions proprement dite et, cette décomposition n’étant pas unique
(voir I'exemple , nous remarquons que la signature d’une permutation o est indépendante
de la décomposition en transpositions choisie.

La compréhension acquise du groupe symétrique et de ses propriété nous permettra d’étu-
dier en détail le déterminant a la section suivante, et d’en déduire nombre de ses propriétés.

2.3 Déterminant d’une matrice

Le déterminant peut étre considéré de différentes points de vue soit comme le déter-
minant d’une famille de vecteurs, soit comme le déterminant d’une matrice, soit comme le
déterminant d’'un endomorphisme ; nous commencerons par le premier.
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2.3.1 Déterminant d’une famille de vecteurs

Définition 14 (déterminant d’une famille de vecteurs dans une base). Soit E un espace

vectoriel de dimension n muni d’une base B = {€1,...,€,}. Le déterminant detg associé a
cette base est l'unique application
E™ — K
dety : S S S S S 2.41
B { (Vi,Va,...Vn) +— detg(Vi,Va,...Vy) ( )
multilinéaire, c.-a.-d. que pour tout k € {1,...,n}
detg (vy, .. .,7\\7k + LLVT)k, ce oy V) = Adetg (Vi ... ,\7k, ey V) + ndetg (Vi ... ,Wk, ey Vi)
(2.42)
totalement antisymétrique,
Yo € Sn N detg(\_}g(”,\_fg(z),...,vg(n)) = €(0') detg(\71,\72,...,\7n) (243)

et telle que det(€y,...,€,) = 1.

L’unicité du déterminant peut se comprendre en faisant appel au cours du premier semestre.
Le déterminant est en effet rien d’autre qu'une m-forme, et nous avions vu que l’espace
vectoriel des n-formes est de dimension 1. La condition sur le déterminant de la base fixe
alors I'indétermination restante.

Propriété 4 (déterminant d’une famille liée). Soit E un espace vectoriel de dimension n
muni d’'une base B, et {Vi,Vs,...Vn} une famille de vecteurs non nuls. Si cette famille est liée
alors le déterminant detg(Vy,...,Vy) est nul. En particulier,

detg(\ﬂ,...,Vk,...,ﬁk,...,ﬁn):O. (244)

Cette propriété est une conséquence directe de 'antisymétrie. En effet si la famille est liée, il
existe r € {0,...,n} tel que v, = wvj + - - - + U, vy, ol la somme de droite n’inclut pas v, et
ou les coefficients py, ..., W, ne sont pas tous nuls. Par multilinéarité on peut développer ce
déterminant, et pour chacun des termes obtenus

e detg(\ﬂ, N ,\_’:n e ,\_1}, oo ,6n) = — detg(\_}], e ,\7T, N ,\_)'r, e ,\_1}1) = 0, (2.45)
par antisymétrie du déterminant sous 1’échange des deux arguments égaux. O

Propriété 5 (déterminant d’une famille de vecteurs en composantes). Soit E un espace
vectoriel de dimension n muni d’une base B = {€i,...,€n}, et {V1,Va,...V.} une famille de
n vecteurs, qui se décomposent dans la base choisie comme :

n
Vie=) vié. (2.46)
(=1
Le déterminant de la famille de vecteurs est alors donné par :
dets (Vi,Va, ..., V) = Z e(o)vfmvf(z) ey (2.47)
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En utlisant la multilinéarité du déterminant,

n n
detg(w,...,vn) = detg ( E V]1€g1,..., E vn“egn>
6H=1 In=1
n

I ¢ S o -
= E V'V, v dety (€4, €0,y - - -y €0, ) (2.48)
0402yl =1

D’apres la propriété [ les seuls termes non-nuls dans la somme multiple sont les termes pour
lesquels les n vecteurs {€;,, €, ..., €} sont tous distincts. Par définition, étant donné que
S, contient toutes les bijections de S,, dans lui-méme, il existe une unique permutation o
telle que

o(1,2,...,m) = (41, 8y ..., 0). (2.49)

Sommer sur tous les termes non-nuls de la somme multiple revient alors & sommer sur toutes
les permutations de n éléments. Nous avons donc :

- " 1), o2 S5 = "
detg(Vi, ..., V) = Z vf( )vf( )~--vr‘f(”) dets (€s(1), €o(2)y -« + » €on)) (2.50)
0€SH
puis, en utilisant 'antisymétrie (cf. eqn. (2.42)), on trouve :

dets(Viy..., V) = Z e(c)vf( )vf( oo™ dety (81,85, . .., En) (2.51)
0E€SH —1

d’ou le résultat. O

Remarque 3 (symbole de Levi-Civita). Le déterminant peut également s’écrire en utilisant
le symbole de Levi—Civita étudié au premier semestre :

€i.i, = +1 si (1112 --1n) est une permutation paire de (12---n)
€iy.in, = —1 si (1112 --1n) est une permutation impaire de (12---n)
€i;..i, =0 siun de ses indices apparait au moins deux fois. (2.52)
Nous avons alors .
dets (Vi ..oy Vn) = D €4qvy’ - vin. (2.53)
i1yin
*
b S
On considere une famille de vecteurs (Vy,...,V,), avec p < n, et on cherche a determiner
s’ils sont linéairement indépendants. Lorsque p = n, il suffit de vérifier que det(vy,...,V,) # 0

comme nous venons de le montrer. Lorsque p < n le critere prend une forme un peu différente.
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Propriété 6 (critére d’indépendance linéaire). Soit E un espace vectoriel de dimension n,
et {(Vi,...,Vp} une famille de vecteurs avec p < n. Cette famille est libre (c.-a.-d. que les
vecteurs sont linéairement indépendants) si et seulement si l'un (au moins) des déterminants
P Xp formés avec une sélection p parmi leur n composantes (identique pour tous le vecteurs),
dans une base quelconque, est non nul.

Soit B = {€;,1 = 1,...,n} une base de E. On suppose sans perte de généralité que le
déterminant formé par les p premieres composantes de tous les vecteurs est non nul. Ces
composantes vij, pour i = 1,...,p (numéro du vecteur) et j = i,...,p (composante du
vecteur) peuvent étre comprises comme les composantes de p vecteurs « tronqués » Wi dans
le sous-espace vectoriel a p dimensions F = Vect (€j,...,€,), avec W; = L v,’€;. Comme,
par hypothese, det(wr,...,W,) # 0, ce sont des vecteurs linéairement indépendants de F,
c.-a.-d. que

D AW =0 = A==\, =0. (2.54)

Si on considere maintenant les vecteurs « complets » Vi, pour tester I'indépendance linéaire
on considere le systeme

P
> A =0, (2.55)
i=1
qui contient les mémes équations que le systeme (2.54)), plus (n — p) équations homogenes
supplémentaires qui sont compatibles avec la solution Ay = A, = --- = A, = 0 imposée par
les p premieres équations. Donc que la famille de vecteurs {Vi,...,V,} est libre.

Pour la réciproque nous devons anticiper sur la suite du cours et utiliser les résultats
de la sous-section [2.3.2| Supposons que la famille (Vi,...,V,,} est libre. Elle génere alors
un sous-espace vectoriel Vect{V,...,V,} C E de dimension p. On peut alors compléter ces

vecteurs par (n — p) vecteurs de base {€,,,, ..., €, afin de former une nouvelle base de E,

B={v,... s Vpy €kyi1y - - -y €k ). Renumérotons les vecteurs {€3,. .., €.} de la base B suivant :

{1>2>---)n}:{kh---ak’p}u{kp—&-])---kn} (256)

et définissions une base B = {ﬂ, i=1,...,n} a partir de la base B par un ce réarrangement
de l'ordre des vecteurs :

vie(l,...,n}, fi=¢,. (2.57)

Ecrivons alors la matrice P comprenant les composantes des vecteurs de la base B dans cette
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base B réorganisée, c.-a.-d. la matrice de passage de B vers B:

k k

P } ...... P ; 0 - .0

Kp kp .
Py PEoO 0

P=|" v (2.58)

: 1 -0

: 0’ :
P P 0 01

Par construction son déterminant est non-nul car il s’agit d’'une matrice de passage. Cette

matrice étant triangulaire par blocs, en utilisant la propriété [§ on trouve

P" p4l 10 o [p" pX
detP =] - 2 ' X140 (259
: : : .0 : :
P Pl 0 o 1l |pY P
par hypothese. O

2.3.2 Déterminant d’une matrice carrée

Comme nous l'avions vu au cours [I] une matrice A de taille n x p peut étre considérée
comme une juxtaposition de p vecteurs colonnes A;, chacun contenant les composantes d'un
vecteur d; dans une certaine base B d’un espace vectoriel de dimension n. Pour une matrice
de taille n X n, nous obtenons une famille de n vecteurs colonnes dont nous pouvons calculer
le déterminant.

Remarque 4 Comme un vecteur colonne est défini par rapport a une base donnée, nous
écrirons le déterminant sans l'indice B faisant référence a la base choisie.

Définition 15 (déterminant d’une matrice carrée). Soit A € My(n,n) une matrice carrée.
Son déterminant est égal a celui de la famille de ses vecteurs colonnes,

det A = det (A1, Ay, ..., A,) (2.60)

et s’exprime donc en termes des composantes (A)lj = a'y, d’aprés la pfmpm'été@ comme

det A = Z e(0)a’Ma®? ... g7V (2.61)
0ESK
Le déterminant de A s’écrit aussi comme
(111 (112 a1n
detA =]A7A,-- Al = : : (2.62)
ay a% a,
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Exemple 13 (déterminants en petite dimension). Considérons les déterminants associés aux
matrices en dimension 1,2 et 3 :

1. en dimension 1, une matrice A se réduit a un coefficient a € K et det A = a;
2. en dimension 2, S; ={,(1,2)} et nous avons
a', d,

det A =
© a? d

= e(Ya'a’, + €((1,2))a%a', = da®, — a%d'y; (2.63)

3. en dimension 3, S; ={y, (1, 2,3),(1,3,2),(1,2),(1,3),(2,3)} et on a donc

1 1 1
ay, a, aj
3 3 3
a’y a, aj

2 2

1 1 12 12 12 12
=a',a%a’; + d,a%ad’, + aljatd?, — adlyat b — a'jahad — aljahad, (2.64)

ot nous avons fait figurer tout d’abord les deux permutations circulaires vers la droite
et la gauche (permutations paires) puis les 3 transpositions (permutations impaires). Il
existe différentes méthodes graphiques pour retrouver ce résultat.

Propriété 7 Le déterminant de matrices carrées satisfait les propriétés suivantes :
1. Pour toute matrice A €€ Mx(n,n) et pour tout A € K, det(AA) = A"det A ;
2. Le déterminant d’une matrice est égal a celui de sa transposée, det A" = det A ;

3. Pour toutes matrices A,B €€ Mx(n,n),

det(A - B) =det A detB (2.65)

Les preuves de ces propriétés sont les suivantes :

1. Nous avons par multilinéarité
det(AA) = [AALAA,, . AAL | = A|AL A, AA = = A A Ay Ay (2.66)
2. On écrit, par définition de la transposée

det A" = e(0)(AN)T" - (AT = Y e(0)alyr apy @ s (267)

0ESH 0ESH
Comme toute permutation est une bijection, I’ensemble {o(1),...,0(n)} est identique
a{1,2,...,n}. On peut donc poser { = o(k), ou de maniere équivalente k = o' ({), et

écrire le produit de composantes de la matrice, en réordonnant les termes, comme

! k o (1) o (¢) —1
ac(])"'ac(k)"'ang(n):a1 ...ae ___aan(n).
Nous avons donc
I L O AR 29
0ESH
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On peut finalement troquer la somme sur les ¢ € S,, par la somme sur les p = o~' € S,,,
qui décrit également une fois le groupe, et on trouve

det AT = Z e(pNa’ .ol = Z e(p)ap(ﬂ) coaPM =det A, (2.69)

pESH PESH

oll nous avons utilisé la propriété e(p~") = e(p).

3. Les colonnes de la matrice C = A - B ont pour composantes
() =) _a"b =) bY(A, (2.70)
k=1 k=1

donc les vecteurs colonnes de C sont des combinaisons linéaires des vecteurs colonnes
de A, C; = > bijk. Nous avons donc, en effectuant un tel développement pour
chaque colonne et en utilisant la multilinéarité du déterminant,

n

detC=|Cy--Col= Y B b A - Ay, (2.71)

K1,K2 ek =1
Dans chaque terme [Ay, - -- Ay, |, antisymétrie du déterminant indique que seuls les
termes pour lesquels (ki, Kz, ...,Kk,) est une permutation de (1,2,...,n) contribuent.

On peut donc comme précédemment remplacer la somme multiple par une somme sur
toutes les permutations de n éléments et on obtient :

detC= ) b7 b Ay - - A = (Z b7 'bggl)e(ﬁ)> Ay - Ay

0€Sn 0ESH
(2.72)
ol nous avons utilisé I'antisymétrie de A dans la derniere étape, donnant le résultat
attendu. O

Remarque 5 (déterminant d’une famille de matrices ligne) Etant donné que le déterminant
d’une matrice A est égal au déterminant de sa matrice transposée A", on peut aussi définir
le déterminant par rapport a da décomposition en matrices ligne AY, c.-a.-d. comme

A1
AZ
detA=1| . |. (2.73)
Aﬂ,
Remarque 6 Attention, en général det(A + B) # det A + det B. Il ne faut pas confondre les
propriétés du déterminant avec celles de la trace.
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Propriété 8 déterminant d’une matrice triangulaire). Soit M € My(n,n) une matrice
triangulaire supérieure par blocs, c.-a.-d. de la forme

M= (g g) ) (2.74)

ot A est une matrice carrée p X p, B une matrice carrée q x q, C une matrice p x q et QO
la matrice nulle q X p, avec p+ q =n. Le déterminant de M satisfait :

det M = det A detB. (2.75)

Reprenons la définition du déterminant d’une matrice,
det M = Z € m m 22) oemom (2.76)
0ESH

Comme M est une matrice de la forme (2.74)), il est clair qu'un terme de la somme ne peut
étre éventuellement non nul que si

o(1),0(2),...0(p) €{0,1,...,pJ, (2.77)

pour ne pas qu'y contribuent des éléments de la matrice nulle Q. Cela implique évidemment
que, pour les entiers restants,

op+1),0(p+2),...cn) e{p+1,p+2,...,n}, (2.78)

Il existe donc des permutations 7t € Sy, et p € Sq telles que :

vje{l,...,p}, m()=o0() (2.79a)
vke{l,...,q}, p+plk)=o0cp+k) (2.79D)
(2.79¢)

On peut alors écrire le déterminant de M, en ne gardant que les termes éventuellement
non nuls, comme
detM= Y e(o)a™ - a™@b’} . b0 (2.80)
mESH,PESq
en termes des composantes de A et B. Les relations (2.79)) signifiant que les permutations
subistant dans la somme correspondent a la composition de deux permutations a supports
disjoints, 7t et p, nous avons €(o) = e(m)e(p), d’ou

nESpe PESq

=det A detB. (2.81)
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Notons qu’on obtiendrait la méme propriété avec une matrice triangulaire inférieure par

blocs, c.-a.-d. de la forme
A O
M = (C B> , (2.82)

en utilisant le fait que det M = det M™, nous ramenant au cas précédent.
Par récurrence sur le nombre de blocs, on peut aussi facilement généraliser la propriété
démontrée a

Al *  x %
0 Ay x *
det | . =det Ajdet A, ---det As. (2.83)
: LT %
0 -~ 0 A,

Corollaire 3 Soit A € My(n,n) une matrice triangulaire supérieure, c.-a.-d. de la forme

(11] (1;2 . a;n
O a PR a
A= 2 A (2.84)
0 - 0 a"
Le déterminant de A est alors donné par le produit de ses éléments diagonauz, soit
detA =a'ya%---a", . (2.85)

Ce résultat est une conséquence directe de I’équation (2.83)).
Remarquons que dans le cas d’une matrice diagonale, c.-a.-d. une matrice carrée de la
forme

ay, 0 0
o>
A — 2 (2.86)
) 0
0 0 a%,
on trouve évidemment
detA =a'ya?,---a",, (2.87)

s’agissant d'un cas particulier du précédent. On pourrait dans ce dernier cas en faire une
demonstration beaucoup plus directe que nous laissons en exercice.

2.4 Développement d’un déterminant

Une méthode extrémement puissante pour évaluer un déterminant consiste, au lieu de
calculer par force brute la somme sur toutes les permutations de S,, a effectuer un dévelop-
pement en lignes ou colonnes pour se ramener au calcul de déterminants plus petits, puis par
itération a éviter tout calcul direct de déterminant.
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Définition 16 (mineur d’une matrice). Soit A € My(n,n) une matrice n x n. On note //A\\ij
la sous-matrice (n — 1) x (n — 1) obtenue en supprimant de A la i-eme ligne et la j-iéme
colonne. Le déterminant de la sous-matrice Aij est appelé mineur d’ordre (n—1) de la matrice
A, pour le couple (i,j).

On introduit également le cofacteur Ai]-, €gal au déterminant du mineur ;‘\\ij a un signe
pres :

Al = (—1) det A (2.88)

Propriété 9 (développement selon une ligne ou selon une colonne)
Soit A € My(n,n) une matrice n x n. Le déterminant de A peut se développer selon la
i-eme ligne comme :
n
detA =) a'jAY, 1 fizé (2.89)
j=1

ou bien selon la j-éme colonne comme :

detA =3 a'AY, j fizé (2.90)

i=1

Pour démontrer la formule (2.89)), développons le vecteur colonne A; comme

al. al. 0 0
) )
(lzj 0 azj :
3
Aj: a’ | = 0|+ 0 e . (2.91)
: : : 0
a™ 0 0 an

Par linéarité du déterminant par rapport a la j-ieme colonne, on peut développer det A comme
une somme de determinants de matrices ou, dans la j-éme colonne, apparait un des termes

du développement ([2.91)).

Plus explicitement Nji la matrice obtenue a partir de la matrice A en remplagant a j-ieme
colonne par le i-eme terme du développement (2.91)), c.-a.-d.

j—1

Ny=| @0 o N (2.92)
ooy — i-eme ligne
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Nous avons alors, par linéarité du déterminant de n vecteurs colonne par rapport au j-ieme
vecteur,

det A =det N'; + det N% + - -+ + det N™ . (2.93)

Il reste a calculer le déterminant d’un des termes de la somme, c.-a.-d. le déterminant d’une
matrice Nij. Si nous voyons det Nij comme le déterminant d’une famille de vecteurs colonne,
il est possible par une série de j — 1 transpositions, déplacer la j-eme colonne vers la gauche
pour la mettre en premiere position :

det N = (—1y'| % - o o (2.94)

olt le signe (=)' est la signature de la permutation effectuée.
Il est ensuite possible, en permutant les vecteurs lignes de la matrice, d’amener 1’élément

aij en haut a gauche, par une succession de (1 — 1) transpositions, afin d’obtenir :

aij ai] aij_1 ain ain
. . 10
det N, = (=17 (=) | N (2.95)
: Alj
0

faisant apparaitre la matrice //A\\ij obtenue, rappelons-le, en otant de la matrice A la i-eme ligne

et la j-eme colonne. Etant donné que les éléments de la premiere colonne, sauf le premier,
sont nuls, on peut utiliser la propriété [§] concernant le déterminant de matrices triangulaires
par blocs et on obtient

i j—1 i—-1 1 Al i i

puis, en considérant tous les termes dans la somme , le résultat attendu. La for-
mule concernant le développement en lignes se démontre de la méme maniere, soit
en prenant la transposée, soit en développant le i-eme vecteur ligne d'une maniere analogue
» ([297). 0

Le développement suivant une ligne ou suivant une colonne permet de simplifier gran-
dement le calcul d’un déterminant de grande taille, car il permet de passer du déterminant
d’une matrice n x n (donc avec n! termes dans la somme sur les permutations) & une somme
de n déterminants de matrices de taille (n—1) x (n— 1), qui peuvent eux-mémes ce calculer
de cette maniere en itérant le processus.
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Exemple 14 Soit le déterminant

1T 2 3 1
-1 0 1 2

det M = 2 1 1 (2.97)
T 0 —11

Il est évidemment judicieux de développer suivant la seconde colonne qui comporte deux
zéros. On trouve

det M =2 x A, +0 x A% + (—1) x A%, +0 x A%
— 2 x (=1)2 “% 111]+(—1) X (—1)3+2H j%)

= (14T -4-2-1-2)+(1+6+1—-14+2+3)=18+12
=30 (2.98)

*
* %

Comme dans cet exemple il est utile, le cas échéant, de choisir une ligne ou une colonne
comportant des zéros pour diminuer le nombre de termes a calculer. Lorsque la matrice ne
comporte pas ou pas suffisamment de zéros pour procéder de la sorte, il est possible d’en faire
apparaitre d’avantage en combinant les lignes ou les colonnes dans le déterminant.

Propriété 10 (combinaison de colonnes ou de lignes).

Soit A € My(n,n) une matrice, qui se décompose en termes de ses vecteurs colonnes comme
A = (A,Ay -+, A,). La matrice obtenue en ajoutant a un vecteur colonne A une combi-
naison linéaire arbitraire des autres colonnes, ce que l’on notera

k#j

possede le méme déterminant que A, c.-a.-d. que

det A =|A1, Az, Ay Anl = |AL Ay AT+ ) N Ay (2.100)
k#
En raisonnant avec la transposée de la matrice, on arrive a la méme conclusion si on ajoute

a a un vecteur ligne A* une combinaison linéaire arbitraire des autres colonnes, ce que [’on
notera A« A+ 3 AA"

Al Al
det A = |At| = |A'+ 3 AA (2.101)
Am A
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Considérons le déterminant

d=|AAy A+ ) NAy, - A, (2.102)
k]
Par linéarité du déterminant par rapport a chacun des vecteurs colonnes, nous avons
d=det A+ ) A|Aj,Ag - Ay, Ayl (2.103)
P

Chacun des termes de la somme contient deux fois le méme vecteur colonne, et s’annule donc
en vertu de la propriété |4. Nous avons donc d = det A. La preuve de la propriété (2.101]) en
découle directement en prenant la transposée de la matrice. 0

Remarque 7 Il faut faire attention a utiliser ces manipulations a bon escient. Toute manipu-
lation doit pouvoir se décomposer en étapes consistant chacune a une seule substition dans
une colonne Aj ¢« Aj+3", s AcAy ou bien une seule substitution de ligne Al — A4, ” AAL

On pourrait si nous n’y prenons pas garde arriver a des conclusions absurdes. Par exemple,
le remplacement simultané A; «— A; — Ay, A, «— A, — A4, §’il était autorisé, permettrait
d’obtenir que tout déterminant est nul (car on obtiendrait un déterminant avec deux colonnes
identiques) !

Exemple 15 Soit le déterminant :

12 3 4
-1 1 6 2

detM=|, | 7 ] (2.104)
12 9 -3

On peut remarquer que la troiseme colonne contient uniquement des multiples de 3. On peut
donc faire la manipulation suivante :

1 2 3 4

3 -3 0 —6|A2 A2_2A]
detA=)3" 1" 0 5 [A3c APL A
2 4 0 —15/ A% AT _3A

et ce déterminant ce calcule simplement par un développement suivant la troisieme colonne :

(2.105)

-3 -3 -6
det A =mlL AL, =3(-1)"3 13 1 5 (2.106)
-2 —4 —15

A cette étape on peut soit faire le calcul direct soit faire apparaitre encore des zéros par les
remplacements sur les colonnes, A; «+— A; — Ay et A3 «— A3z — 2A,, donnant :

-3 0 0 2
detA=3[3 -2 —1[=3x(=3)x (=" 5 —11‘
-2 -2 -1
=—9(22—-2)=-180 (2.107)
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Les combinaisons de lignes et de colonnes permettent non seulement de faire apparaitre
des zéros mais, pour des matrices dépendant de parametres, d’obtenir le déterminant sous
une forme plus factorisée en faisant apparaitre un méme facteur sur une ligne ou une colonne
qu’on peut alors mettre en facteur en dehors du déterminant.

Exemple 16
Calculons le déterminant suivant, en effectuant tout d’abord A" « A' + A% + A3 :
a—b—c 2a 2a a+b+c a+b+c a+b+c
d= 2b b—c—a 2b = 2b b—c—a 2b
2c 2c c—a—> 2c 2c c—a—>
1 1 1
=(a+b+c)[2b b—c—a 2b (2.108)

2c 2c c—a—>

On peut ensuite faire la substitution A; «— A; — A et Ay — Ay — Ay

1 0 0
d=(a+b+c¢c)|2b -b—c—a 0

2c 0 —c—a—>b

10 0 1o
=(a+b+c)P2b =1 0|=(a+b+c)*x1x (=1

0 -1

2c 0 -1

=(a+b+c)’ (2.109)

2.5 Inversion de matrice

Une application importante du déterminant est 'inversion de matrices. Le déterminant
permet premierement de savoir si une matrice est inversible, et deuxiemement de calculer cet
inverse.

Propriété 11 Le déterminant de la matrice identité est det(I,,) = 1.

Nous avons immédiatement

detTy =Y e(0)(I)%" (1)%" - ()T = > e(0)8%6% - 5 =1, (2.110)

0ESH 0ESH

car seule la permutation identité (avec 1 = o(1), 2 = 0(2), etc.) contribue.
Lemme 2 Si la matrice A € Mx(n,n) est inversible, alors le déterminant de son inverse
A~ satisfait

det (A7) detA =1. (2.111)
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Il suffit d’utiliser la propriété .1 au produit A~'- A. Nous avons d'une part

det(A7"-A) =det(A ) det A, (2.112)

et d’autre part
det(A7"-A) =det(I,) =1, (2.113)
d’apres la propriété [11] O

Théoréme 3 (condition d’inversibilité).
Une matrice A € My(n,n) est inversible si et seulement si det A # 0.

Soit A € My(n,n) une matrice telle que det A # 0. Cela indique que ses n vecteurs

colonnes sont linéairement indépendants, comme |Ay - -- A, | # 0. On peut considérer chaque
vecteur colonne A; comme formé des composantes de I'images a(€;) du vecteur de base €; de
la base B choisie pour E. Si les n vecteurs {a(e;),i = 1,...,n} sont linéairement indépendants,

il forment une base de E et I'application a associée a la matrice A est bijective. D’apres la
propriété [I13 du cours[I], la matrice A est alors inversible.

La réciproque de ce théoreme est évidente, en utilisant le lemme [2[ qui implique que, si
A~ existe, det A # 0. O

Le déterminant permet non seulement de savoir si une matrice est inversible, mais aussi
de calculer efficacement son inverse proprement dit.

Définition 17 (comatrice). Soit A € My(n,n) une matrice carrée 1 x n. La comatrice
associée a A, notée Com A, est la matrice n X n formée par les cofacteurs de A :

(ComA)';, = A, = (—1)" det A;. (2.114)
Théoréme 4 Soit A € Mx(n,n) une matrice carrée n x n. On a
A - (ComA)" = (ComA)"-A =1TdetA (2.115)

impliquant, si A est inversible (c.-a.-d. si det A # 0), que sa matrice inverse est donnée par :

o]
~ detA

(ComA)* (2.116)

Considérons 1’élément de la i-eme ligne et de la j-ieme colonne du produit matriciel A -
(ComA)". 1l faut distinguer deux cas de figure :
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— Sij =1, nous obtenons, en prenant en compte la transposition de la comatrice :

( (comA> Za (ComA)' ZakAl (2.117)

Cette expression n’est rien d’autre que le développement par rapport a la i-eme ligne
du déterminant de A, voir I’éqn. (2.89)), donc cette quantité est égale a det A.

— sij #1, la somme

(A - (ComA)" ) =Y ay (ComAY, =Y a4, (2.118)

L k=1

peut s’interpréter, en comparant avec 1'éqn. , comme le développement suivant
la j-ieme ligne du déterminant d’une matrice obtenue a partir de A en remplagant les
éléments de la j-ieme ligne par ceux de la i-eme ligne. La matrice en question ayant
deux lignes égales, son déterminant est nul.

En combinant ces deux cas de figure, nous avons donc montré que :
i .
(A - (Com A)T> =5 detA. (2.119)
j

On obtient de la méme maniere, en considérant le développement (2.91)) par rapport aux
colonnes, que

((ComA)T . A)lh =5 det A, (2.120)
)

Lorsque det A # 0, on peut évidemment diviser ces deux égalités par det A, et on obtient
que (Com A)" est bien la matrice inverse de A. O

Exemple 17 Soit une matrice 2 x 2 inversible quelconque,

A:(‘C1 3) , detA=ad—bc#0. (2.121)

Sa comatrice est donnée par
d —c

ComA = (—b a ) (2.122)

et on en déduit son inverse :
1 1 d -b
Al= A = —— . 2.12
der A (ComA) = e (—c a) (2.123)
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2.6 Déterminant d’un endomorphisme

Rappelons qu'une matrice carrée peut étre interprétée comme 1’ensemble des composantes
des images d’une base By ={¢€;,1 = 1,...n} par un endomorphisme a: E — E, c.-a.-d.

n
& — a(@) =) &ad}. (2.124)
j=1

La matrice A, de composantes (A)*

j = aij, obtenue de la sorte dépend évidemment de la
base choisie sur E.

Rappelons d’apres le chapitre [1| que dans une autre base @E ={€,1=1,...,n}, reliée a
la premiere par la matrice de passage P dont les composantes sont données par :
n
&=) &Py, (2.125)
j=1

la matrice A’ associée & 'endomorphisme a s’exprime comme (voir éqn. (1.114)) :
A'=P.A.P, (2.126)

c.-a.-d. que A et A’ sont des matrices semblables.

Propriété 12 Deux matrices semblables ont méme déterminant.

Soient A,A’ € My(n,n) deux matrices semblables. Il existe alors une matrice inversible
P € cMk(n,n) telle que A’ = P~' - A - P. Calculons le déterminant de A’. Nous avons :

det A’ =det (P7'-A-P) =detP ' xdet A xdetP = xdet AxdetP =detA. (2.127)

O

Définition 18 (déterminant d’un endomorphisme). Soit a: E — E un endomorphisme d’un
espace vectoriel E de dimension n, et soit Bg une base quelconque de E et A la matrice
associee a l’endomorphisme a dans cette base. Le déterminant de [’endorphisme a, noté
det a, est alors défini comme :

det P

deta = det A, (2.128)
idépendamment de la base choisie.
L’indépendance par rapport au choix de la base découle directement de la propriété [12]

Propriété 13 Soient a: E — E et b: E — E deur endomorphismes d’un espace vectoriel E
de dimension n. Nous avons

det(aob) =deta x detb (2.129)

Propriété 14 Soit a: E — E et b: E — E un endomorphisme d’un espace vectoriel E de
dimension n. Cet endomorphisme est bijectif si et seulement si det a # 0, et alors

1
det(a™) = : 2.130
(@) == (2.130)
Ces propriétés sont immédiates en passant a 1’écriture matricielle, dans une base arbitraire
de E. O
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Systemes linéaires

L’objectif de ce bref chapitre est d’appliquer les outils d’algebre linéaire, en particulier
le déterminant, pour résoudre des systemes linéaires d’équations algébriques. De tels sys-
temes joueront un role important dans les chapitres suivants concernant la réduction des
endomorphismes.

3.1 Systémes linéaires

Définition 1 (systéme d’équations linéaires algébriques). Un systéme d’équations linéaires

algébriques, défini pour une famille de parametres {(1ij eKii=1,...,p,j = 1,...0n} et
{b* e K;i=1,...,p} est donné par le jeu de p équations linéaires :
alx!' +a,x*+---+a x" = b
aix! + a?x? + a2 Xt = b? 31)
ahx! + aP,x? —l— L A= Bp

dont on cherche ’ensemble des solutions 8, éventuellement vide, pour les n inconnues du
systeme {x' € K;1=1,...,n}.

Définition 2 (systémes compatibles et incompatibles). Un systéme d’équations linéaires est
dit incompatible si [’ensemble des solutions & est l'ensemble vide, et dit compatible si S est
non vide.

Remarque 1 (interprétation géométrique). Chacune des équations algébriques composant
un systeme linéaire,
aix' +a x4+ 4 al XM =D, (3.2)

peut étre interprétée géométriquement comme [’équation d’un hyperplan affine H C K™
Lorsque bt = 0, [’équation définit un hyperplan vectoriel H qui est un sous-espace
vectoriel de K™ de dimension (n—1).
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En effet lorsque b = 0, si (x',...,x") € H et (y',...,y™) € H alors toute combinaison
linéaire de ces deux vecteurs de K™ appartient a H :

ay (' + uy") + @'y (A + wy?) + -+ at (™ + py™)
=A(a)x' +a' x4+ a x™) 4 (aly' +ayt o+ dyt) =0 (3.3)

> /

-~
=0

9

O

En conséquence, le systeme défini par le jeu d’équations (3.11)) peut étre interprété géomé-
triquement comme le lieu géométrique dans K™ associé a 'intersection, éventuellement vide,
de p hyperplans affines.

Exemple 1 (équation de droite dans ’espace). Soit le systeme d’équations linéaires :

x+y+z =1
(rrure =1 "

La premiere équation définit I'unique plan de R3 passant par les points de coordonnées
(1,0,0), (0,1,0) et (0,0,1). La seconde équation définit la plan parallele au plan (Ox, Oy)
passant par le point de coordonnées (0,0,2). Leur intersection, non vide, définit une droite
représentée sur la figure 3.1

FiGURE 3.1 — Intersection de deux plans.
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3.2 Points de vue vectoriel et matriciel

Le systeme ({3.11)) peut s’interpréter du point de vue vectoriel en définissant les vecteurs
colonne suivants :

b! a’
dét. b2 déf. a?; .
B = : , A = : , i1ef{l,...,n} (3.5)
P o

de telle sorte que (3.11]) s’écrive :
XAy +x*A;+ - +x"A, =B (3.6)

Propriété 1 Soit le systéeme linéaire d’équations algébriques défini par ’équation et
exprimé en termes des vecteurs colonnes par l’équation . On consideére que les
vecteurs colonnes {Ai,1 = 1,...,n} et B sont associés au développement dans une base B

d’un espace vectoriel E de dimension p des vecteurs {di, i =1,...,n} et b respectivement.
1. Sib ¢ Vect (dy,...,dn) alors le systéme n’admet pas de solution ;
2. Sib € Vect (diy...,dn) alors le systéme admet des solutions et ces solutions dépendent

de n —r paramétres, ou v = Rang (dj,...,d,).

La résolution du systeme (3.6) revient a déterminer I’ensemble :

S — {(x‘,...,x“) €K tq.  X'd +xXEE At X = 6} : (3.7)
c.-a.-d. 'ensemble des combinaisons linéaires des vecteurs {d;, i = 1,...,n} égales a b.
Notons F = Vect (dy, ..., d,), sous-espace vectoriel de E. Dans le premier cas b ¢ Fetil
n’existe aucune combinaison linéaire des vecteurs {d;, i = 1,...,n} égale a b, donc 8§ = 0.
Dans le second cas de figure, soit 1 = Rang(dj,...,d,). Le rang r d’une famille de n
vecteurs d’un espace de dimension p satisfait a la fois r < n et r < p, voir le théoreme 4] du
cours (I} Parmi les n vecteurs {d;, i = 1,...,n}, r sont linéairement indépendants; on peut

considérer, sans perte de généralité, que ce sont les r premiers. Nous avons alors

F = Vect (dy,...,d,) = Vect (dy,...,d;). (3.8)
En conséquence,
VX XM eEKYT, beF = b—xtd—---—x"d, €F. (3.9)
Il existe donc, pour tout (x™',...,x") € K™, des coefficients (x',...,x") € K" tel que
b— X" — o —x"dy =X 4+ X (3.10)

r+1
)

et les (n — 1) coefficients {x™*', ..., x"} paramétrent I’ensemble 8 des solutions du probléeme.
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Propriété 2 (systémes homogenes). Un systéme linéaire d’équations algébrique est dit ho-
mogene si le second membre est nul, c.-a.-d. si il est de la forme

alx'+a,x*+---+ad x* = 0
afix' +a’x + - 4+ aPx® = 0

L’ensemble 8§ des solutions d’un tel systéme n'est jamais vide, car X' = ... = x* =
c.-a.-d. le vecteur nul, est toujours solution. De maniére générale, si v = Rang (ds,...,dy),
S est un espace vectoriel de dimension n— 1, sous-espace vectoriel de R™.

Nous avons les deux cas de figure suivants :
1. si Rang(dj,...,d,) = n alors ces vecteurs forment une famille libre et alx' + a',x* +
oo+ al x™ =0 a pour seule solution x' =--- =x" =0 et § ={0};

2. si r = Rang(dy,...,d,) < n remarquons premierement que :

{wa+m+ﬂ@:0

1 = n neo
yla 4y, =0 = (X +pyld+---+MWX"+yM)d, =0. (3.12)

Donc si (x',...,x") et (y',...,y") sont des solutions, alors (Ax' + py', ..., Ax™ + puy™)

I’est aussi, établissant la nature de sous-espace vectoriel de 8.

En reprenant la discussion précédente, pour tout (x™*',...,x™) € K™ il existe des
coefficients (x',...,x") € K" tel que x'd@; +--- +x"d, = —x"d — - —x"d,, et les
vecteurs de 8 dépendent de (n — 1) parametres indépendants {x™*',...,x"}, donnant la
dimension de cet espace vectoriel. O
*
* %k

Le systeme (3.11)) peut aussi s’interpréter de maniere matricielle. Introduisons une matrice
A € Mg(p,n) de composantes

(A), =d (3.13)

X=|:], (3.14)

donnant les composantes du vecteur X dans la base de E choisie. Le systeme prend la forme
A-X=B & a(X)=b. (3.15)
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L’ensemble des solutions 8 est alors donné par ’ensemble des vecteurs X dont I'image par
I’application linéaire a est égale au vecteur b. Attention, ce n’est pas un espace vectoriel pour
autant, sauf si b =0/

On peut alors reprendre 'analyse de 'espace 8 des solutions de ce point de vue et nous
obtenons les deux cas de figure suivants :

1. sib ¢ Im(a) alors S =0;

2. si b € Im (a) alors, par définition, il existe X € E tel que a(X) = b. Pour tout vecteur
k € Ker (a) C E, a(k) = Of donc si X est solution alors X + k l'est aussi. D’apres le
théoreme du rang, si v est le rang de I'application a, alors

T+ dim Ker (a) =n, (3.16)

et on retrouve que 'espace des solutions dépend bien de (n — r) parametres, corres-
pondant a la décomposition d’'un vecteur k arbitraire du noyau de a dans la base de E
choisie.

Définition 3 (rang d’un systéme). Soit un systeme linéaire d’équations algébriques défini par
[’équation . Le rang v du systeme est défini indifféremment comme le rang de la famille
de vecteurs (dy,...,0dn) associés auzr vecteurs colonnes définis par I’éqn. ou comme le
rang de Uapplication linéaire a associée a la matrice définie par I’équation .

Propriété 3 (rang d’une famille de vecteurs, déterminant principal). Soit une famille de
vecteurs {dy, a,...,dn} d’un espace vectoriel £ de dimension p, avec n < p. On considére
une sous-famille de q de ces vecteurs, avec q < p. En utilisant la propriété [0] précédemment
démontrée, nous savons que s’il existe au moins un déterminant q X q non-nul, formé avec
q composantes des vecteurs de cette sous-famille, alors cette sous-famille est libre.

Le rang v de la famille de vecteurs est donné par la plus grande valeur de q pour laquelle
une telle sous-famille existe, et le déterminant non-nul associé, qui n’est pas nécessairement
unique, et dit déterminant principal de la famille de vecteurs.

Exemple 2 Considérons le systeme linéaire

X+y =1
x 4z =1 (3.17)
y—z =0

On vérifie tout d’abord que le vecteur colonne B = <i) est dans I'image de I'application

o, N . 110 . . . .
linéaire associée a la matrice A = ((1) 0 f} ) car il s’agit de 'image du premier vecteur de base
(premiere colonne).
110 . e X
Nous avons ‘ 1o ‘ = 0 donc le rang du systeme est inférieur a 3. On peut trouver des

sous-déterminants 2 x 2 non nuls, par exemple |]}| = —1, qui sont donc des déterminants
principaux et le rang du systeme est égal a 2. Ainsi I'espace des solutions, s’il existe, dépend
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d’un parametre réel. On peut prendre par exemple comme parametre z et on obtient par

substitution la solution
S ={(1—12,2,2), € R}. (3.18)

3.3 Systemes de Cramer

Définition 4 (systéme de Cramer). Soit un systeme linéaire de n équations algébriques a n
INCONNUES,

ax'+ax*+---+ad x* = b
ajx! +a’ 4+’ x" = b’
) (3.19)
atx! +auyxt+ -+ atx" = b"
Ce systeme est dit de Cramer si la matrice A associée, de composantes (A)ij = a}, est

tnversible.

Un systeme de Cramer est compatible et admet évidemment une solution unique, donnée en
notation matricielle par :

A-X=B = X=A"T.B. (3.20)
La résolution du probleme implique donc I'inversion d'une matrice n x n et sa multiplication
par le vecteur colonne B. Il existe cependant une méthode plus efficace, dite de Cramer.

Propriété 4 (solution d’un systéeme de Cramer). Soit un systeme de Cramer de n équations
a n inconnues, donné sous forme matricielle par A - X = B. On définit la matrice :

Za

Al = (ATA; - A BA - AY), (3.21)

obtenue en remplacant dans la matrice A le i-éme vecteur colonne A; par le vecteur colonne
B. La solution du probléme est alors donnée par

det A; )
Xi:m, 121,...,11. (322)
En termes des vecteurs colonnes, voir I'éqn. (3.6]), le systéme s’écrit
x'Ay +x*A, 4+ - +x"A, =B (3.23)

Le déterminant de la matrice A; peut alors s’exprimer de la manieére suivante :
det A; = det (A1, Az,...,B,..., A,)
=det (A1, Az, ..., X" A1 +xX*As + -+ X Ay, Ay)

=" det (DA, ..., (A1), .., An) +x*det ( A1,

(3.24)
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Le seul terme non nul dans cette somme est celui qui implique le vecteur colonne A;, étant
donné que les autres donnent des déterminants contenant deux vecteurs colonnes identiques.
On en déduit que

. det Ai
~ detA

det A; = x'det (A1, Ay, Ay, ...y Ay) = X (3.25)

O

Exemple 3 Soit le systeme linéaire

2x+3y+z =9
x+2y+3z =6 (3.26)
x+y+2z =8

Le systeme est de Cramer car

2 31
1 2 31=18 (3.27)
31 2
La solution du systeme est donnée par
2 31
X = 11_8 6 2 3= % (3.28a)
8§ 1 2
2 91
y:]]_81 63—% (3.28b)
3 8 2
1 2 39 5
318

3.4 Systémes échelonnés

Rappelons dans cette derniere sous-section quelques outils standard permettant la mani-
pulation et la résolution de systeme linéaires.

Propriété 5 (systémes équivalents). Soit un systéme linéaire d’équations algébriques :

L [ adx'+ad,x*+---+ad x* = b

L | édx"+ax*+ -+ a2 x™ = b?

. . (3.29)
L, | afx'+aPx*+---+aPx™ = bP

Ce systeme est équivalent a tout systeme obtenu a partir de celui-ci par une combinaison des
trois opérations suivantes :
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1. multiplication d’une équation par une constante non-nulle A € K*, Lj « AL ;
2. permutation de lordre des lignes, Li < L), avec 0 € S ;
3. ajout d’un multiple d’une autre ligne, Li < L; + AL;, avec i # j.

c.-a.-d. qu’ils posseédent le méme ensemble § de solutions.

Ces propriétés, dont la démonstration est immédiate, permettent de présenter le systeme sous
une forme « canonique » ou le rang de systeme, et la présence éventuelle de solutions, sont
évidents.

Définition 5 (systéme échelonné). Soit un systéme linéaire d’équations algébriques. Ce sys-
teme est dit échelonné si :

1. Pour tout i € {1,...,p}, il existe ki = 0 tel que parmi les coefficients de la i-éme ligne,
{aly,...,a'.}, les ki premiers coefficients sont nuls ;

2. le nombre ki de premiers coefficients nuls est une fonction croissante de i, c.-da.-d. que
la i-éme ligne contient plus de premiers coefficients nuls que la (1 — 1)-éme ligne, et
moins que la (1+ 1)-éme ligne, le cas échéant.

Un systeme se met sous forme échelonnée en utilisant les propriétés 5] qui permettent en
particulier d’éliminer des variables par combinaisons linéaires des équations du systeme. L’al-
gorithme permettant de mettre un systeme sous forme échelonnée de maniere systématique
a ’aide de ces opérations élémentaires est appelé pivot de Gaufs. En pratique I’algorithme se
présente de la maniere suivante pour un systeme générique de p équations :

1. par une permutation des équations du systeme, on place en premier une équation pour
laquelle le coefficient de la variable x' est le plus simple possible, idéalement égal & 1;

2. en remplagant chacune des autres équations par une combinaison linéaire avec la pre-
miere, on fait disparaitre x' de celles-ci;

3. parmi les (p — 1) équations restantes, on cherche celle pour laquelle le coefficient de x?
et le plus simple, on la place en seconde position dans le systeme et on 'utilise pour
éliminer x* de toutes les autres:

4. on itere le processus jusqu’a avoir mis le systeme sous forme échelonnée.

Remarque 2 Pour mettre un systéme sous forme échelonnée, en particulier pour que les
coefficients nuls apparaissent en premier, on peut réétiqueter les inconnues par toute permu-
tation, c.-a.-d. remplacer {x',x%, ..., x"} — {x°0,x%2, ..., x°™} avec o € S, simultanément
dans toutes les équations du systeme.

Exemple 4 Considérons le systeme

x+3y+z = 2
x—y+2z =
—Xx+2y—6z = 3

—_—

(3.30)
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Pour mettre ce systeme sous forme échelonnée on fait d’abord L, « L, — L et L3 «+ L3+ L4
pour éliminer x, ce qui donne
x+3y+z = 2
—4y+z = -1 (3.31)
S5y—5z = 1
Pour éliminer y de la derniere équation on fait ensuite L3 +— 4L; + 5L, ce qui donne

x+3y+z = 2
—4y+z = —1 (3.32)
—15z = -1

et on voit immédiatement que le systeme possede une solution unique, en partant de la
derniere équation qui donne z = 1/15 puis en substiuant dans la seconde, etc.

Exemple 5 Considérons le systeme

x+3y+z = 2
X—y+2z = 1 (3.33)
2x+2y+3z = 3

Pour mettre ce systeme sous forme échelonnée par les opérations L3 « L3 — L; — L puis
L, « L, — Ly ce qui donne
x+3y+z = 2
—4y+z = —1 (3.34)
0 =0
Ainsi, le systeme admet une infinité de solutions, que 1'on peut donner par exemple sous la

forme 8§ ={(3 —7y,y,4y — 1),y € R}

*
* %k

Propriété 6 (rang d’un systéme échelonné). Le rang d’un systéme échelonné est égal au
nombre de lignes pour lesquelles le membre de gauche de l’équation ne contient pas que des
coefficients nuls.

I suffit pour démontrer cette propriété de réaliser que les vecteurs ligne correspondants sont
nécessairement linéairement indépendants. O

Propriété 7 (solutions d’un systéme échelonné). Une fois un systeme d’équations linéaires
mis sous une forme échelonnée, on peut immédiatement en déduire quel sont les solutions
de ce systeme. Distinguons plusieurs cas de figure, en prenant des exemples de systemes a 3
inconnues.

1. Le systeme possede trois équations, et se présente sous forme échelonné comme

x+3y+z = 2
—4y+z = —1 (3.35)
—15z = -1

Il s’agit d’un systeme de Cramer, qui possede une solution unique.

68



Systemes linéaires

2. Le systeme possede quatre ou plus équations, et se présente sous forme échelonné comme

x+3y+z = 2

—4y+z = —1
15, — 1 (3.36)
0 =0

Il possede une solution unique, la derniere équation évidemment vraie n’y changeant
rien.

3. Le systeme possede quatre ou plus équations, et se présente sous forme échelonnée

comme
x+3y+z = 2
—4y+z = —1
T15, — 1 (3.37)
0 = -1

Il ne possede pas de solution, la derniere équation étant évidemment fausse. Un tel
systeme est dit incompatible.

4. Le systeme possede trois équations, et se présente sous forme échelonnée comme
x+3y+z = 2

—4y +z —1 (3.38)
0 =0

Il possede une famille de solutions paramétrée par un entier, par exemple x.
5. Le systeme possede trois équations, et se présente sous forme échelonnée comme
x+3y+z = 2

—4y+z = —1 (3.39)
0 = 1

Ce systeme est incompatible en raison de la derniere équation.
6. Le systeme possede trois équations, et se présente sous forme échelonnée comme
x+3y+z = 2

—1 —1 (3.40)
0 =0

Il possede une famille de solutions paramétrées par deux entiers, par exemple x et y.

Remarque 3 (inversion de matrice). En partant de ’expression matricielle d’un systéme de
Cramer, voir ’éqn. , on remarque qu’il est possible d’utiliser les techniques de résolution
de systemes (soit la formule de Cramer, soit la mise sous forme échelonnée par exemple) pour
muverser une matrice, en gardant le vecteur-colonne B du membre de droite générique. Suivant
les cas cette méthode peut étre la plus rapide.
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Réduction des endomorphismes I :
diagonalisation

Ce chapitre et le suivant constituent le coeur de cet enseignement d’algebre linéaire, la
réduction des endomorphismes sur un espace vectoriel.

La premiere motivation pour mener ce programme tient a la simplification des opérations
sur les matrices associées aux endomorphismes une fois une base B sur ’espace vectoriel E
choisie, en particulier le produit d’endomorphismes, le calcul de polynomes d’endomorphismes
et plus généralement de fonctions d’endomorphismes comme ’exponentielle. Il existe une
classe particuliere de matrices carrées pour lesquelles ces calculs sont particulierement simples,
les matrices diagonales, voir la propriété 22 du chapitre [I} Des lors se posent les questions
suivantes :

1. pour un endomorphisme a : E — E donné, existe-t-il un base B telle que la matrice A
associée est diagonale ?

2. Lorsqu’une telle base n’existe pas, quelle est la forme la plus simple que peut prendre
la matrice A par un choix de base judicieux ?

Dans ce chapitre, nous répondrons au premier point, le second sera I'objet du chapitre suivant.

La seconde motivation est liée a I'interprétation des vecteurs de la base B, si elle existe,
telle que la matrice A associée a l’endomorphisme a est diagonale. De tels vecteurs, par
définition, satisfont a une équation du type a(v) = Av pour un certain parametre A € K, et
ne se « mélangent » donc pas avec les autres vecteurs sous 'action de ’endomorphisme. Ces
vecteurs, appelés vecteurs propres de a — qu’ils forment une base ou non — jouent donc un role
particulier vis a vis de cette appplication. Dans un contexte physique de tels vecteurs peuvent
par exemple correspondre a différents modes de vibration d’un systeme (chaine d’oscillateurs,
membrane vibrante,...) qui sont indépendants les uns des autres, et appelés modes propres du
systeme, ou dans un milieu anisotrope les directions principales de propagation de la lumiere.
En mécanique quantique, comme vous ’apprendrez ’année prochaine, le role des vecteurs
propres est absolument central.
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4.1 Valeurs propres et vecteurs propres, spectre

Définition 1 (valeur propre). Soit a un endomorphisme d’un K-espace vectoriel E. Un élé-
ment A € K est appelé valeur propre de a si

En = Ker (a—AJ) # {0} (4.1)

Dans ce cas By, qui est un sous-espace vectoriel de E, est appelé sous-espace propre associé a
la valeur propre A.

Définition 2 (spectre d’un endomorphisme) Soit a un endomorphisme d’un K-espace vecto-
riel E. Le spectre de a, noté Spec(a), est l'ensemble de ses valeurs propres 7\.E]

Définition 3 (vecteur propre) Soit a un endomorphisme d’un K-espace vectoriel E. Un vec-
teur Vv.€ E, non nul, est appelé vecteur propre de a si, pour une certaine valeur propre A,
v € Ex. Autrement dit, il existe une valeur propre A € K telle que

a(v) = Av. (4.2)

Propriété 1 Soit a un endomorphisme d’un K-espace vectoriel E et v un vecteur propre de a
associé a la valeur propre A. Nous avons les propriétés :

1. pour tout N € N*, aN(¥) =A™ ;
2. pour tout polynome P € KN[X],

P(a)(V) = (co+cra+cra? + - -ena™) (V) = (co + 1A + A + -+ - enAY) (V)
_ PO (4.3)

3. exp(a) (V) = exp(A) V.

La premiere propriété est évidente par linéarité de a,

a¥V)=(aocao---0a)¥) =aVT(AV) = AN (V) = - = AN, (4.4)
Nzis
et les autres en découlent immédiatement. O

Propriété 2 Soit a un endomorphisme d’un K-espace vectoriel E. Si A et W sont deuxr va-
leurs propres distinctes de a, alors les sous-espaces propres associés sont en somme directe,
¢.-d.-d. ont comme seul élément commun le vecteur nul (voir la définition[5 du cours|1]).

ExNE, = {0¢) (4.5)

En conséquence, si Vv € Ex et W € E, avec A et p distincts, alors V.#w.

1. Strictement parlant, ceci est vrai pour un espace vectoriel de dimension finie. Comme vous le verrez plus
tard dans vos études, sur des espaces de Hilbert, généralisant les espaces vectoriels complexes en dimension
infinie, tous les éléments du spectre ne correspondent pas nécessairement & des valeurs propres.
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Supposons qu'il existe un vecteur non nul i € Ey N E,. Ce vecteur satisfait alors aux deux

relations
a(i) =AU, a(i)=pu. (4.6)

La différence de ces deux relations donne
(A — i = a(d) — a(d) =0 (4.7)

done, d’apres la propriété [1}3 du cours [I[j A — n = 0, en contradiction avec '’hypothese de
départ. O

De cette propriété importante découle un non moins important théoreme, dont nous ne
donnerons pas la démonstration, un peu technique.

Théoreme 1 Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n et a: E — E un endomor-
phisme. Si on note {A1, Az, ..., Ay} € KP ’ensemble des valeurs propres distinctes de a, alors
les sous-espaces propres associés forment une somme directe de sous-espaces vectoriels de E :

Ex ®E\, @D, CE. (4.8)
En conséquence, le spectre de a, Spec(a) ={A1,..., A}, contient au plus 1 éléments.

Une question importante sera de savoir si la somme directe des sous-espaces propres forme
une partition de E, c-a.-d. que Ey, @ Ey, @ --- @ E5, = E. Cela est évidemment vrai (mais
pas uniquement) si le spectre de a contient n éléments distincts.

Remarque 1 Une fois choisie une base B de 1'espace vectoriel E, on associe a a une matrice
A et a un éventuel vecteur propre vV pour une valeur propre A on associe un vecteur colonne
V. Par extension on dit que V est vecteur propre de la matrice A car il satisfait I’équation

A-V=AV. (4.9)

o = (? (])> (4.10)

Il est aisé de voir que cette matrice admet une premiere valeur propre A; = 1, en trouvant le

vecteur propre
1 01 1 1

Elle admet une deuxieme valeur propre A; = —1, en trouvant le vecteur propre

V, = (_]]> = 07-V,= ((1) é) : (_1]) = <_]1> =-V,. (4.12)

Exemple 1 Soit la matrice
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4.2 Polynome caractéristique

Etant donné un endomorphisme, il est crucial de développer une méthode permettant
d’obtenir le spectre de ses valeurs propres. Nous partirons de la propriété évidente suivante.

Propriété 3 Soit E un K-espace vectoriel de dimension n et a: E — E un endomorphisme.
Si A € Spec (a) alors
det (a —AJ) =0. (4.13)

Si A € Spec (a), alors il existe par définition un vecteur v distinct du vecteur nul de E tel que
(a—AJ) () = O, (4.14)

c.-a.-d. appartenant au noyau de a —AJ. D’apres le théoreme du rang, Rang (a—AJ) <n—1,
donc 'endomorphisme (a — AJ) n’est pas inversible et son déterminant est nul. 0

Définition 4 (polynéme caractéristique) Soit E un K-espace vectoriel de dimension n et

a: E — E un endomorphisme. Le polynome caractéristique de a est le polynome d’odre n
P. € K. [X] défini par

Pa(X) L det (a - XJ> . (4.15)

Propriété 4 Soit E un K-espace vectoriel de dimension n et a: E — E un endomorphisme
de polynome caractéristique Py. Nous avons

Po(X) = (=1)"X™ 4 (1) tr (@) X™ +- - + deta. (4.16)

Le terme du plus haut degré provient du développement du terme provenant de la permutation

identité dans la somme (2.61)), soit

(' = X) (0% = X) - (@ —X) = (—1)"X" 4 - (4.17)
Il s’agit donc bien d’un polynome de degré n, de coefficient de plus haut degré (—1)". Le
développement de (4.17)) contient ensuite un terme de degré n — 1, qui s’obtient, dans le

développement, en choisissant 1'un des facteurs a'; au lieu de X. On obtient ainsi que (a'; —

X)(a%, = X) -+ (a®, — X) = (=1)"X" + (=1)" Mr (a) X* "+ ... Les termes du déterminant
associés aux permutations autres que l'identité contribuent au plus au terme en X", comme
une permutation non-triviale va, dans le meilleur des cas (transposition) faire perdre deux
éléments diagonaux par rapport au produit (4.17). Finalement le terme d’ordre zéro en X
s’obtient simplement en calculant P,(0) = det a. O

Propriété 5 Soit a un endomorphisme d’un K-espace vectoriel E. Cet endomorphisme est
singulier, c.-a.-d. non inversible, si et seulement si il admet A =0 comme valeur propre.
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Dans le sens direct, il suffit de réaliser que si a non inversible, alors det a = 0, et P,(0) = det a
d’apres la propriété [ Pour montrer la réciproque, supposons que A = 0 soit valeur propre.
On a alors dim Ejy_y = dim Ker a > 1 donc a n’est pas inversible. O

*
* %k

Pour la suite quelques rappels sur les polynomes sont nécessaires.

Définition 5 (ordre d’une racine d’un polynéme). Soit P € K[X] un polynéme. On dit que
A est racine de P si P(A) = 0, ou de maniére équivalente si (X — A) divise P. L’ordre de la
racine A est Uentier m € N* tel que (X —A)™ divise P mais (X —A)™" ne divise pas P. De
maniere équivalente, il existe Q € K[X] tel que Q(A) £ 0 et P(X) = (X — a)™Q(X).

Définition 6 (polynéme scindé) Soit P € K[X] un polynome de degré n. Ce polynome est dit
scindé s’il peut se factoriser sous la forme :

P=a(X=B1)(X=PB2)-- (X=Bun), (4.18)

ot les coefficients By € K ne sont pas nécessairement distincts.

De maniere évidente, tous les coefficients y correspondent a des racines de P, non nécessai-
rement distinctes.

Théoréme 2 Tout polynome P € C[X], donc défini sur le corps des complexes, est scindé. En
conséquence, il admet exactement n racines, non nécessairement distinctes.

Si on regroupe tous les termes d’un polynoéme scindé correspondant a des racines identiques,
on obtient la décomposition suivante, unique a 'ordre des facteurs pres :

P :OC(X—}W)d] (X_Az)dz"'(x_}\p)dp> (419)

ou les entiers dy correspondant & l'ordre (ou multiplicité) des racines correspondantes satis-
font :

di+d+---+dy=n (4.20)

et p<n

Exemple 2 Le polynome P(X) = X%+ 1 est scindé si on le considére comme un polynome sur
le corps des complexes, c.-a.-d. comme un élément de C[X] :

PX) =X +1=(X—1)(X+1). (4.21)

En revanche, vu comme un polynome sur le corps des réels, c.-a.-d. comme un élélement de
R[X], il est irreductible.
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Propriété 6 Soit E un K-espace vectoriel de dimensionn et a: E — E un endomorphisme de
polynome caractéristique Py. Si A est valeur propre de a, c.-a.-d. A € Spec (a), si et seulement
si A est racine du polynome caractéristique, c.-a.-d. si Pq(A) = 0.

Le sens direct correspond a la propriété |3| déja démontrée. Réciproquement, supposons que
A soit une racine de P,. Alors 'endomorphisme a —AJ n’est pas inversible, donc son rang est
inférieur a n et dim Ker (a—AJ) > 1. En conséquence il existe vV # O tel que (a—AJ)(V) = Or
donc A est valeur propre de a. O

Propriété 7 Soit E un K-espace vectoriel de dimension n et a: E — E un endomorphisme
de polynome caractéristique Pq. Si dy est la multiplicité de la racine A du polynome Py, alors
la dimension du sous-espace propre Ey satisfait

En particulier, si A est une racine simple, alors dim E\ = 1.

Choisissons sur E une base B = {€7,¢€3,...,¢€n} telle que {€7,€7,...€:} forme une base du
sous-espace vectoriel E) de dimension r < n; on pose également ¢ = n — r. Dans une telle
base la matrice A associée a I’endomorphisme a est de la forme

Al B
A= (@q’r C) . (4.23)
Nous avons donc, si on calcule le polynéme caractéristique dans cette base
(A =X)L, B

Po(X) = det (A — XI,,) = (4.24)

(O C —Xlgq

Il s’agit du déterminant d’une matrice triangulaire par blocs et, d’apres la propriété 8 du
cours 5 nous avons

Po(X) = (A —=X)"det (C —Xlg,q) - (4.25)
|
QX)
Etant donné que le polynome Q(X) pourrait éventuellement admettre A comme racine, nous
en déduisons que r = dim E) < m,. O

Exemple 3 Reprenons I'exemple de la matrice

o) = (‘1) é) (4.26)

‘:X2—1:(X—1)(X+1). (4.27)

Son polynome caractéristique est

—X 1
1T X

Ce polynome est scindé sur R, et admet deux racines simples A, = £1, indiquant 'existence
de deux sous-espaces propres Ei; de dimension 1. Une base de chacun de ses sous-espaces

propres est donnée par les équations (4.10}4.12)).

*
* %
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4.3 Diagonalisation d’un endomorphisme

Définition 7 (endomorphisme diagonalisable). Soit E un K-espace vectoriel de dimension n
et a: BE — E un endomorphisme. Cet endomorphisme est dit diagonalisable sl existe une
base de E formée de vecteurs propres de a, c.-a.-d. une base B = {Vi,V,...,V.} telle que la
matrice associée a a soit diagonale :

A O o 0
A= O '}‘2 o — diag (A1, ..., An). (4.28)
0 0 A
ot les valeurs propres Ay Azy ..., Aq ne sont pas nécessairement distinctes.

Théoreme 3 Soit E un K-espace vectoriel de dimension n, a: E— E un endomorphisme, et
Spec(a) ={A1,..., A} Uensemble de ses valeurs propres deux a deuz distinctes. L’endomor-
phisme a est diagonalisable si et seulement si

E=E\, @E, & --BE,. (4.29)

Supposons a diagonalisable, c.-a.-d. qu’il existe une base B telle que a soit représenté par
une matrice de la forme . L’ordre des vecteurs étant arbitraire, on peut les réordonner
par une permutation pour regrouper ceux correspondant a une valeur propre commune A;.
Dans cette base, la matrice prend évidemment la forme

A, = dlag (7\1,...,?\1,?\2,...,?\2,...,7\r,...,7\r). (430)
. ~- 7 N——
sy fois s, fois sy fois
Pour toute valeur propre distincte A;, on note B; ={€),x, k =1,...,si}, le sous-ensemble

des s; vecteurs de cette base tels que a(€y, x) = Ai€), k- On note que, pour tout i, s; < dim E,,
car la famille B; de vecteurs de E,, est libre. Nous avons donc d'une part s;+s;+---4+s, =n
(partage de la base en sous-familles) et d’autre part s1+s;+- - -+s, < dim By, +dim Ej, +- - -+
dim E,, . Etant donné que les sous-espaces propres ont pour seule intersection deux a deux le
vecteur nul, voir la propriété 2, on en déduit que, nécessairement, dim Ey, + dim E,, + - -- +
dim E), = et ainsi les sous-espaces propres forment une partition de E et que, pour tout i,
si = dim E,,. La réciproque est évidente. Il suffit de remarquer que B = By U B, U --- U B,
forme une base de E composée de vecteurs propres de a qui est donc diagonalisable. O

Théoréme 4 (critére de diagonalisabilité) Soit E un K-espace vectoriel de dimensionn, a:
E — E un endomorphisme de polynome caractéristique P, € K, [X]. Cet endomorphisme est
diagonalisable si et seulement si les deux conditions suivantes sont réunies :

1. le polynome Py est scindé;

2. pour toute valeur propre Ay de a, la dimension du sous-espace propre Ey, associé est
égale a la multiplicité de la racine Ay du polynome caractéristique.
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D’apres le théoreme [3] si a est diagonalisable alors il existe une base de vecteurs propres
B =BU---UB, avec By ={€) x, k=1,...,d;i} vecteurs propres associés a la valeur propre
Ai et ou di = dim E,,. On peut calculer le polynome caractéristique de a dans cette base, et
on obtient

P.(X) = det (diag(?q—X,...,)\]—X,)\z—X,...,?\z—X,...,Ar—X,...,?\r—X)>

d]?ois dzxgois d, fois
=AM =X TN =X) L (A =X = (D)X= AT (X = A (X =AY,

(4.31)

en utilisant a la derniere étape dy 4 - - -+ d, = n. Les propriétés 1. et 2. sont donc satisfaites.

Pour démontrer la réciproque, il suffit de noter que, si la propriété 2. est satisfaite, pour
tout 1 la dimension de E,, est égale a multiplicité d; de la racine A; correspondante du
polynome. Le polynome étant scindé si la propriété 1. est satisfaite, nous avons d; + d; +
-+ 4+ d, = n et, les sous-espaces propres E,, étant en somme directe, on en déduit que
E=E, @ - @ E,, puis que, en utilisant le théoreme [3| que a est diagonalisable. 0

Corollaire 1 Soit E un K-espace vectoriel de dimension n, a : E — E un endomorphisme
de polynome caractéristique Py € K, [X]. Si P, a exactement n racines distinctes alors a est
diagonalisable.

Si P, possede exactement n racines distinctes alors P, est scindé. En outre pour tout 1 nous
avons 1 < dimE,, < d;j = 1, d; étant la multiplicité de la racine A; donc dimE,, =1 et a
diagonalisable. 0.

Remarque 2 Le caractere scindé ou non du polynome caractéristique, et donc la diagonali-
sabilité d’un endomorphisme, dépend crucialement du corps (réels ou complexe) sur lequel
I’espace vectoriel est défini. Un endomorphisme diagonalisable sur C ne [’est pas nécessaire-
ment sur R.[

*
k* 3k

Un intérét évident d’avoir associé a I’endomorphisme une matrice diagonale provient des
propriétés suivantes.

Propriété 8 Soit a un endomorphisme d’un K-espace vectoriel & diagonalisable et A la ma-
trice diagonale associée dans une base B de E formée de vecteurs propres de a. Nous avons
les propriétés :
1. pour tout N € N*,
AN =diag (A, ..., AN) (4.32)

WA

2. A Dinverse un endomorphisme diagonalisable sur R I’est évidemment sur C.
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2. pour tout polynome P € Ky[X],
P(A) = co+ A+ A+ enAN = diag (P(N1), ..., P(A) (4.33)
3. exp(A) = diag (exp A1y ...,expAn).

Ces propriétés découlent immédiatement des propriétés (1] appliquées a chacun des vecteurs
propres de a formant la base de E choisie. 0

La forme simple prise, par exemple, par la puissance d’'une matrice n’est vraie que dans
une base ou celle-ci est diagonale. Si notre probleme mathématique ou physique fait intervenir
plusieurs matrices de méme dimension, une question importante est de savoir s’il est possible
de trouver une telle forme pour toutes ces matrices simultanément.

Théoréme 5 (endomorphismes commutants diagonalisables) Soit A = {a;, ay,...,a,} une
collection d’endomorphismes sur un K-espace vectoriel E. Si tout ap € A est diagonalisable,
et si tous les endomorphismes de A commutent deuz a deux, c.-a.-d.

Y&m, oqoa,=ay,odaq, (4.34)

alors il existe une base B formée de vecteurs propres communs a tout les endomorphismes
a € A.

Ce théoreme, que nous ne démontrerons pas, joue un role capital en mécanique quantique.

4.4 Diagonalisation de matrices

En pratique, un endomorphisme sur un espace vectoriel E de dimension n nous est donné,
dans une certaine base B = {€7, €3,...,€x} par une matrice A de dimension n x n.

Supposons que I'endomorphisme a soit diagonalisable. Il existe alors, d’apres la défini-
tion [7} une base B’ = {V;,V,...,V,} de E telle que la matrice associée a 'endorphisme a soit
de la forme

A =diag (A, A0, An) (4.35)

Soit V' la matrice de passage de la base B vers la base B’. Nous avons alors d’apres la
propriété [18| du chapitre[1] :

A=V AV & A=V.-A.V" (4.36)

Pour diagonaliser une matrice A, il faut donc trouver la matrice de passage V vers une base
de vecteurs propres de I’endomorphisme a associé.
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Algorithme de diagonalisation d’une matrice

Pour une matrice A donnée, ’algorithme permettant de déterminer si une matrice est
diagonalisable et, le cas échéant, de la diagonaliser, se présente schématiquement de la fagon
suivante :

1. on calcule le polynome caractéristique Pa(X) = det (A — XI);

2. si le polynome Pa n’est pas scindé la matrice n’est pas diagonalisable (pour le corps
considéré). Si le polynome caractéristique est scindé, la matrice n’est pas nécessairement
diagonalisable dans le cas ot il possede des racines multiples ;

3. Pour chaque valeur propre distincte A;, on cherche a obtenir une famille libre de vecteurs
propres de la plus grande dimension, correspondant ainsi a une base B; = {€, x, k =

1,...,1i} de E,,. En pratique on résoud le systeme homogene :
X1 0
X2 0
A-AD-| =], (4.37)
Xn 0

dont les solutions non triviales si elles existent, donnent des vecteurs colonne X,
fournissant les composantes de vecteurs propres pour la valeur propre A; dans la base
B de départ. L’ensemble de ces vecteurs engendre par définition le sous-espace-propre
E\,, et on cherche alors une base par un choix approprié¢ de solutions du systeme.

4. si, pour toute valeur propre A;, la dimension 1; de E,, est égale a la multiplicité d; de
la racine correspondante du polynome, alors A est diagonalisable.

5. Si la matrice est diagonalisable, la matrice de passage est obtenue par juxtaposition des
vecteurs colonnes déterminés précédemment.

Exemple 4 Soit la matrice

1 0 0
A=[4 -1 3 (4.38)
4 -2 4

associée a un endomorphisme a dans une base B = {€7, €;, €3}. Son polynome caractéristique
est donné par

T-A 0 0
PAX)=| 4 —1-A 3 :(1-)@'
4 -2 4-A

=—A=12A=2) (4.39)

—1-A 3
24—

Il est scindé sur R donc A est éventuellement diagonalisable sur R. Pour trancher il faut
déterminer une base associée a chacun des sous-espaces propres E; et Eq, plus particulierement
déterminer si Ey est de dimension 1 (A non diagonalisable) ou 2 (A diagonalisable).
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e Base de E;
On cherche a résoudre le systeme
X 0 —X =0
(A=2I;)- |y =[0] & ¢ 4x—3y+3z = 0 (4.40)
z 0 dx—-2y+2z = 0
Soit
X =0 X 0
0 =0 z y

Le systeme admet donc une infinité de solutions dépendant d’un unique parametre, par
exemple y. Ces vecteurs colonne étant tous colinéaires ils engendrent un sous-espace
vectoriel E; de dimension 1, dont une base est donnée par

0
V=6+6€ o Vo= |1 (4.42)
e Base de E;
On cherche a résoudre le systeme
X 0 0 =0 4x —2y+3z = 0
(A=L)-[(y]=10] & < 4x—2y+3z = 0 & ¢ 0 =0
z 0 dx—-2y+3z = 0 0 =0

(4.43)
Le systeme admet donc une infinité de solutions dépendant de deux parametres par
exemple x et y. On peut facilement déterminer deux vecteurs colonne solution linéai-
rement indépendants, par exemple

\_;1 = 61 — éz — 263 — W] = | -1 (444)
-2

et

1
VT)] = é] +2€2 — V] =12 (445)
0

Nous en déduisons que A est diagonalisable, car dim E; = 2.

On peut ainsi écrire la matrice de passage de la base B = {€}, €,, €3} vers la base B’ =
{\_;2)\_;1’\/_\;1}
o 1 1
V=(V,VyW)=[1 -1 2 (4.46)
1 =20
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puis calculer son inverse,

4 -2 3
vi=[2 -1 1 (4.47)
-1 1 -1
Puis vérifier que
200
VA V=101 0]. (4.48)
0 01

Exemple 5 Soit la matrice

A= (1) 19

associée a un endomorphisme a dans une base B = {€7, €}. Son polynome caractéristique est
donné par

1T—A 2
0 1-—=A

Il est scindé sur R donc A est éventuellement diagonalisable sur R. Cherchons les vecteurs
propres associés a I'unique valeur propre A = 1.

(A—]Iz)-(;)=<8) & {jy “ 0 s {g . (4.51)

Le sous-espace propre E; est donc de dimension 1, engendré par exemple par le vecteur

PA(X) = =A—1)? (4.50)

et la matrice A n’est pas diagonalisable.

Retrospectivement, un raisonnement simple et général aurait permis d’anticiper ce résul-
tat. Supposons qu’une matrice A de taille n xn, admettant une valeur propre A de multiplicité
n, soit diagonalisable. Alors, en passant a une base formée de vecteurs propres par la matrice
de passage V associée, nous aurions

A=V-diag(A,...,A)- VI =AV.L,-VI'=AV. VT =AIL,, (4.53)

et A aurait été des le départ proportionnelle a la matrice identité, indépendamment de la
base choisie.

Pour en revenir a notre exemple, la matrice n’étant manifestement pas propor-
tionnelle a l'identité et admettant une valeur propre de multiplicité 2, elle ne peut étre
diagonalisable.

4.5 Applications

Dans cette derniere section nous examinons quelques applications classiques de la diago-
nalisation de matrices, en mathématiques et en physique.
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4.5.1 Puissances et exponentielles de matrices diagonalisables

Propriété 9 (puissance d’une matrice diagonalisable). Soit A € My(n,n) une matrice dia-
gonalisable, et V la matrice de passage telle que

A =V . diag(Ai,Az,...,An) - V7. (4.54)
Pour tout N € N*, nous avons
AN =V . diag AN AN AN VT (4.55)
Pour démontrer cette propriété, il suffit d’écrire

AN = (V-diag(7\1,7\2>...,7\n) -V_]) . (V-diag(x],}\z’.“))\n) _V—])
=I

=V - diag (A1, A2y . .., An) - I - diag (A, A2y ooy AR) - Lo+ (A1, A2y ooy AR) VA (4.56)
donnant immédiatement le résultat. O

Corollaire 2 Soit A € My (n,n) une matrice diagonalisable, et V la matrice de passage telle

que
A =V -diag (A, Az ..., An) - V7L (4.57)
Pour tout polynome P € K[X], nous avons
P(A) =V -diag (P(A1),P(A2),...,P(A,)) - V7. (4.58)
Il suffit d’écrire
N N
PIA) =V (Y cA¥) VT =) VARV (4.59)
k=1 k=1
puis d’appliquer la propriété [J] & chacun des monomes. O

Corollaire 3 (exponentielle d’une matrice diagonalisable). Soit A € Mg(n,n) une matrice
diagonalisable, et V la matrice de passage telle que

A =V -diag (A, A2, ..., An) - V. (4.60)

Nous avons
expA =V - diag (exp A1y, eXp Az, ..., eXp ?\n) v (4.61)

Il suffit d’utiliser la définition de I’exponentielle d'une matrice carrée,
(EA > AN

expA = —
|
= N!

(4.62)

otl, rappelons-le, on pose A° = I, puis d’appliquer la propriété |§] a chacun des termes de
cette série entiere. 0
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Exemple 6 Reprenons la matrice étudiée a 'exemple [dl On obtient immédiatement que

1 0 o\" 2N oo 0

4 -1 3| =V. o 1N o Ve

4 -2 4
0 2N 00 4 -2 3
= |1 o 1o [2 -1 1
1—20 0 0 1 . R
( 0 0

4+2N+2 32N 3(—1 42N (4.63)
—4 4 2N+2 2 NHT 9 1 3 2N

Comme vérification du calcul, on peut constater que pour N = 1, on retrouve bien la matrice
A de départ.

On peut ensuite calculer de la méme maniere I'exponentielle de la matrice A en partant
de I'exponentielle de la matrice diagonale. On trouve :

1 0 0 e2 00
exp|l4 =1 3] =V-[0 e O -V
4 -2 4 0 0 e
o 1 1 e2 0 0 4 -2 3
=11 =1 2 0 e 0 2 =1 1
1 -2 0 0 0 e -1 1 -1
e 0 0
= | de(le—1) e(3—2e) 3e(e—1) (4.64)

4.5.2 Systemes d’équations différentielles couplées du premier ordre

On considere un systeme de n équations différentielles couplées du premier ordre, pour

les fonctions {x'(t),i =1,...,n}, de la forme générale :
PO = @l () + a3 () + -+ alxt(t)
d %t(t) - 1 2 n
= agx! (t) 4+ adx*(t) + - + adx(t) (4.65)
dx;(t) = amx'(t) + a¥x?(t) + -+ + atx"(t)
avec des conditions initiales {x'(0) =x§, i=1,...,n}
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Afin d’utiliser les méthodes d’algebre linéaire pour résoudre ce probleme, introduisons les
vecteurs colonne des inconnues et des conditions initiales,

x'(t) Xy
x?(1) x5
X(t) = : , Xo=1.1> (4.66)
x"(t) Xy
ainsi que la matrice A de taille n x n et de composantes (A)ij = aij. Le systeme différen-

tiel (4.65) peut alors se mettre sous la forme

%X(t) =A-X(t), X(0)=X, (4.67)

Propriété 10 Soit A une matrice carrée de dimension n x n. Définissons 'application

{ f{ : ZE;((?/\TL)) (4.68)
La dérwée de cette application est donnée par
%exp (tA)=A-exp(tA). (4.69)
Partons du développement de cette application en série entiere :
exp (tA) = i AT . (4.70)
N=0

En supposant que la dérivée de la série entiere soit donnée par la séries des dérivées (ce qui se
démontre en étendant les résultats de votre cours d’analyse aux séries entieres de matrices),
nous obtenons (par le changement d’indice N’ =N —1) :

d NtN 1AN 0 .tN ]AN 1 00 tN’AN/
Tt &XP (tA) = E =A- E NoT =A- E Ol =A-exp(tA). (4.71)
N=1 N=1 =0 )

Notons que 'unicité de la solution se prouve de la méme maniere que pour une unique
équation différentielle du premier ordre (théoréme de Cauchy-Lipschitz).

Une fois ce résultat établi, vérifions que la solution du probleme différentiel est
donnée par :

X(t) =exp(tA) - Xp (4.72)

Nous avons en effet
%exp (tA)-Xo = A-exp(tA)- Xy =A - X(t) (4.73a)
X(0) = exp(Oy) - Xo = Xo (4.73b)
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La solution du probleme différentiel ne dépend pas de la diagonalisabilité de
la matrice carrée A. Lorsque la matrice est diagonalisable, le calcul de exp(t A) en est évidem-
ment grandement facilité; cela permet également de donner une démonstration alternative
de ce résultat.

Supposons que la matrice A soit diagonalisable, et soit V la matrice de passage associée,
telle que

A=V-A- V' A=diag(A,A...,An) (4.74)
Réécrivons I'équation (4.67) comme :
d d
X =V-A VLX) & o (VX)) =A- (V- X(1) (4.75)

et introduisons le vecteur colonne Y(t) des fonctions inconnues dans la base ou la matrice A
est diagonale :

y;(t)
Y(t) = k :(t) = voX(t), (4.76)
y"(t)
De telle sorte que
y;(t) My;(t)
d [y(t) Ay“(t)
| =A-Y(t) = 5 (4.77)
y"(t) Ay (t)

Nous avons donc obtenu un systeme de n équations différentielles linéaires du premier ordre
découplées, dont la solution générale est bien connue :

:
dy(%_titi — Aly](t) y](t) — yéeilt
Wl — Ayt t) = et
n : n‘ _ n ‘ Ant
W = Ayn(t) y'(t) = yge
Il reste & déterminer les conditions initiales dans ces variables. Pour cela écrivons
Y3
. | Y5
Y()=V'X(t) = Y= |77 | =V 'X,. (4.79)
Yo

Une fois la solution du probleme trouvée pour les fonctions {y'(t),y?(t),...y"(t)}, on peut
revenir aux variables initiales en utilisant

yoe'
2 oAt

Yo e
X(t)=V-Y(t)=V- _ (4.80)
ype!
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Exemple 7 Considérons le systeme différentiel

WU~ 4 (1) + 3()
b o , (4.81)
ox' (t) + 5x*(t)
avec les conditions initiales x'(0) = 1, x?(0)
forme matricielle :

—1. On écrit premierement le systéme sous

L2 E)

A
Puis on cherche a diagonaliser la matrice A. Son polynome caractéristique est

4-X 3

=X —X-2=(X+1)(X-2). (4.83)

La matrice A est donc diagonalisable. Cherchons un vecteur de base du sous-espace propre
E_;. Nous avons

a5 =o) = { e

0 x—y = 0
— 0 & { 0 — 0 (4.84)
donc un vecteur de base de E_; correspond au vecteur colonne

()

(4.85)
Cherchons un vecteur de base du sous-espace propre E;. Nous avons
X 0 —6x+3y = 0 2x—y 0
(A —21,) (y) (0) & { Cex+3y = 0 { 0 _ 0 (4.86)
donc un vecteur de base de E, correspond au vecteur colonne
1
ve- () )

Nous avons donc la matrice de passage et son inverse

V:(V_1V2)2<} ;) V—1=(_21 _]1) (4.88)

Nous en déduisons premierement que

et 0 _ 2et—e?t et et
exp (At) =V ( 0 eZt) V= ( et et ety Dl (4.89)
Puis la solution du probleme,

(etey) =ow (0 () -

3et—2et
(-2 "
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4.5.3 Systemes d’oscillateurs couplés

Un autre type d’application importante de la diagonalisation des matrices concerne 1'étude
des systemes d’oscillateurs couplés. Considérons le systeme représenté sur la figure 4.1} consti-

61 52

K 3 k ? K
FIGURE 4.1 — Systeme de deux oscillateurs couplés

tué de deux masses my et my, attachées par un ressort de raideur k et reliés de part et d’autre
a un support rigide par un ressort de méme raideur k. On note 87 et 6, les déplacements
algébriques respectifs des deux masses par rapport a la position d’équilibre.

Il est évident que les déplacement des deux masses sont couplés entre eux. Si on écarte
la masse m; de sa position d’équilibre, le ressort central va exercer une force sur la masse
m, qui va se déplacer également. Notre objectif est de trouver des modes de vibration du
systeme indépendants, c.-a.-d. qu’il est possible d’exciter I'un sans exciter 'autre.

Le principe fondamental de la dynamique appliqué au systeme constitué des deux masses,
dans le reférentiel attaché au support supposé galiliéen, prend la forme

md = —k&' + k(52 —8")
- 4.91
{ my8* = —k& + k(&' — &%) ( )
Le systeme peut évidemment se mettre sous forme matricielle, comme :
d_z 5] . —Zk/ﬂ’h k/m1 6] (4 92)
a2 \&?) ~ \ k/m; —2k/m,) \ & '
Pour simplifier les calculs, supposons que les deux masses sont égales, my = m; = m, et
posons w? = k/m. Nous avons alors
dz /&' 2 f 2 —1 5!
a (62) W <—1 2 > <52 (4.93)
A
Diagonalisons la matrice A pour résoudre le probleme. Nous avons immédiatement
2—X -1
Pa(X) —‘ L Z—X’ =(X=3)(X—-1). (4.94)
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Pour le sous-espace propre E 5 nous avons

—x—y = 0 (1
{—x—y — 0 Vﬂ_(_]) (4.95)

Puis pour le sous-espace propre E; nous trouvons
x—y = 0 e
{ xty =0 V1T (1) (4.96)
1 1 _ 1 —1
vz(vﬁw):(_] 1) , V= <1 1) (4.97)
Nous pouvons alors écrire le systeme (4.93)) sous la forme :
d? /¢! 2 30 4 (8
() 2w () v () s
Comme précédemment posons
A (8
de telle sorte que

Al = 3w?A Al
{AZ — szz - {AZ _ (Xzeiwt_i_ﬁzefiwt

N —

o ei\/gwt + [31 e—i\/gwt

(4.100)

Choisissons comme conditions initiales du probleme 5'(0) = & et 62(0) = 0, et pour les
vitesses 8'(0) = 8?(0) = v. Nous avons alors

1 1 1 _
(iz) (0) = (2;15;) — v (ZZ) (0)=5 G ]1) . (g) —5 Gg) (4.101)

Concernant les vitesses, nous avons

AT . - ‘1 1 B
(G) = (Mol B v (B)o=3 (0 ) () =0 () )

Nous obtenons finalement les quatre équations

xi+pr = 6/2 x; = 5/4
A G S (4.103)
o—p; = —iv/w B = (8/2+1iv/w)/2
soit (N(ﬂ) _ ( % cos V3wt > (4.104)
A% (1) % coswt + 2 sin wt
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et au final

§T(t)\ V. AT (1 1 _ % cos V3wt
(t)) — A*(t)) — \=1 1 8 coswt + 2 sin wt
_ ( (cos V3wt + cos wt) + 2 sin wt)

(cos wt — cos V3wt) + 2 sin wt
On peut vérifier finalement, que les conditions initiales du probleme sont bien satisfaites par
cette solution.
Au-dela du calcul proprement dit, il est intéressant d’analyser physiquement la solution
obtenue. Nous voyons que le mouvement des masses correspond a la superposition de deux
modes de vibration :

(4.105)

NN |on

— un mode de pulsation v3w. Le vecteur propre colonne associé étant V; = (j1 ), on
peut I'interpréter comme un mouvement des deux masses dans des directions opposées
et d’amplitudes égales, voir la figure 4.2l a;

— un mode de pulsation w. Le vecteur propre colonne associé étant V, = (1), on peut

l'interpréter comme un mouvement d’ensemble des deux masses, voir la figure [4.2]b.
Dans ce mode le ressort central garde toujours sa longueur au repos, expliquant quali-
tativement que ce mode soit de pulsation plus faible que le premier.

W

FIGURE 4.2 — Modes propres de vibration.

Avec des conditions initiales génériques, les deux modes sont excités simultanément. Ce-
pendant il est possible de choisir des conditions initiales n’excitant que I'un de ces modes. Par
exemple, pour exciter le mouvement d’ensemble des deux masses, on peut choisir §' = &% = 8
et &' = 52 = 0. Cela donne

(2;) 0= (2: i E;) - % G _11) ' (2) =9 (?) : (4.106)
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Concernant les vitesses, nous avons
A] (0) \/giw(oﬂ —B1) _ 0
A? iw(o — B2) 0/’

Al(t) 0
(Az(t)) o (6 cos wt) )

(4.107)

(4.108)

Les deux modes de vibration sont ainsi indépendants, et peuvent étre considérés comme la

base naturelle des degrés de liberté du systeme; ils sont appelés modes propres.

Ce principe se généralise a des systemes plus compliqués constitués d’un nombre arbitraire
d’oscillateurs. Les modes propres jouent par exemple un réle important dans la thermodyna-
mique des solides cristallins, dans lesquels les modes de vibration du réseau sont excités par

I’agitation thermique.
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Cours n°5

Réduction des endomorphismes II :
trigonalisation

Dans le chapitre précédent, nous avons étudié les endomorphismes diagonalisables et
donné quelques unes de leurs propriétés, en particulier la simplification de nombreux calculs
associés comme 1’évaluation de puissances ou d’exponentielles de ces endomorphismes. Lors-
qu'un endomorphisme n’est pas diagonalisable, nous montrerons ici qu’il existe néanmoins
toujours, sur le corps des complexes, un choix de base permettant de simplifier grandement
de tels calculs, ainsi que, par exemple, la résolution de systemes différentiels.

Avant de considérer la théorie générale prenons I'exemple d’une matrice réelle 2 x 2 de la
forme suivante :

A:(é ;\) . AER. (5.1)

Une telle matrice est triangulaire, et n’est pas diagonalisable. Nous avons en effet immédia-
tement (voir également I'exemple [5| du cours [4)) :

Pa = det (A — XI) = (A — X)? (5.2)

La valeur propre A correspond a une racine double, mais la dimension du sous-espace propre

E, est égale a 1 :
X 0 = 0
(A—?\H)-(y) :<o) & {g — o (5.3)

donc ce sous-espace vectoriel de R? est engendré par le vecteur colonne V = ((‘))

Meéme s’il n’est pas possible de mettre cette matrice triangulaire sous une forme plus
« simple » par changement de base, une telle forme se préte néanmoins relativement aisément
aux calculs. Ecrivons

01
A=A+D, D_(o O), (5.4)

ol la matrice D est nilpotente, car elle satisfait D? = @,,,. Pour cette raison, et comme D
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commute avec I'identité (comme toute matrice carrée), nous avons pour tout n € N* :

n __ n_ yn n—1 - n n—k k
A" = (AL+D)" = A"l +nA H-D+Z<k))\ DY
k=2 =0

n n—1
— A+ nAVD = (7‘ nA )

5 (5.5)

De la méme maniere le calcul de 'exponentielle d'une telle matrice n’est guere difficile. En
vue des applications aux systemes différentiels linéaires, calculons, pour t € R :

o0 tAn ;’10_ w io_ t“n)‘ni] At At
exp (tA) = Z = <Z =0 n! Z = n = (eo te)\t) . (56)

n! 0 § oo LAn e

n=0 n!

n=0

Dans chapitre nous verrons a quelles conditions un endomorphisme quelconque peut étre
représenté, en faisant un choix de base approprié, par une matrice triangulaire par blocs
permettant de généraliser ce type de calculs; un tel programme est appelé trigonalisation
d’un endomorphisme.

5.1 Théoreme de Cayley—Hamilton

Définition 1 (polynéme annulateur). Soit a : E — E un endomorphisme sur un K-espace
vectoriel E et P € K[X] un polynome. P est appelé polynome annulateur de a si P(a) =0, o
0 désigne ici lapplication nulle.

Exemple 1 Soit P : E — E un projecteur, c.-a.-d. un endomorphisme satisfaisant P? = P.
Le polynome de degré 2 défini par Q(X) = X?> — X est un polynéme annulateur de P car
Q(P)=P>*—P=0.

*
* %k

Propriété 1 Soit E un K-espace vectoriel de dimension n. Tout endomorphisme a: E — E
admet un polynome annulateur de degré au plus égal a n?.

L’ensemble des applications linéaires de E dans E est lui-méme un K-espace vectoriel de
dimension n?; une fois une base de E choisie il est en effet isomorphe a l’espace vectoriel
Mk (n,n) des matrices n x n & coefficients dans K, spécifées par la donnée de leur n? com-

posantes. En conséquence, la famille de (n? + 1) endomorphismes {J, a, a?,..., a™} est une
famille liée. Il existe donc des coefficients (&g, &1y..., xq2) € K“Z, non tous nuls, tels que
XoJ + 0 + 0’ + - - + oea™ = 0. (5.7)

Si on définit le polynome Q(x) = oo+ o X+ o0 X%+ - - %2 X™ € K[X] nous avons évidemment
Q(a)=0. O
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Définition 2 (polynéme minimal). Soit a : E — E un endomorphisme sur un K-espace
vectoriel B de dimension n. Le polynome minimal de a est ['unique polynome de plus bas
degré, et de coefficient dominant égal a 1, annulateur de a.

Nous savons d’apres la propriété (1| que 'ensemble des polynomes annulateurs de 1’endo-
morphisme a est non Vide.E] Supposons qu’il existe dans cet ensemble deux polyndmes
P; et P, de plus bas degré d et de coefficient dominant égal a 1, c.-a.-d. que P;(X) =
oo + o X 4 -+ g X+ X4 et Po(X) = Bo+ BiX 4+ -+ Bai1 XY 4+ X4 Les deux
polynomes étant annulateurs de a, nous avons

0 ="Pi(a)—Py(a) = (P1—P2)(a) = (oty— Bo)I+ (%1 — Br)a+- -+ (ota1 — Bar)a® (5.8)

donc soit Py — P, =0, soit P; — P, est un polynome annulateur de a de degré au plus d — 1,
contredisant 1’hypothese. 0

Exemple 2 (homothétie). Une homothétie sur un K-espace vectoriel est un endomorphisme
de la forme a = AJ, avec A € K*. Le polynome X — A est un polynéme annulateur de a. Etant
donné qu'un polynome annulateur est de degré au moins égal a 1, il s’agit du polynome
minimal de a. Réciproquement, si un endomorphisme admet un polynome minimal de de-
gré 1, celui-ci est de la forme P(X) = X+ g et il s’agit donc nécessairement d’une homothétie.

*
* %k

Théoréme 1 (théoréeme de Cayley-Hamilton). Soit a : E — E un endomorphisme sur un
K-espace vectoriel E. Le polynome minimal de a, noté my, divise son polynome caractéristique
Pa, c.-a.-d. qu’il existe Q € K[X] tel que Po(X) = mo(X)Q(X). En particulier, cela implique
que Po(a) =0, c.-a.-d. que le polynome caractéristique est un polynome annulateur de a.

Soit A la matrice associée & a dans une base B de E. Les coefficients de la matrice Com (A —
]InX) sont des déterminants (n — 1) x (n — 1) donc des polynomes en X de degré au plus
(n — 1) ; nous pouvons donc écrire

(Com(A-1,%))" = ni AX, (5.9)
(=0
ot les Ay sont des matrices (n—1) x (n—1). D’apres le théoreme 4| du chapitre [5|nous avons :
(A—1X) - (Com(A=T,X)) = det (A~ 1) T (5.10)
=Pa(X)

soit o
(A=T.X) - > AX' =Py(X)L,. (5.11)

=0

1. 11 est aisé de voir, pour ceux d’entre vous familiers avec cette notion, que I’ensemble des polynoémes
annulateurs est un idéal de 'anneau des polynomes K[X].
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Si on note Py (X) = oo+ o X+ - - - + oo X™, avec «,, = (—1)", et en identifiant les coefficients
de méme degré en X nous trouvons :
A~A0:OCo]In y A'A1—A0:OC1]IH y eeey A'An,]—An,ZZCXn,]Hn, —An,1 :OCan.
(5.12)
Nous avons donc finalement
Po(A) = xolly + 1A 4+ A% + - - + o A™

= ool + oI - A+ ol - A2+ - 4 oL, - A

=A-Ag+A (A-AT—Ag)+ - +A (A Ap g —Ang) — AN Ay

o (5.13)
car tous les termes s’annulent deux a deux. Ceci étant vrai dans n’importe quelle base, nous

en déduisons que P,(a) = 0. Montrons en suite que 7, divise P,. De maniere générale la
division euclidienne de P, par 7, s’écrit

Po(X) = M (X)Q(X) +R(X) , Q,R e K[X]. (5.14)

Etant donné que Pq(a) = 0 et 7to(a) = O par hypothese, nous avons également R(a) = 0 donc
R est un polynome annulateur de a. Dans 1”equation le degré de R est nécessairement
inférieur ou égal au degré de 7, (par définition de la division euclidienne de polynomes). Etant
donné que 7, est le polynéme annulateur de plus bas degré, nous avons alors nécessairement
R =0, donc il existe un polynome Q € K[X] tel que Pq(X) = 7, (X)Q(X). O

Corollaire 1 Le polynome minimal 1ty d’un endomorphisme a sur un K-espace vectoriel E de
dimension 1 est de degré au plus égal a .

Cela découle directement du fait que le polynome caractéristique d’un endomorphisme est de
degré n = dim E. 0

Proposition 1 Soit a : E — E un endomorphisme sur un K-espace vectoriel E. A est valeur
propre de a si et seulement si A est racine du polynome minimal Tty. En conséquence si Pq
est scindé et n‘admet que des racines simples alors Py = (—1)"m,.

Soit A une valeur propre de a. A est alors une racine du polynome caractéristique P, avec
Po(X) = 1 (X)Q(X), c.-a.-d. que 7(A)Q(A) = 0 donc m4(A) = 0 ou Q(A) = 0. Supposons
que 7o (A) # 0, c.-a.-d. qu'il existe une constante ¢ # 0 et un polynéme S € K[X] tels que

T(X) = (X=A)S(X)+¢ = 0=mq(a)=S(a)o (a—AJ)+cJ. (5.15)
Si on applique cette relation a un vecteur propre v de a associé a la valeur propre A on trouve
O:S(a)[(a—M)(v)]-i—cv = ¢=0, (5.16)

=0

contredisant '’hypothese de départ. Ainsi, .(a) = 0.

Réciproquement si A est racine du polynome minimal 71, c’est également d’apres le théo-
reme de Cayley—Hamilton une racine du polynome caractéristique P, donc une valeur propre
de a. 0
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Exemple 3 Soit la matrice triangulaire

11 2
A=|01 3 (5.17)
0 0 2
dont le polynéme caractéristique est Pa(X) = (1 — X)?(2 — X). Concernant le polynome

minimal nous avons soit g = (X —1)(X—2) soit ma = (X —1)(X —2)%. Pour trancher il faut
utiliser le fait que 7, doit étre un polynome annulateur de A, c.-a.-d. que 1A (A) = Q3. Nous
constatons que

0 -1 3
A-L) - (A-2L)=( 0 0 0 |#0; (5.18)
0 0 0

donc ma(X) = (X — a)(X — 2)%. On vérifie évidemment que 7 (A) = Q.

*
%k k

Afin d’exploiter les notions de polynome annulateur et de polynéme minimal pour la
diagonalisation /trigonalisation d’endomorphismes, nous aurons besoin du lemme suivant que
nous admettrons :Pl

Lemme 1 (lemme de décomposition des noyaux). Soit E un K-espace vectoriel de dimension
n, a: E— E un endomorphisme et P un polynome quelconque scindé, c.-a.-d. que P peut se
factoriser comme :

PX) = on(X = AT (X =A% (X=A)% , Vi,j A #A. (5.19)
Nous avons alors
Ker P(a) = Ker (X —A;)% @ Ker (X —A2)2 @ -+ Ker (X — A,)%. (5.20)

Nous en déduisons immédiatement un nouveau critere de diagonalisabilité utilisant le poly-
nome minimal.

Théoréme 2 (critére de diagonalisabilité). Soit E un K-espace vectoriel et a : E — E un
endomorphisme. Cet endomorphisme est diagonalisable si et seulement si son polynome mi-
nimal est scindé et n’admet que des racines simples, c.-a.-d.

7Ta(X) = (X — A])(X — }\2) cee (X — }\‘r) , VI,) Ai 7é 7\1' . (521)

2. Il s’agit en réalité d’'un cas particulier d'un lemme plus général stipulant que, pour tout polynoéme
P € K[X] se factorisant comme P = PP, --- P, ou les P; sont des polyndémes premiers entre eux deux a deux,
et pour tout endomorphisme a d’un K-espace vectoriel E, Ker P(a) = Ker P1(a) ® - -- @& Ker P.(a).
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Supposons que ’endormophisme a soit diagonalisable. D’apres la proposition (1| toutes les
valeurs propres de a, {A1,Az,...,A;} sont racines du polynéme minimal, et on peut ainsi
I’écrire comme

Ta(X) = (X=A)(X=A2) -+ (X=A) Q(X), Q€ K[X]. (5.22)

=M(X)

Soit v; un vecteur propre de a associé a une valeur propre A;. Nous avons alors

M(a)(v;) = (g(a—kﬂo [(a_i\i) (vi)} — 0. (5.23)

Si a est diagonalisable, nous savons d’apres le théoreme [3| du chapitre 4] que E se décompose
en somme directe des sous-espaces propres de a :

E=E\, @E, & --BE,,, (5.24)
c.-a.-d. que tout vecteur v € E se décompose de maniere unique comme
v=wi+v+--v., v EE,, (5.25)

voir le théoréme [1] du chapitre [I Nous avons donc
M(a)(v) = ) M(a)(vi) =0. (5.26)
=1

Le vecteur v étant arbitraire, nous en déduisons que M(a) = 0, c.-a.-d. que M est un po-
lynome annulateur de a. Par définition du polynome minimal de a, et étant donné que le
coefficient de plus haut degré de M(X) est égal a 1, on en déduit que p(X) = M(X) et la
propriété est démontrée.

Pour montrer la réciproque, supposons que le polynome minimal de a soit de la forme
o (X) = (X—=A1)(X—=Az)--- (X —A,). Le lemme [1| implique alors que

E= Kerm,(a) = Ker(a—A) @ Ker(a—A) @---Ker(X—=2A,). (5.27)

Pour chaque A; tel que Ker (X—A;) n’est pas réduit au vecteur nul, ce noyau s’identifie avec le
sous-espace propre E,, correspondant. Le théoreme |3| du chapitre 4| indique alors que, ’espace
vectoriel se décomposant en somme directe de sous-espaces propres, 'endomorphisme a est
diagonalisable. 0

Exemple 4 Reprenons 'exemple de la matrice triangulaire

A =

o o =
S — -

2
3 (5.28)
2
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dont le polynéme caractéristique est Pa(X) = (1 — X)?(2 — X). Nous avions montré que son
polynéme minimal est donné par 7a(X) = (X — 1)(X — 2)2. La racine X = 2 étant double, la
matrice A n’est pas diagonalisable.

*
%k 3k

Considérons un endomorphisme a : E — E non nécessairement diagonalisable, mais dont
le polynéme caractéristique est scindé (ce qui est toujours le cas pour un C-espace vectoriel),
c.-a.-d. qu’il s’exprime comme

Pa(X) = (=1 (X =AM (X = A) % - (X =A%, (5.29)

ou les valeurs propres A; sont toutes distinctes. Le théoreme de Cayley—Hamilton indique que
le polynéme minimal associé est de la forme

Ma(X) = (X = AT (X = A)% -+ (X = AT, (5.30)

ol, étant donné que 7, divise Pg, la multiplicité des racines satisfait ¢; < d; pour tout
ie{l,...,rh

Définition 3 (sous-espace caractéristique). Soit E un K-espace vectoriel, a : E — E un
endomorphisme dont le polynome caractéristique est scindé, c.-a.-d. de la forme donnée par
[’éqn. . Le sous-espace caractéristique associé a la valeur propre Ai, noté Xy, est défini
par

Xn, = Ker ((a — ?\iJ)di> . (5.31)

Remarquons que lorsque di = 1 (racine simple), nous avons x», = E,,, c.-a.-d. que nous
retrouvons le sous-espace propre associé a A;. De maniere générale nous pouvons montrer la
propriété suivante.

Propriété 2 Soit E un K-espace vectoriel, a : E — E un endomorphisme dont le polynome
caractéristique est scindé. Pour toute racine Ay du polynome caractéristique, le sous-espace
propre By, est inclus dans le sous-espace caractéristique X»,. En conséquence, dimxy, > 1.

Soit un vecteur propre v; € Ey,. Soit d; =1, et alors E), = xy,, soit nous avons

(Cl — )\13) @ (Vi) = (Cl — 7\13) i [ (Cl — }\13) (Vi) ] = OE (532)
0
=0g
donc v € xy, et Ex, S xa,- O]

Proposition 2 Soit a un endomorphisme et x», l'un de ses sous-espaces caractéristiques. Si
V € Xa,, alors a(v) € xa,, ¢.-a.-d. que X, est stable sous laction de a.
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En effet, si v € xa, alors (a —AJ)%(v) = 0. On en déduit que
(a—AJ) & [a(v)] = a[(a—AY) & (V)] =0¢ (5.33)
donc a(v) € xa,. O

Définition 4 (restriction d’un endomorphisme). Soit E un espace vectoriel, F C E un sous-
espace vectoriel de E et a: E — E un endomorphisme. La restriction de a a F, notée alg, est

lapplication linéaire :
F —- E
ar { v = alf(v) =a(v) (5-34)

Attention, de maniere générale la restriction d’un endomorphisme a un sous-espace vectoriel F
n’est pas un endomorphisme de F car I'image de F par alf n’est pas nécessairement contenue
dans F. En revanche, la proposition précédente nous indique que, pour tout sous-espace
caractéristique xa, aly, est un endomorphisme.

Théoréme 3 (dimension des sous-espaces caractéristiques). Soit E un K-espace vectoriel,
a : E — E un endomorphisme, de polynome caractéristique scindé, qui s’exprime comme
Po(X) = (=1)™"X = AM)¥ - (X = N\)%. La dimension du sous-espace caractéristique Xa,
associé a la valeur propre A; est égale a la multiplicité d; de la racine Ay dans le polynome
caractéristique.

La demonstration, un peu longue, ne sera pas donnée dans le cadre de ce cours.

Propriété 3 (indice de nilpotence). Chaque sous-espace vectoriel Xy, étant stable sous lac-
tion de a, il l’est également sous [’action de ’endomorphisme a — AJ. La multiplicité c; de
la racine Ay dans le polynome minimal 7, peut alors étre caractérisée comme,

ci = min{k e N t.q. (a— m)'ﬂmi =0}, (5.35)

autremement dit la plus petite puissance telle que (a — }‘ij)k|x»1 est un opérateur nilpotent,
appelée indice de nilpotence de l'opérateur (a — Aij”mi'

En effet s'il existait une puissance k < ¢; telle que (a—AJ)*|,, = 0 alors en remplagant dans
le polynome minimal (X — A{)¢ par (X — A{)* on obtiendrait un polynoéme annulateur de a
de plus bas degré que 7, ce qui est contraire a la définition du polynome minimal. O

Théoreme 4 Soit E un K-espace vectoriel, a : E — E un endomorphisme de polynome ca-
ractéristique est scindé, dont les sous-espaces caractéristiques sont donnés par {Xa,y - - -y Xa.J-
L’espace vectoriel B se décompose alors comme somme directe des sous-espaces caractéris-
tiques,

E=xxn ®&X0, @ DX, - (5.36)
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Partons du polynome caractéristique de a,
Po(X) = (—1D™"(X =ADNT (X =A% (X =A% (5.37)

D’apres le théoreme de Cayley—Hamilton, Po(a) = 0 donc E = Ker (Pa(a)). Le lemme
indique alors que
E =Ker (Pa(a)) =xn, ®Xp, @+ D Xa, - (5.38)

O
Nous déduisons de ce dernier théoreme un autre critere important de diagonalisabilité
d’un endomorphisme.

Propriété 4 Soit E un K-espace vectoriel et a : E — E un endomorphisme. Cet endomor-
phisme est diagonalisable si et seulement si les deux conditions suivantes sont réunies :

1. son polynome caractéristique Py est scindé ;

2. pour chaque valeur propre Ai, Xa, = E\,, c.-a.-d. que chaque sous-espace propre se
confond avec le sous-espace caractéristique associé a la méme valeur propre.

Si a est diagonalisable, alors nous savons que P, est scindé (théoreme |4 du chapitre [4)) et que
E=E\, OE,D---DE,, . (5.39)
En outre le théoreme |4 indique que, P, étant scindé,
E=xyn®&X0n @ - DXa, - (5.40)

Comme la propriété [2| indique que E), C x», nous avons alors nécessairement E), = x,.
Réciproquement, si P, est scindé alors

E=X0 &X0n @ B X (5.41)
et si nous avons également x,, = E,, pour tout i, alors

E=E, GE,B---DE,, . (5.42)
et a est diagonalisable. 0

Théoreme 5 Soit E un K-espace vectoriel et a : E — E un endomorphisme de polynome
caractéristique scindé, et de polynome minimal

T (X) = (X —=A)T(X=A)2 - (X= A (5.43)
Pour tout i € {1,...,1}, le sous-espace caractéristique X», est donné par
xn = Ker | (a=Ag)"], (5.44)

ot c; est donc la multiplicité de la racine Ay dans le polynome minimal Tt,.
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Etant donné que, pour tout i, ¢; < dji, nous avons d’apres la propriété [2] :
Ker |(a—Ad)%| € Ker [(a=A9)"| =, (5.45)
Etant donné que pq(a) = 0, Ker (ua(a)) = E et le lemme [1| indique que
E = Ker (1o(@)) = Ker [(a—n9)""] @Ker [(a=A9)*| @+ @ Ker [(a—2A0)"] . (5.46)
Comme nous avons également
E = Ker (Pa(a)) =xn ® X0, @ ® X, s (5.47)
on en déduit que, pour tout i, xa, = Ker [(a —AJ) Ci]. O
Ce théoreme important va étre mis a profit dans la section suivante pour comprendre

comment trigonaliser de maniere systématique tout endomorphisme dont le polynoéme carac-
téristique est scindé.

5.2 Trigonalisation d’un endomorphisme

Nous considérons dans cette section des endomorphismes dont le polynome caractéristique
est scindé, ce qui est toujours le cas sur le corps des complexes. Nous nous intéresserons plus
spécialement a ceux dont le polynome caractéristique admet des racines multiples.

Définition 5 (endomorphisme trigonalisable). Soit E un espace vectoriel de dimension n et
a: E— E un endomorphisme. Cet endomorphisme est dit trigonalisable s’il existe une base
B de E dans laquelle la matrice A associée a a est triangulaire, supérieure ou inférieure,
c.-a.-d. de la forme (ou sa transposée) :

al, a',
A= (5.48)
0 0 at

n

Théoréme 6 (critére de trigonalisabilité). Soit E un K-espace vectoriel de dimension n et
a: E — E un endomorphisme. Cet endomorphisme est trigonalisable si et seulement si son
polynome caractéristique P, est scindé ; en particulier, tout endomorphisme sur un C-espace
vectoriel de dimension finie est trigonalisable.

La preuve dans un sens est évidente. Si a est trigonalisable, calculons son polynome caracté-
ristique dans une base ou la matrice associée est triangulaire :

aH—X a!
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La réciproque se montre par récurrence. Une matrice 1 x 1 est évidemment trigonalisable.
Supposons que la propriété soit vraie pour des endomorphismes dans des espaces vectoriels
de dimension inférieure ou égale a n—1. Considérons dans un espace vectoriel E de dimension
n un endomorphisme a dont le polynome caractéristique est scindé. Ce polynome admet au
moins une racine A, avec un vecteur propre v € E associé. Soit B = {v,ez,...,e,} une base
de E formée en complétant ce vecteur v en une famille libre et génératrice. Dans cette base,
la matrice n X n associée a a est de la forme

A a]z ce a]n
A=’ (5.50)
R E B '
0
Soit F C E le sous-espace vectoriel engendré par la famille libre {e,,...,e,} et I'endomor-
phisme :
F — F
b { v — bv)=Proal ’ (5:51)

ou, rappelons-le, Pr désigne le projecteur sur le sous-espace vectoriel F et alf la restriction
de a a F. Nous pouvons alors écrire le polynome caractéristique de a comme

Po(X) = det (A — XI,) = (A— X) det(B — XI_1) = (A — X)Pp(X) . (5.52)

et, étant donné que P, est scindé, Py, l'est également. En utilisant I’hypothese de récurrence,
nous en déduisons qu’il existe une base {f;, f3,...,fy} du sous-espace vectoriel F telle que
la matrice B’ associée a I’endomorphisme b soit triangulaire supérieure. Dans la base B’ =
{v, f2,...,fn} la matrice associée a I’endomorphisme a est aussi triangulaire supérieure. [

Exemple 5 Soit un endomorphisme a associé dans une certaine base B d’un espace vectoriel
de dimension 3 a la matrice

31 -1
A= 1 4 =2 (5.53)
12 0
Son polynome caractéristique est
PA(X) = —(X —=3)(X —2)* (5.54)

Déterminons également son polynome minimal. Nous avons

0 0 0
(A=30)- (A=2)=| 0 =1 1 | #0 (5.55)
0 —1 1

donc A (X) = Po(X) = —(X — 3)(X — 2)2. Le polynome minimal n’admettant pas que des
racines simples, nous savons que A n’est pas diagonalisable (cf. théoreme . Cherchons tout
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d’abord une base du sous-espace propre Ej, en resolvant le systeme

X 0 y—z = 0 x+y—2z = 0
(A=3D)-|ly|=[0] & x+y—2z = 0 & y—z = 0 (5.56)
z 0 x+2y—3z = 0 0 =20

. 1 . . ’
dont une solution est V3 = < } ) Examinons le sous-espace propre E,. Etant donné que A

n’est pas diagonalisable, nous savons d’avance que dim E; = 1. Nous avons

X 0 x+y—z = 0 x+y—z = 0
(A=2)- |y|=[0] & < x+2y—-2z = 0 & y—z = 0 (5.57)
z 0 x+2y—2z = 0 0 =0

. 0 : . . .
dont une solution est V, = (} ) ; toutes les autres solutions sont proportionnelles a celle-ci.
Pour trigonaliser la matrice, il suffit de compléter {V3, V,} par un troisieme vecteur colonne

o o . 0
quelconque linéairement indépendant de ceux-ci, par exemple W = ( ] > Nous avons alors la

matrice de passage et son inverse :
00
V=(V;V,W)=| 11 1], Vv'i=[-10 1 (5.58)
10

et finalement

(5.59)

o N O
—

3
T=V'1A.V=|0
0

N

qui est bien une matrice triangulaire.

Il existe cependant un moyen d’obtenir une trigonalisation plus « optimisée » de cette
matrice, que nous exposerons sur cet exemple avant de généraliser a la section suivante. Nous
partons de I’observation que la troisieme colonne de la matrice T s’interprete comme

T(w) = vz +vy + 2w, (5.60)

ol v3, v, et w sont les vecteurs associés respectivement aux vecteurs colonne V3, V; et W,
et indique ainsi un « mélange » entre le vecteur v; engendrant le sous-espace propre E; et les
deux autres vecteurs de base sous 'action de I’endomorphisme a.

Pour éviter ce mélange, et donc obtenir une forme plus simple de la matrice triangulaire,
nous partons du théoréme {| qui indique (utilisant le fait que le sous-espace caractéristique
X3 s'identifie au sous-espace propre Ej, la racine correspondante étant une racine simple) :

E=x:®0x2=ED%2. (561)

Au lieu de choisir le vecteur w de maniere arbitraire, cherchons a compléter v, pour obtenir
une base du sous-espace caractéristique

X2 = Ker (A —21)°. (5.62)
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Nous avons :

, (* 11 -1 X 0 x+y—z = 0
(A=2D)"-[y] =11 yl=1(0] & 0 =20 (5.63)
z T 1 —1 z 0 0 =20

: , 0
dont une solution est donnée par le vecteur propre V, = <} ), car E; C x2. Nous cherchons
ensuite une autre solution, linéairement indépendante de V,, du systeme (5.63); elle est

, 1 .
donnée par exemple par U = (g)) Nous trouvons alors la matrice de passage

101 11
V=(V;V,U)=(1 10|, V'=[ -1 0 1
111 0 —1 1
~ (30 0
— VA V=02 -1 |, (564
00 2

qui est effectivement plus simple que la matrice (5.59) obtenue précédemment. L’objectif de
la section suivante sera d’obtenir de maniere systématique la trigonalisation d’un endomor-
phisme sous une forme canonique, optimisée comme celle-ci.

5.3 Réduction de Jordan

Débutons cette section par des rappels sur les notions acquises jusque la. Soit a: E — E
d’un C-espace vectoriel E de dimension n. A cet endormorphisme peuvent étre associés :
— son polynome caractéristique, de la forme

Po =det (a—XI) = (=1)"(X = AT (X = A)% - (X = A)d

dont les racines distinctes sont associées a des sous-espace propres E), = Ker (a—A;), de
dimension 1 < dim E,, < d;, et formant une somme directe de sous-espaces vectoriels,

Er ®E\, & - @ Es CE,

donnant une partition de E lorsque a est diagonalisable ;

— le polynéme minimal 7y, polynome de plus bas degré et de coefficient dominant 1 tel
que 7q(a) = 0; il est de la forme

Ma(X) = (X = AT (X =Ag)% - (X =A™

ou, pour tout i € {1,...,7}, 1 < ¢; < d; car 7, divise P, (Cayley—Hamilton).
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Le polynome minimal possede les mémes racines que le polynome caractéristique mais leurs
multiplicités peuvent étre différentes. Le polyndme minimal intervient en particulier dans la
décomposition de E en sous-espaces caractéristiques. Le théoreme [5| nous apprend en effet
que

E = Ker (Pa(a)) =Xn DX D DX (565)

ol, pour tout i € {1,...,1}, x», = Ker [(a — 7\13) ci} et ce sous-espace est de dimension d;.

Définition 6 (matrice diagonale par blocs). Soit a : E — E un endomorphisme sur un K-
espace vectoriel E de dimension n et D € My(n,n) la matrice associée a a dans une base
B de E. Cette matrice est dite diagonale par blocs si elle est de la forme

A; 0 - o 0
0 A, :
D=|: - (5.66)
: o0
0 - - 0 A,

ot Ay € My (ki, ki) avec k1 +ky +-+- +k, =n.

Naturellement, une matrice carrée arbitraire est un exemple trivial de matrice diagonale
par blocs, composée d’un seul bloc. A I'autre extréme une matrice diagonale est également
diagonale par blocs, tout les blocs étant de dimension 1 x 1.

Propriété 5 Soit a : E — E un endomorphisme sur un K-espace vectoriel E de dimension
n dont le polynome caractéristique est scindé. A chaque sous-espace caractéristique Xa,, on
associe une base Bi. Soit la famille de vecteurs de E définie par l'union B = B;UB,U- - -UB,.
Nous avons :

1. B est une base de E ;
2. la matrice A associée a ’endomorphisme a dans la base B est diagonale par blocs ;

3. chaque bloc Ay correspond a la restriction de a au sous-espace caractéristique X, cor-
respondant a la valeur propre A ;

4. le bloc A; est de taille d; x di, ou d; est la multiplicité de la racine Ay dans le polynome
caractéristique Py (X).

Le premier point est évident d’apres le théoreme [} car E = xa, @ --- @ xa,. La notion de
décomposition en somme directe (voir la définition [5| du cours [1)) implique alors que tout
vecteur v € E se décompose de maniere unique commme v =v; +V; + -+ - +V, avec v; € X,
et chaque v; se décompose de maniere unique sur la base B; choisie sur xy;.

Le deuxieme point découle directement de la proposition ; si vi € x», alors a(vi) € xa,.
Cela est en particulier vrai si v; € By, et I'image d'un vecteur de base de Xy, se décompose
ainsi comme une combinaison linéaire de vecteurs de B;.
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La restriction aly, est un endomorphisme sur le sous-espace vectoriel x,,. Il est donc
1
entierement caractérisé par I'image des vecteurs de base de B; :

di
(lkai(ez,i) = Z ek,i(/‘\i)ki , Bi= {61,i) €2y ey edi,i}a (5-67)
k=1

associée a la matrice A; apparaissant dans la décomposition diagonale par blocs de la matrice
A associée a I’endomorphisme a dans la base B.

Enfin, le quatrieme point provient du théoreme @ indiquant que la dimension de ¥, est
égale a la multiplicité d; de la racine A; dans le polynoéme caractéristique de a. O

Remarque 1 La matrice A étant diagonale par blocs, la matrice A — XJ [’est aussi et nous
avons (voir la propm'été@ du cours @ :

det A = det(A; — Xy, ) det(A; — XIg,) - - - det(A, — Xy, ) . (5.68)

avec
det (A; — XIg,) = (1) (X = A)%. (5.69)
Propriété 6 Soit a un endomorphisme trigonalisable sur un espace vectoriel B = Xy, @

Xn, D Xa,s o les X, sont les sous-espaces caractéristiques de a. La restriction de a a
chaque sous-espace caractéristique :

) X 7 Xn
a’X)\i : { Vo= a(v) (570)

est un un endomorphisme trigonalisable. Dans toute base B; de x», telle que la matrice A4
associée & l'endomorphisme aly, est triangulaire supérieure, elle est de la forme

Al x e X%
T T %
o -+ 0 N

c.-a.-d. triangulaire supérieure avec tous les éléments diagonaux égaur a A;.

On note premierement, cf. remarque |1} que le polyndéme caractéristique de (1|XA,l et donné par
P et ((a -~ XJJIXQ — (DS (X — A% (5.72)

qui est scindé, et la matrice A; est donc trigonalisable d’apres le théoréme [6 En utilisant
I’expression générale du déterminant d’une matrice triangulaire, nous avons

P; = det (A; — XIg,) = <(Ai)‘1 - X) ((Ai)z2 - x) - ((Ai)dgh - X) . (5.73)
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En comparant avec I'expression ([5.72)) nous obtenons par identification des racines du poly-
nome que (A;)'; = (A4, = = (Ai)d&l = A;. Ainsi, tous les éléments diagonaux du bloc

de la matrice associé a la restriction au sous-espace caractéristique X, sont égaux a A;. [

*
* %

Récapitulons ce que nous avons obtenu jusqu’ici avant de mener la démarche d’optimisa-
tion de la trigonalisation a son terme. Nous avons montré que, pour tout endomorphisme a
dont le polynome caractéristique est scindé :

1. il est possible de lui associer une matrice D diagonale par blocs, voir I'éqn. ([5.66]),
chaque bloc correspondant a un des sous-espaces caractéristiques Xy, ;

2. pour chaque bloc Aj, il est possible de choisir une base telle que ce bloc soit une matrice

triangulaire supérieure, et ses éléments diagonaux sont toujours tous égaux a A, voir
Iéqn. (5.71]).

Il n’est pas possible de faire mieux d’une maniere générique, et il faut alors rentrer dans la
discussion des différents cas de figure, suivant la dimension du sous-espace caractéristique
concerné. Avant de décrire le résultat général, nous allons examiner ce qu’il est possible
d’obtenir pour les plus petites dimensions de ces blocs.

Bloc 1x1.

Il s’agit de la situation pour laquelle dim E) = dimy, = 1. Le sous-espace propre, de

dimension 1, est engendré par tout vecteur distinct du vecteur nul solution de I’équation
(a—AJ)(v) = O¢.

Bloc 2x2.

Il s’agit de la situation pour laquelle le polynome caractéristique de a peut se factoriser
sous la forme

P(X) = (X—APQ(X), Q(X) #0. (5.74)

Le sous-espace propre E, et le sous-espace caractéristique x, associés a la valeur propre A
sont tels que :

1 < dimEy < dimyy = 2. (5.75)

Donc soit dimE, = dimyx, = 2, et le bloc est alors diagonalisable, soit dimE, = 1 et le
bloc est trigonalisable. Si 'endomorphisme est caractérisé initialement par une matrice A, on
étudie 'espace vectoriel des solutions du systeme homogene

(A=AD) [ :|=]:]" (5.76)
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Si cet espace de solutions est de dimension 2, on choisit 2 vecteurs colonne solutions linéaire-
ment indépendants, V) et W,, qui sont par construction générateurs du sous-espace propre
E, de dimension 2. Apres changement de base nous aurons alors un bloc de la forme

A — @ f\) (5.77)

Comme nous avons dans ce cas Ey = x», donc x) = Ker (a—AJ), le polynome minimal associé
a a est nécessairement de la forme

m(X) = (X=MNQ(X), Q) #0. (5.78)
*

*
*
Si l'espace vectoriel des solutions du systeme ([5.76) est de dimension 1 , nous sommes
dans la situation ou le polynéme minimal est de la forme

~

ma(X) = (X=A?Q(X), Q) #0. (5.79)
et donc
Er = Ker (@ —AJ) € xa = Ker (a—AJ)°, (5.80)

Nous considérons un vecteur colonne propre V,, correspondant a une solution du systeme ([5.76)),
et cherchons a compléter ce vecteur par un deuxieme vecteur qui lui est linéairement indépen-
dant pour obtenir une base du sous-espace caractéristique x,, de dimension 2. On considere
alors le systeme

x! 0
(A=AD)* [ | =|:]- (5.81)
x™ 0
Evidemment toute solution du systeme 1} est aussi solution de celui-ci, ce qui s’applique

en particulier au vecteur colonne déja choisi V,. On choisit alors une solution W, de (5.81)),
linéairement indépendante de V,, pour compléter la base de x, et ainsi pouvoir mettre le

bloc A; sous la forme
A
=t ) s

ol « est un nombre quelconque, distinct de zéro par hypothese, qui se comprend en examinant
I’action de I’endomorphisme sur le vecteur wy associé a W, de la forme :

a(wy) = avy + Aw, (5.83)

étant donné que la premiere colonne de ([5.82) correspond & la décomposition de a(v,) dans
la base (vy, wy) du sous-espace Xa, et la deuxieme colonne a la décomposition de a(wy).

Pour obtenir une forme plus canonique de ce bloc, il est possible d’obtenir toute valeur
non-nulle de & par un choix approprié de Wj. Le choix standard correspond a :

Ay = (g ;\) , (5.84)
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provenant de ’équation
a(wa) = v+ Aw, (5.85)

Sous forme matricielle, une fois déterminé le vecteur colonne propre V,, on cherche alors un
vecteur colonne W), solution du systeme :

(A=AD) [ : | =Va. (5.86)

I1 est utile de faire deux remarques a ce stade.

1. Contrairement aux systemes rencontrés jusqu’ici dans le cadre de la diagonalisation
ou trigionalisation, ce systeme n’est pas homogene car il possede un membre de droite
correspondant au vecteur propre colonne V, choisi.

2. Toute solution du systeme ((5.86|) est également solution du systeme (5.81)). En effet si
on multiplie & gauche I'éqn. ((5.86)) par (A — Ail), on obtient

X]

(A=AD)*| : | =(A=AD)V, =0,
Xn

car V), est vecteur propre. Cela confirme que la contrainte (5.85]) imposée au vecteur
w, induit que wy, € X, comme demandé.

Exemple 6 Reprenons la matrice déja étudiée a I'exemple [5] :

31 —1
A=[14 22 (5.87)
12 0

plus particulierement 1’étude du sous-espace caractéristique x, de dimension 2. Nous avions
déterminé un premier vecteur colonne propre, en étudiant le systeme

X 0 x+y—z = 0 x+y—z = 0
(A=2I)-(y|=[0])] & ( x+2y—2z = 0 & y—z = 0 (5.88)
z 0 x+2y—2z = 0 0 =0
dont une solution est V, = (?) Pour compléter la base de x; tout en mettant le bloc
correspondant sous forme canonique, on étudie le systeme :
X 0 x+y—z = 0 x+y—z = 0
(A=2) - |y|=[1] & { x+2y—2z =1 & y—z = 1 (5.89)
z 1 x+2y—2z = 1 0 =0
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Cet espace des solutions, qui n’est plus un espace vectoriel, contient en particulier le vecteur
-1 . .
colonne U; = ( 1) Nous avons alors pour la matrice de passage et son inverse

1 0 —1 1 1T -1
V:(V3V2U2): 11 1 , Vi=| =1 =1 2 (5.90)
11 0 o 1 =1
d’ou on tire, comme prévu, que
300
V'A.v=|0 21 (5.91)
00 2
*
% %k

Bloc 3x3.

Il s’agit de la situation pour laquelle le polynome caractéristique de a peut se factoriser
sous la forme

Pa(X) = (X=APQ(X), Q) #0, (5.92)

et donc que
1 <dimEy < dimy, =3. (5.93)

Donc soit dim E)y = dimx, = 3, et le bloc est alors diagonalisable, soit dimE), < 3 et le
bloc est trigonalisable. Si ’endomorphisme est caractérisé initialement par une matrice A, on
étudie I'espace des solutions du systeme homogene :

x! 0
(A=AD) [ :]=1]:]- (5.94)
X" 0

Dans le premier cas, cet espace de solutions est de dimension 3, et on peut choisir 3
vecteurs colonne solutions linéairement indépendants, Uy, V, et Wy, qui sont par construction
générateurs du sous-espace propre Ey = x, de dimension 3. Le polynéme minimal est donc
dans cette situation de la forme

~ -~

ma(X) = (X=A)Q(X), Q(A) #0, (5.95)

car X = Ex = Ker (a — AJ). Apres changement de base nous aurons un bloc diagonal de la

forme
A0 O

Av=[0 A 0 (5.96)
00 A
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Le second cas est celui ou I'espace vectoriel des solutions du systeme est de dimen-
sion 2, c.-a.-d. qu’il n’est possible de trouver que deux vecteurs colonne solutions linéairement
indépendants, U, et W, ; nous avons alors dim E, = 2. Nous chercherons a obtenir le bloc
3 x 3 correspondant au sous-espace caractéristique x, sous une forme canonique donnée par :

AT 0
Av=[0 A 0]. (5.97)
00 A

Commencons par choisir un certain vecteur colonne propre U, € E,, c.-a.-d. solution du
systeme ((5.94]). On cherche alors un vecteur colonne V), tel que

(A=A V, = U,. (5.98)

Remarquons que

(A=AD)*Vy = (A =AU, = | ; (5.99)
0

car Uy et vecteur propre, et donc Vy € Ker(a —AJ)2 C xn = Ker (a — AJ)3. 11 suffit alors
de choisir un autre vecteur propre W, € E,, afin que {U,, V), W,} forment une famille libre
et donc une base du sous-espace caractéristique x,, dans laquelle le bloc A, sera de la forme
souhaitée, donnée par 1'éqn. ((5.97))

Etant donné que Uy et Vy appartiennent & Ex = Ker (a— AJ), et que Vy € Ker (a —AJ)2,
le cas de figure examiné ici correspond a

= Ker (a—A9) & m(X) = (X=A2Q(X), Q) #0. (5.100)

Remarque 2 Crucialement, qu’il n’est pas garanti que notre choix de wvecteur propre Uy
conduise a [’existence d’une solution V, pour [’équation / Il se peut en effet que,
dans une base contenant Uy, la matrice associée a [’endomorphisme ne puisse prendre la

forme qui est diagonale par blocs.

A la lumiere de cette remarque il est préférable de présenter ’algorithme sous une forme
différente, qui fonctionne a coup sur :

1. On commence par choisir un vecteur colonne Vy € Ker (a — AJ)?, c.-a.-d. solution de
I’équation
0
(A=A Vi=|:], (5.101)

avec la contrainte que

Uy = (A=AD)Vy# | 1] (5.102)
0

on constate que Uy € E,, c.-a.-d. vecteur propre pour la valeur propre A.
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2. On cherche un autre vecteur propre Wy € E, tel que la famille {U,, V), Wy} soit une
famille libre.

Le troisieme cas est celui ou 'espace vectoriel des solutions du systeme ([5.94]) est de
dimension 1, c.-a.-d. qu’il n’est possible de trouver qu'un vecteur colonne U, solution linéai-
rement indépendant. Il s’agit de la situation pour laquelle

= Ker(a=2A9)° & m(X) = (X=APQ(X), Q) #0. (5.103)

Pour trigonaliser le bloc 3 x 3 correspondant nous chercherons a former une base de x,
avec U, et deux autres vecteurs colonnes V, et W, afin d’obtenir le bloc 3 x 3 sous une forme
canonique donnée par :

AT O
Av=10 A 1], (5.104)
0 0 A
correspondant aux trois équations :
(a—AJ)(up) =0 (5.105a)
(a—=AJ)(va) =uy (5.105b)
(a—AJ)(wr) =y (5.105c¢)

Des vecteurs obéissant a ces équations forment nécessairement une famille libre. Supposons
qu’il existe o, 3,7y tels que
ouy + [3\1}\ + YWy = OE (5106)

En appliquant (a —AJ)? a cette équation on trouve y = 0, puis en lui appliquant (a —AJ) on
trouve f =0 et enfin & = 0.

L’algorithme pour obtenir la base de x, souhaitée se présente alors sous une forme
proche du cas précédent. On commence par choisir un vecteur colonne W € Ker (a — AJ)3,
c.-a.-d. solution de I’équation

0
(A=A’ Wy = | : |, (5.107)
0
avec la contrainte que
0
U S (A-A)Wo £ | ] (5.108)
0
Nous constatons alors que
0
(A=A U, = (A —AT)°’W, = | : |, (5.109)
0
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donc U, est vecteur colonne propre associé a la valeur propre A. Il suffit alors de définir le
vecteur colonne

Vi E (A—AD)W,, (5.110)

par construction non-nul, pour que la famille libre {U,, Vi, W3} soit une base du sous-espace
caractéristique x, tel que le bloc 3 x 3 associé soit de la forme ((5.104]) souhaitée.

Exemple 7 Soit b un endomorphisme sur un R-espace vectoriel de dimension 3 représenté
dans une certaine base par la matrice

3 -2 -1
B=| -1 3 1 (5.111)
2 -3 0
On calcule son polynome caractéristique,
Pe(X) = —(X—2)° (5.112)

donc B, qui n’est manifestement par proportionnelle a la matrice identité, n’est pas diagona-
lisable. Les vecteurs propres sont solutions du systeme

X 0 x—2y—z = 0 x—2y—z = 0
B-2D) |y|=[0] & —x+y+z = 0 & y = 0 (5113)
z 0 2x—3y—2z = 0 0 =0

L’espace des solutions est donc de dimension 1; nous somme dans le troisieme cas de figure
ci-dessus, tel que X2 = Ker (b —AJ)3. Remarquons en passant que, dans ce cas précis, comme
nous sommes en dimension 3 et que dimy, = 3, tout vecteur appartient a x,, soit E = x;.
Choisissons-donc un vecteur colonne W, arbitraire tel que

1T =1 -1 X 0
B—2)’W,=[ 0 0 O y|l#[0] & x—y—z+£0. (5.114)
1T -1 —1 z 0
On choisit par exemple W, = (é). Nous avons alors
1T =1 -1 1 1
U,=B-2)°'W,=| 0 0 o |[|o]=]o0 (5.115)
1T -1 —1 0 1
ainsi que
1T -2 —1 1 1
Vo=B-2)Wo = -1 1 1 0f=1-1 (5.116)
2 -3 =2 0 2
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On forme alors la matrice de passage

1T 1 1

V=(U,V;W;)=[0 -1 0 (5.117)
1 =2 0
et on vérifie que
0 1 1 3 =2 -1 1T 1 1
v'B.Vv=|1 -2 -1 |-[-1 3 1 |- [0o-10
1T -1 —1 2 -3 0 1 -2 0
210
=021 (5.118)
0 0 2

comme attendu.

Exemple 8 Soit un endomorphisme sur un R-espace vectoriel de dimension 3 représenté dans
une certaine base par la matrice

2 1
c=[o0 3 o (5.119)
1 -1 4

On calcule son polynome caractéristique,
Pe(X) = —(X—3)3 (5.120)

donc C, qui n’est manifestement par proportionnelle a la matrice identité, n’est pas diagona-
lisable. Les vecteurs propres sont solutions du systeme

X 0 —x+y—z = 0 x—y+z = 0
(c=3) |yl =10| & 0 =0 & 0 =0 (5.121)
z 0 x—y+z = 0 0 =0

L’espace des solutions est donc de dimension 2; nous somme dans le second cas de figure
ci-dessus, tel que x» = Ker (c — AJ)%. Remarquons que, ici aussi, comme nous sommes en
dimension 3 et que dimyx, = 3, tout vecteur appartient a x,, soit E = x,.0n cherche donc
premierement un vecteur colonne V3 arbitraire tel que (C — 3I) V3 soit non-nul, c.-a.-d.

X 0
(C=3)|y|#|0|] & x+y—z#0 (5.122)
z 0

. . 1 .
Choisissons par exemple V3 = ( 0 ) Nous avons ensuite
1 —1

Us;=(C=30) (0] =0 (5.123)
0 1
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qui est par construction un vecteur propre de C. On complete alors la base par un vecteur
propre de C linéairement indépendant de V3, par exemple

1

Wi;= 11 (5.124)
0
et on forme la matrice de passage
-1 11
V=(U;VsW3)=|[ 0 0 1 (5.125)
1 00

et on vérifie que

0 0 1 2 1 -1 -1 11
v'i.c.v=|1 -1 1 3 0 0 01
0 1 0 1 -1 4 1 00
310
oso) (5.126)
00 3

comme attendu.

La généralisation de cette méthode de trigonalisation en dimension quelconque porte le
nom de reduction de Jordan; nous nous contenterons de 1’esquisser ici.

Définition 7 (bloc de Jordan) Un bloc de Jordan de dimension k pour la valeur propre A,
noté Jx(A), est une matrice triangulaire k X k de la forme

0 -.- 0
0 A :
JW\) = 0 (5.127)
: o]
0o --- 0 A
Propriété 7 Tout bloc de Jordan se décompose comme
Jk(A) = Al + Ny, (5.128)

ot Ny est une matrice nilpotente de degré k, c.-a.-d. telle que (Nk)k = Oy.
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Il suffit d’écrire

0O 0 0 1 0 0
0 : 0
Jk(A) = 0]+ 0
i 0 o]
0 . 0O A 0 0 O

puis de calculer le polynome caractéristique de la matrice Ny :

X 1 0 --- 0
0 —X .

P (X)=| 1t o0 o o | = (—1)RXE.
: o]
o - 0 —X

Le théoreme de Cayley-Hamilton nous indique alors que
Proe(Ng) =0 = (N)* = 0.
Reste a se convaincre que (Nk) b = Oy. Considérons le vecteur colonne
0
Uy = O
1

et on constate que

U1 = Ny Uy = O

1
0
puis
0
U, = (Nk)zUk =N Uy = (])
0
0
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et ainsi de suite jusqu’a atteindre
U N = (5.135)

Pour comprendre cette propriété différemment cherchons les vecteurs propres de Ny, pour
'unique valeur propre qui est égale & zéro car Py, (X) = (—1)*X*. Nous avons

x! 0
x? 0 ,
Nel | =]. | €& x=x=---=x"=0. (5.136)
x" 0
1
Le sous-espace propre Ey est de dimension 1, engendré par le vecteur colonne U; = <>
0

Pour construire une base du sous-espace caractéristique Xo, qui est de dimension k, on part
d’un vecteur colonne Uy tel que

0
(N0 # | (5.137)

0
et on construit les autres vecteurs de base par applications successives de Ny, comme ci-
dessus. O

Théoréme 7 (décomposition de Jordan) Soit E un K-espace vectoriel de dimension n et
a: E— E un endormophisme de polynome caractéristique scindé. Il existe alors une base B
de E telle que la matrice associée a l’endomorphisme A soit de la forme dite de Jordan :

]](}\]) 0 0
0 J2(A) :
J= : e e , (5.138)
: 0
0 e 0 ]p(7\p)

dans laquelle les valeurs propres A; apparaissant dans les des différents blocs de Jordan ne
sont pas nécessairement distinctes.

Nous ne donnerons pas la preuve de ce théoreme, généralisant les cas étudiés précédemment
concernant les blocs de Jordan jusqu’a la taille 3 x 3. On notera que, pour une valeur propre
A donnée, il existe autant de blocs de Jordan dans la décomposition de la matrice que de
vecteurs propres linéairement indépendants associés a cette valeur propre.
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Exemple 9 Reprenons les matrices étudiées dans les exemples [0] & [§] Nous avons trouvé
premierement que

300
VA v=1|0 21 :(11(()3) ](()2))’ (5.139)
00 2 2
puis
210
VB V=021 |=]2 (5.140)
00 2
et enfin
310 0
vicov=[o03 0 |=("® o (5.141)
003 00 Ji(3)

Remarquons, sur ce dernier exemple, la présence de deux blocs de Jordan associés a la méme
valeur propre A = 3.

A la lumitre de nos études précédentes il serait possible de proposer une méthode géné-
rale pour obtenir la réduction de Jordan d’'un endomorphisme a quelconque de polynome
caractéristique scindé :

1. On calcule le polynéme caractéristique de a, Pq = (—1)™"(X — A7) -« (X — Ap)°.

2. Pour chaque valeur propre A, on détermine la dimension du sous-espace propre E) =
Ker (a—AJ), qui donne le nombre de blocs de Jordan associés a A, en étudiant I'espace
des solutions du systeme

X! 0
(A=AL) [ :|=]: (5.142)
x" 0
On choisit alors une base de solutions associés aux vecteurs colonne {Uy, Vy,...}.

3. Partant du premier vecteur propre de la base Uj, on cherche §’il existe un vecteur
colonne U; tel que

(A—-A)U, =1, (5.143)
4. si un tel vecteur existe, on cherche alors un vecteur Uj tel que
(A—=AI)U; = U3, (5.144)

et ainsi de suite.

5. le processus S’arréteE] avec un certain vecteur U, lorsqu’il n’existe pas de solution a

3. Dans tous les cas la taille du bloc de Jordan est inférieure & la dimension du sous-espace caractéristique
X, donnée par la multiplicité de la racine A dans le polynéme caractéristique Py (X).
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I'itération suivante (A — 7\]1) U¢1 = Ug. On a alors

AU; =AU,
AU, =U; + AU,

AU, = U, + AU,

engendrant le bloc de Jordan J(A) de taille £ x £.

6. On repete le méme processus aveec le deuxieme vecteur propre V; de la base choisie
pour le sous-espace propre E,, et ainsi de suite pour les autres vecteurs de base.

7. On recommence pour les autres valeurs propres.

Cependant, comme nous ’avons noté plus haut, voir la remarque 2] cet algorithme ne conduit
pas nécessairement a une solution du probleme, si le vecteur propre initial est mal choisi. Pour
étre certain d’aboutir, il faut généraliser aux valeurs propres d’ordre arbitraire la méthode
exposée apres la remarque [2| pour les valeur propres d’ordre 3. Dans le cadre de ce cours, nous
nous contenterons de savoir réduire les endomorphismes ayant au plus des valeurs propres
d’ordre 3.

Exemple 10 Soit a un endomorphisme sur un R-espace vectoriel de dimension 5 représenté
dans une certaine base par la matrice

5 0 4 -2 -3
-2 3 =3 2 4
A=|0 0 3 0 0 (5.145)
O 0 0 3 1
1T 0 2 -1 1
Le polynéme caractéristique associé est Py(X) = —(X — 3)°. Cherchons une base de 'unique
sous-espace propre Ej, en résolvant le systeme
w 0
X 0
(A —3I) g 1= 1o (5.146)
z 0
dont on trouve deux solutions linéairement indépendantes, par exemple
0 1
1 0
U=|(0], Vi=|0 (5.147)
0 1
0 0

La réduction de Jordan de la matrice A fera donc apparaitre deux blocs.
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Pour obtenir le bloc associé au vecteur colonne propre U; on cherche un vecteur U, tel
que

0
1
(A=3L)U,=U;= |0}, (5.148)
0
0
dont une solution est 5
0
U,=1] 1 (5.149)
0
0

On vérifie ensuite que le systeme (A—3]I3)U3 = U, n’admet pas de vecteur Uz solution, donc
le processus s’arréte et on a obtenu un premier bloc de Jordan J,(3).

Pour obtenir le bloc associé au vecteur colonne propre Vi on cherche un vecteur V; tel
que

1
0
(A — 3]13)V2 =V,=|(0], (5.150)
1
0
dont une solution est
2
0
V, =10 (5.151)
0
1
On cherche ensuite un vecteur V3 tel que
2
0
(A-3)Vs;=V,=|0 (5.152)
0
1
dont une solution est
-3
0
V=1 2 (5.153)
0
0
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Le processus s’arréte nécessairement la, car nous avons obtenu assez de vecteurs pour générer
I’espace vectoriel de dimension 5. En utilisant la matrice de passage

V=(U,U,V,V,V3), (5.154)
on vérifie que
31000 00 0
03000 12(3)000
V''A.v=]00310|=|00 (5.155)
000 31 oo J:3)
0000 3 00

donnant la réduction de Jordan demandée.

5.4 Applications

Les applications du processus de trigonalisation sont identiques a celles de la diagonali-
sation, a savoir les calculs de puissances et d’exponentielles d’endomorphismes, et I’étude de
systemes d’équations différentielles linéaires couplées.

Evoquons tout d’abord brievement le calcul des puissances d’un endomorphisme qui n’est
pas diagonalisable. La premiere méthode disponible est d’utiliser le théoreme de Cayley—
Hamilton, qui indique que, si P, est le polynome caractéristique de a, alors

P.(a)=(—1)"a"+--- =0. (5.156)
On peut ainsi exprimer a™ en termes de puissances inférieures de cet endomorphisme.

Exemple 11 Reprenons l'exemple ol nous avons étudié ’endomorphisme associé a la
matrice :

5 0 4 -2 -3
-2 3 -3 2 4
A=10 0 3 0 O (5.157)
0O 0 0 3 1
1T 0 2 -1 1
Son polynome caractéristique est
PA(X) = —(X —3)° = —=X° + 15X* — 90X> + 270X* — 405X + 243, (5.158)
D’ou nous tirons que
A% = 15A% — 90A3 + 270A? — 405A + 24315 (5.159)

Nous pouvons aussi en déduire I'inverse de A, en réécrivant cette équation comme

A(A?*—15A3 +90A? —270A 4-4051) = (A*—15A%+90A% —270A +405I)A = 243I5. (5.160)
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d’ou
:
Al = 3 (A" —15A% 4+ 90A% — 270A + 405I) . (5.161)

*
* %

Plus généralement, considérons une la réduction de Jordan d’'une matrice A trigonalisable.
Il existe une matrice de passage V telle que

J1 (A1) 0 0
0 Ja(Az) :
A=V. : e e A% (5.162)
: .0
0 ) ]p()\p)

J

Le calcul des puissances de A se ramene au calcul des puissances de J, étant donné que

Ak=(V.]-Vh- (V.- V). (V] vy =V gyt (5.163)
Nous remarquons ensuite que, la matrice | étant diagonale par blocs,
J1(A)¥ 0 cee e 0
0 J2A)¢ :
Jo=1 SV : (5.164)
: T 0
0 e 0 Tk

Le probleme se ramene donc au calcul de la puissance d’un unique bloc de Jordan. Rappelons,
d’apres la propriété , quun bloc de Jordan J.,(A) peut se décomposer comme

A0 0 -0 o1 0 -~ 0
0 A .o 0 0 :
JnN) =1 0 0 oo+ 0 (5.165)
E 0 : 1
0 .- 0 A 0 - 0 0
Al N

olt Ny, est nilpotente de degré m, c.-a.-d. que (N)™ ' #£ O et (Nu)™ = Oyy.
Etant donné que la matrice identité commute avec toutes les autres matrices carrée de
méme taille, nous pouvons alors utiliser la formule du binome de Newton :

P
(JmnA)" = (AIm +Ny)" =) (‘f) AP (N (5.166)

(=0
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ot1, rappelons-le, (N,,)° = I par convention. Si p > m la somme est tronquée étant donné
que (Np)¢=0si€>m.

Une fois connue 'expression générale de la puissance d'un bloc de Jordan, on peut égale-
ment calculer I'exponentielle d'une matrice trigonalisable via sa réduction de Jordan :

exp]1(7\1) 0 0
0 exp J2(A2) :

expA=V-exp] -V '=V. V7 (5.167)
: R 0
0 e 0 explp(Ay)
ol
o] .I .
expJn(A) =3 _ 5 In(N)". (5.168)
=0
Exemple 12 Reprenons la matrice étudiée a I'exemple
3 -2 -1
B=| -1 3 1 (5.169)
2 -3 0
Nous avions trouvé une matrice de passage
1T 1 1
V=10 -1 0 (5.170)
1 -2 0
telle que
210
V1B V=021 |=J;02) (5.171)
00 2
Pour calculer les puissances de B, nous utilisons donc
BP =V.J5(2)7- V! (5.172)

et nous avons, pour tout p > 2,

1 PP—1) o2 z 2P*3(p__ P
J3(2)P = (21 + N3)P = 2P + p2P "N, + TZP Ny=[ 0 2P 2 1p
0 0 2
(5.173)
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car N3 = Q. Nous avons donc

273 (p2+3p+8) —22p(p+7) —2"p(p + 3)
BP=V-J5(2)P- V' = —2>p 2 (p+2) 2'p
2p(p+7) =2 Pplp+11) =273 (p?+7p—8)

(5.174)
On peut aussi vérifier que

) et (% +t+ 1) et (—¥ — 2t> et (—% t)
exp(tB) = V-exp (tJ3(2)) - V' = —e't et (t+1) e’'t
et (% +2t> et (—% —3t> et (—% —2t+ 1)
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