Chapitre 00
Quelques éléments de base sur les groupes SO(3), SU(2) et SL(2,C)

1. Rotations de R?, les groupes SO(3) et SU(2)
1.1. Le groupe SO(3), groupe a trois paramétres

On considere I'espace euclidien a trois dimensions et le groupe des rotations. Ces rotations
laissent invariante la norme carrée du rayon vecteur OM? = 22 + 22 + 23 = 22 + 9% + 22 !
et sont représentées dans une base orthonormée par des matrices 3 x 3 orthogonales réelles,
de déterminant 1 : elles forment le groupe SO(3).

Toute rotation de SO(3) est une rotation d’'un angle ¥ autour d’un axe de vecteur
directeur unitaire n, et les rotations associées a (n, ) et & (—n, —1) sont identiques. On

notera Ry, (1) cette rotation. De facon tres explicite (formule d’O. Rodrigues)
x' = Ry(¢)x = cospx + (1 — cosp)(x.n) n+ siny (n A x) . (1.1)

Comme un vecteur unitaire n dans R? dépend de deux parametres, par exemple ’angle 6
qu’il fait avec ’axe Oz et ’angle ¢ que fait sa projection dans le plan Oz, Oy avec 'axe Ox
(voir figure 1) un élément de SO(3) est paramétrisé par 3 variables continues. On prendra
ainsi

0<f<m, 0<o¢<2m, 0<y<m. (1.2)

SO(3) est donc une variété de dimension 3. Pour la rotation d’axe n colinéaire a ’axe Oz,

on a la matrice

cosy —siny 0

R.(¢) = | sinyy cosyp 0 (1.3)
0 0 1

tandis qu’autour des axes Ox et Oy

1 0 0 cosyp 0 siny
R:(¢¥)=10 cosyp —siny Ry () = 0 1 0 . (1.3)
0 siny  cos®y —siny 0 cos®y

Une relation que nous allons abondamment utiliser est que

RR, ()R~ = Ry (¢)) (1.4)

I Dans tout ce chapitre, nous utilisons alternativement les notations (z,y,2) ou (z1,x2,x3)

pour désigner les coordonnées dans un repere orthonormé.
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ou n’ est le transformé de n par la rotation R, n’ = Rn (la vérifier !). Inversement toute
rotation d’angle ¢ autour d’un vecteur n’ peut se mettre sous la forme (1.4) : on dira plus

tard que les “classes de conjugaison” du groupe SO(3) sont caractérisées par 'angle 1).
Z
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Une autre description fait appel aux angles d’Fuler: étant donné un repere orthonormé
(Oz, Oy, Oz), toute rotation peut étre considérée comme résultant de la composition d’une
rotation d’angle o autour de Oz qui amene Oy en Owu, suivie d’une rotation d’angle 5 autour
de Ou amenant Oz en OZ, et enfin d’une rotation d’angle v autour de OZ (voir figure 2).
On prend donc 0 < a <27, 0< B <7, 0<v <27 et on écrit

R(a, B,7) = Rz(v)Ru(B)R:(a) (1.5)
mais selon (1.4)
Rz(7) = Ru(B)R(7)Ry ' (B) Ru(B) = R.(a)R,(B)R: ()
d’oit en reportant dans (1.5)
R(a, 8,7) = R.(a)Ry(B)R=(7) - (1.6)

olt on a utilisé le fait que R, (a)R.(v)R; (o)) = R.(7) car les rotations autour d'un méme
axe commutent (elles forment un sous-groupe abélien, isomorphe a SO(2)). Cette méthode
permet de comparer les deux paramétrisations précédentes et d’en tirer les relations entre

(0,0,9) et (a,B,7).

Exercice : En utilisant (1.4), écrire la matrice R qui ameéne le vecteur unitaire z porté par Oz sur
le vecteur unitaire n, puis I’expression de Rn(%)) en termes de Ry et R, et en déduire les relations entre
0, ¢, et les angles d’Euler.

15 Septembre 2008
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1.2. Du groupe SO(3) au groupe SU(2)

Considérons une autre paramétrisation des rotations. A la rotation R, (1), nous associons

le vecteur unitaire a quatre dimensions u : (ug = cos %, u = nsin %), on a u?

1, et u appartient & la sphere unité S® dans 1’espace R*. Le changement de détermination

:u8+u2 =

de v par un multiple impair de 27 change v en —u. Il y a donc bijection entre Ry () et
la paire (u, —u), c’est-a-dire entre SO(3) et S3/Zs, la sphere dans laquelle on identifie les
paires de points opposés.  On dira que la sphere S? est un “groupe de recouvrement”
de SO(3). En quel sens cette sphere est-elle un groupe ? Pour répondre a cette question,

introduisons les matrices de Pauli 0;, 1 = 1,2, 3.

as (00 (M) W (2 %) aa

Avec la matrice identité I, elles constituent une base de I’espace des matrices 2 X 2 hermi-

tiques. Elles satisfont 1’identité
005 = 57,][ + iEiijk y (18)

avec €55, le tenseur completement antisymétrique, €103 = +1, €, = signature de la per-
mutation (ijk).

Pour u un vecteur unitaire réel & quatre dimensions (c’est-a-dire un point de S3),
formons la matrice

U =uol —iu.co (1.9)

qui est unitaire et de déterminant 1 (le vérifier et montrer aussi la réciproque : toute
matrice unitaire 2 x 2 est de la forme (1.9), avec u? = 1). Ces matrices forment le groupe
SU(2) qui est donc isomorphe & S3. En développant I’exponentielle en puissances et en

utilisant (1.8), on peut vérifier que

—i¥n.0 = COS g —78in —n.o . (1'10)

€ 2 2

Il est suggéré que la multiplication des matrices

U, () = emiEnO _ cos% — isin %n.a, 0<¢<2r, neS? (1.11)

fournit la loi de groupe cherchée dans S3. Montrons qu’en effet & une matrice de SU(2) on

peut associer une rotation de SO(3) et qu’au produit de deux matrices de SU(2) correspond

15 Septembre 2008
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le produit des rotations de SO(3). Au point & de coordonnées x1,xo,x3, associons la

matrice hermitique

. B T3 T1 — 129
X =x.0= ($1 + iz - ) , (1.12)

avec inversement z' = tr(Xo?), et agissons sur cette matrice selon
X—X =UXU", (1.13)
ce qui définit une transformation linéaire x +— 2z’ = 7x. On calcule aisément que
det X = — (] + 23 + 23) (1.14)

et comme det X = det X', la transformation linéaire x +— 2’ = 7 x est une isométrie, donc
det 7 =1 ou —1. Pour se convaincre qu’il s’agit bien d’une rotation, c’est-a-dire que la
transformation a un déterminant 1, il suffit de calculer ce déterminant pour U = I ou
T = l'identité donc det 7 = 1, puis d’utiliser la connexité de la variété SU(2)(=2 S3) pour
conclure que la fonction continue det 7 (U) ne peut sauter a la valeur —1. En fait, en

utilisant I'identité (1.8), le calcul explicite de X’ conduit apres un peu d’algebre a

X’ = (cos % — in.o sin %)X(COS % + in.o sin %)
= (cosypx+ (1 —cosy)(x.n)n+siny (nAx)).o (1.15)

sur lequel on reconnait la formule (1.1). On en conclut que la transformation x — 2’
effectuée par les matrices de SU(2) dans (1.13) est bien la rotation d’angle ¢ autour de
n. Au produit U, (¢')U,(v) dans SU(2) correspond dans SO(3) la composition des deux
rotations Ry (¢¥')Rn(v) de SO(3). Il y a donc un “homomorphisme” du groupe SU(2)
dans SO(3). Cet homomorphisme envoie les deux matrices U et —U sur la méme rotation.

Résumons les acquis de ce paragraphe. Nous avons montré que le groupe SU(2) est
un groupe de recouvrement (d’ordre 2) du groupe SO(3) (le sens topologique précis en
sera donné par la suite), et que I'homomorphisme de SU(2) dans SO(3) est fourni par les

équations (1.11)-(1.13).

15 Septembre 2008
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2. Générateurs infinitésimaux. L’algébre de Lie su(2)
2.1. Générateurs infinitésimaux de SO(3)

Les rotations Ry (1) autour d’'un axe n donné forment un sous-groupe d un paramétre
isomorphe & SO(2). Dans ce chapitre, nous suivons l'usage en écrivant les générateurs

infinitésimaux des rotations comme des opérateurs hermitiens J = J. Ainsi on écrit
Rn(dy) = (I —idipJy) (2.1)

ou Jy, est le générateur de ces rotations, une matrice hermitique 3 x 3. Par la propriété de

groupe,
Rn(¢ + ddj) = Rn(d¢)Rn(¢) = (I - Zd¢Jn)Rn(¢) ) (22)
ou encore DR ()
9 W) _ i1 R 2.3
W) iR (w) (23
qui, compte tenu de R(0) = I, s’intégre en
Rn(¢p) = e7Wn (2.4)
L’équation (1.4) implique que
Re~WInR=1 — o=WRIWR™! _ —itpJu (2.5)
avec n’ = Rn, donc
RJIZR™' = Jy , (2.6)

c’est-a-dire Jy se transforme comme le vecteur n. Pour étre plus explicites, introduisons
les trois matrices de base Ji, Jo et J3 décrivant les rotations infinitésimales autour des

axes correspondants 2. De la version infinitésimale de (1.3) on tire

0 0 O 0O 0 =2 0 — 0
Ji=[10 0 —3 Jo = 0O 0 0 Js=17 0 O (2.7)
0 2 O — 0 0 0 0
ce qu’on peut exprimer par une formule unique
(Jr)is = —i€ijn (2.8)

2 Ne pas confondre Jn indexé par le vecteur n, avec Jj, k'°™¢ composante de J. La relation

entre les deux va étre donnée plus bas.

15 Septembre 2008
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a l'aide du tenseur completement antisymétrique ¢;;,. Ce tenseur €;;; est en fait invariant

par 'action des rotations
€lmnRilemRk:n = Gijk: det R = Gijk: (29)

puisque la matrice R est de déterminant 1. Cette matrice étant aussi orthogonale, on peut

faire passer un R au membre de droite

€lmnRjmRin = €ijkRil (2.10)
ce qui au vu de (2.8) exprime que
Rjm (J)mn Ry = (Ji)jn R (2.11)
c’est-a-dire
RIR™' = JRy . (2.12)

Soit R la rotation qui amene le vecteur unitaire z porté par Oz sur le vecteur n, on a donc
nge = ng et

Jo=RIR P LR = Sy (2.13)

Noter que les équations (2.12) et (2.13) sont bien compatibles avec (2.6)

T 2 RILR LY Ry R P2 L Ruene = il

L’équation (2.13) prouve que les trois matrices (2.7) forment une base des générateurs des

sous-groupes a un parametre et qu’on peut donc toujours écrire
Ru(i) = e 2™ (2.14)

Finalement on voit que par la formule (1.6), on peut écrire toute rotation de SO(3) a ’aide
des J
R(a,B,7) = e "l 2em00s (2.15)

Les trois matrices J;, i = 1, 2, 3 satisfont les relations de commutation suivantes
[Jiy Jj] = i€iji Tk - (2.16)

Comme on le verra de fagon plus systématique par la suite, cette relation de commuta-
tion des générateurs infinitésimaux J code une version infinitésimale de la loi de groupe.
Considérons par exemple une rotation d’angle infinitésimal di autour de Oy agissant sur
J1

Ry () J1 Ry () =7 Ji[Ra (i) i (2.17)

mais au premier ordre, Ro(dvy) = I — idiJ,, donc le membre de gauche de (2.17) est égal
a J; —idy[Ja, J1] et au membre de droite, [Ra(d))]|x1 = dk1 — idp(J2)k1 = Ok1 — dipdis
d’apres (2.8), d’ou i[J1, Jo] = —J3, qui est I'une des relations (2.16).

15 Septembre 2008
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2.2. Générateurs infinitésimaux dans SU(2)

Examinons maintenant les choses du point de vue de SU(2). Toute matrice unitaire U (ici
2 x 2) peut se diagonaliser dans une base orthonormée U = V exp{i diag (A\;)}V 7T et donc

s’écrire
(iH)"
n!

U=expiH=>Y_ (2.18)
0

avec H hermitique. La somme converge (pour la norme ||[M||? = trM MT). La condition
d’unimodularité 1 = det U = exp itrH est garantie si trH = 0. L’ensemble de ces matrices
hermitiques de trace nulle forme un espace vectoriel V de dimension 3 sur R. Or les
matrices hermitiques 2 x 2 de trace nulle sont des combinaisons linéaires a coefficients réels

des 3 matrices de Pauli ,
Ok
H = — 2.19

ce qu’on peut reporter dans (2.18). On a en fait déja observé plus haut que toute matrice

unitaire 2 x 2 peut s’écrire sous la forme (1.10). En comparant cette forme avec celle

obtenue en (2.14), ou encore en comparant sa version infinitésimale U, (d¢)) = (I—idyn.%)

%aj jouent ici dans SU(2) le role joué par les
1

générateurs infinitésimaux .J; dans SO(3). Or ces matrices ;0. vérifient les relations de

avec (2.1)-(2.13), on voit que les matrices

commutation

[%%} - z‘eijk% . (2.20)
avec les mémes constantes de structure e€;;;, que dans (2.16). Autrement dit, nous venons
de découvrir que les générateurs infinitésimaux J; (éq. (2.7)) de SO(3) et o; de SU(2)
satisfont aux mémes relations de commutation (on dira plus tard qu’ils forment deux
représentations de la méme algebre de Lie su(2) = so(3)). Cela implique que des calculs
menés avec les %5 et faisant appel uniquement aux regles de commutation des générateurs
demeurent valables avec les f, et vice versa. Par exemple, des relations (2.12), il découle

sans aucun calcul supplémentaire que pour les matrices de Pauli, on a
_iBs 8 _
e "2 2O'k622 2= DQ(ﬁ)URD2 1(5) = UZRy(ﬁ)lk (2.21)
ou on lit les éléments de matrice R, en (1.3)’. Au contraire, la relation

0'in = 57;]' + ieijkak

(dont la preuve ne fait pas appel qu’aux commutateurs) est spécifique a la représentation

de dimension 2 de ’algebre su(2).

15 Septembre 2008
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2.8. Algébre de Lie su(2)

Récapitulons : nous venons d’introduire l'algebre de commutation des générateurs in-
finitésimax (ou algebre de Lie) du groupe SU(2) (ou SO(3)), notée su(2) ou so(3). Elle est

définie par les relations (2.16), que nous récrivons
[Ji, J;] = i€ijndi - (2.16)
On utilise aussi beaucoup les trois combinaisons
Jo=Js3, Jr=h+idy, J_o=J —is. (2.22)

Il est immédiat de calculer

[J3, J4] = J4 (2:23a)
[Js, J_] = —J_ (2.23b)
[y, JJ_]=2J5. (2.23¢)
On vérifie aussi que 'opérateur
=R+ +I=J+ I+ J ], (2.24)
commute avec tous les J
[J%,J]=0. (2.25)

J? est Iopérateur de Casimir. Anticipant un peu sur la suite, nous serons souvent intéressés

aux “représentations unitaires”, ou les générateurs J;, ¢ = 1,2, 3 sont hermitiques, donc

Ji=J, i=123 JL=J:. (2.26)

7

Pour terminer, mentionnons 'interprétation des J; comme opérateurs différentiels agissant sur les
fonctions des coordonnées de lespace R3. Dans l’espace R3, I’effet d’une rotation infinitésimale sur le
vecteur x est de le changer en

x' =x+6yn Ax

donc une fonction scalaire de x, f(x), est changée en f/(x') = f(x) soit
ffx)=f (R_lx) = f(x — dYn A x)
=(1-66nxAV) f(x) (2.27)
= (1 —i0ynJd)f(x) .

15 Septembre 2008
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On identifie donc 5
J=—ixAV, Ji = _ieijkmja—xk (2.28)

ce qui permet de le calculer dans des coordonnées quelconques, par exemple sphériques (Appendice A).
(Comparer aussi (2.28) avec ’expression du moment angulaire en Mécanique Quantique L; = %eijkxj %)
Parmi les combinaisons de J qu’on peut construire, I’une doit jouer un role particulier, le laplacien sur la
sphere S2, opérateur différentiel du second ordre invariant par changement de coordonnées (Appendice A).
Il doit en particulier étre invariant par rotation, étre de degré 2 dans les J,, ce ne peut étre que 'opérateur
de Casimir J? (& un facteur prés). De fait le laplacien dans R3 s’écrit en coordonnées sphériques

102 J?
Ag=- L, L
r Or2 r2
. (2.29)
_ 1 19) - sphere S2
T or2 r2 '

Nous nous sommes restreints ici pour plus de simplicité au cas de fonctions scalaires, mais on pourrait
aussi s’intéresser plus généralement & la transformation d’une collection de fonctions des coordonnées de R3
“formant une représentation” de SO(3), c’est-a-dire se transformant linéairement entre elles sous ’action
de ce groupe

A'(x") = D(R)A(x)

soit encore

A'(x) = D(R)A (R 'x) ,
par exemple un champ vectoriel se transformant par
A’(x) = RA(R %) .

Le produit scalaire de deux tels champs vectoriels est une fonction scalaire. Que devient la discussion qui
précede sur les générateurs infinitésimaux pour de tels objets ?

3. Représentations de SU(2)
3.1. Représentations des groupes SO(3) et SU(2)

En géométrie de 'espace R3, les notions de vecteur ou de tenseur sont familieres. Il s’agit

d’objets se transformant de fagon linéaire sous l'effet des rotations

D’une facon générale, on appelle représentation d’'un groupe G dans un espace vectoriel
E un homomorphisme de G dans le groupe des transformations linéaires GL(E). Ainsi,
comme on vient de le voir, le groupe SO(3) admet une représentation dans I’espace R3 (les
vecteurs V' de I'exemple ci-dessus), une représentation dans ’espace des tenseurs de rang
deux, etc. Nous allons maintenant nous intéresser a la construction des représentations
générales de SO(3) et SU(2). Pour les besoins de la physique, en particulier de la mécanique
quantique, on a surtout besoin de représentations unitaires, dans lesquelles les matri-

ces de représentation sont unitaires. En fait, comme on le verra, il suffit d’étudier les
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représentations de SU(2) pour avoir aussi celles de SO(3), et mieux encore, il suffira
d’étudier la facon dont sont représentés les éléments du groupe au voisinage de I'identité,
c’est-a-dire étudier les représentations des générateurs infinitésimaux de SU(2) (et SO(3)).

11 suffit donc pour trouver les représentations unitaires du groupe SU(2) de trouver

les représentations par des matrices hermitiques de son algebre de Lie su(2).

3.2. Représentations de l’algébre su(2)

Procédons a la construction classique des représentations de l'algebre su(2). Comme
précédemment, Ji et J, désignent les représentants des générateurs infinitésimaux
dans une certaine représentation. Ils satisfont aux relations de commutation (2.23) et
d’hermicité (2.26). La commutation des opérateurs J, et J? garantit qu’on peut en chercher
des vecteurs propres communs. Les valeurs propres de ces opérateurs hermitiques étant
réelles et J? étant semi-défini positif, on peut toujours écrire ses valeurs propres sous la

forme j(j + 1), j réel positif ou nul et on considére donc un vecteur propre commun |jm)

J?[jm) = j(j+1)|jm)
J.jm) =m|jm) . (3.1)

avec m un réel a priori arbitraire. Par abus de langage, on dira que |jm) est un “vecteur
propre de valeurs propres (j,m)”.
(i) Agissons avec Jy et J_ = Ji sur |jm). Utilisant la relation JyJy = J? — J2 4 J,

(conséquence de (2.23)), on calcule la norme carrée de Ji|jm) :

(Gm|J-Jyljm) = (j(j +1) = m(m + 1)) (jm|jm)

= (j —m)(G +m+1)(Fm|jm) (3.2)
GmlJypJ_|jm) = (j(j +1) —m(m — 1)) (jml|jm)

= (J+m)(j —m+1)(Gmljm) .

Ces normes carrées ne peuvent étre négatives donc

G-—m)G+m+1)>0 : —j—-1<m<j
G+m)G—m+1)>0 : —j<m<j+1 (3.3)
qui impliquent
—Jj<m<j. (3.4)

15 Septembre 2008
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En outre Ji|jm) = 0 si et seulement si m = j et J_|jm) = 0 si et seulement si m = —j
Jiljj) =0 J|j—j)=0. (3.5)

(ii) Si m # j, J4|j m) est un vecteur non nul, vecteur propre de valeurs propres (j, m+1).

En effet

2T ljm) = Jy 32 im) = j(j +1)J4|im)
o ljm) =T (J: + 1D)]jm) = (m+1)J[jm) . (3.6)

De méme si m # —j, J_|jm) est un vecteur propre (non nul) de valeurs propres (j, m—1).

(iii) Considérons la suite des vecteurs
), J-ljm), J2ljm), -, JE|jm)

S’ils sont non nuls ils constituent des vecteurs propres de .J, de valeurs propres m,m —
1,m—2,---,m—p--- Les valeurs propres autorisées de J, étant bornées par (3.4), cette
suite doit s’arréter au bout d’un nombre fini d’étapes. Soit p U'entier tel que J? |jm) # 0,

JP5m) = 0. En vertu de (3.5), J2|jm) est un vecteur propre de valeurs propres (j, —7)

donc m — p = —j c’est-a-dire

(j +m) est entier. (3.7)
Opérant de méme avec J, J2, - sur |jm), on est mené & la conclusion que

(j — m) est entier (3.8)

et par conséquent j et m sont simultanément entiers ou demi-entiers. Pour chaque valeur
de j

. 1 3

J :0757175727”'

m peut prendre les 25 + 1 valeurs 3

3 En fait, on vient de trouver une condition nécessaire sur les j,m. Le fait que tous ces j

donnent effectivement des représentations va étre vérifié au paragraphe suivant.
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Partant du vecteur |jm = j), (“vecteur de plus haut poids”), choisi de norme 1, on

construit la base orthonormée |j m) par application répétée de J_ et on a

Jilim) =i +1) —m(m+1)|jm+1) (3.10a)
J-|jm) = /(G +1) —m(m —1)[jm —1) (3.100)
J:ljm) =m|jm) . (3.10¢)

Ces 2j + 1 états forment la base de la “représentation de spin j” de I'algebre su(2).
En fait, cette représentation de I’algébre su(2) s’étend en une représentation du groupe

SU(2), comme on I'expliquera plus tard.

La discussion précédente a fait jouer un role central a ’unitarité de la représentation et donc a
I’hermiticité des générateurs infinitésimaux, donc a la positivité : |[JL|jm)||? > 0 = —j < m < j,
etc, et a permis de conclure que la représentation est nécessairement de dimension finie. Inversement on
peut insister sur cette derniére condition, et montrer qu’elle suffit & assurer les conditions précédentes.
Partant d’un vecteur propre |¢) de J,, la suite Jf_ |1) produit des vecteurs propres de J, de valeur propre
croissante, donc linéairement indépendants s’ils sont non nuls. Si par hypothése la représentation est de
dimension finie, cette suite est finie, et il existe un vecteur noté |j) tel que Ji|j) = 0, J.|j) = j|j). Par
la relation J? = J_J4 + J.(J, + 1), c’est aussi un vecteur propre de valeur propre j(j + 1) de J2. 11
s’identifie donc avec le vecteur de plus haut poids noté précédemment |5 j), notation que nous adoptons
donc dans la suite de cette discussion. A partir de ce vecteur, les J? |jj) forment une suite qui doit elle

aussi étre finie .
3¢ JTj5) #0 Jjj)=0. (3.11)

On démontre aisément par récurrence que
.. . . —1,. .
Jr 255y = [T, J1 05 5) = a2+ 1= q)J T [j5) =0 (3.12)

donc ¢ = 2j+4+1. Le nombre j est donc entier ou demi-entier, les vecteurs de la représentation ainsi construite
sont vecteurs propres de J? de valeur propre j(j + 1) et de J, de valeur propre m satisfaisant (3.9). On
a bien retrouvé tous les résultats précédents. Sous cette forme, la construction de ces “représentations
de plus haut poids” se généralise a d’autres algebres de Lie, méme de dimension infinie, telle ’algebre de
Virasoso.

Les matrices de la représentation de spin j sont telles que sous ’action de la rotation
U e SU(2)
[jm) = DY (U)]jm) = |jm') Dy, (U) - (3.13)

Selon la paramétrisation (n, 1, angles d’Euler, . .. ), on écrira aussi Df;z,m(n, W), Df;z,m(a, B,7),

etc. Par (1.6), on a donc
Dl B,7) = (G| D(a, B, 7)1 m)
_ <] m/‘efioz(]z fi,BJyefi'sz ‘] m> (314)

_ efiam'dgn/m(ﬁ)e*i%n

(&

ot la matrice d’ est définie par
& (B) = (/|7 jm) . (3.15)
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Une formule explicite pour d’ sera donnée au paragraphe suivant. On a encore
Dfn’m(zv 1/}) = eiiwm(smm’

Exercice : Calculer D’(x,). (On pourra utiliser (1.4).)
On note que D7 (z,27) = (—1)¥ I, puisque (—1)>™ = (—1)% et la propriété est vraie

(3.16)

pour tout axe n par conjugaison (1.4)
DI (n, 27) = (—1)*7T . (3.17)

Cela montre qu'une rotation de 27w dans SO(3) est représentée par —I dans une
représentation de spin demi-entier de SU(2). Les représentations de spin demi-entier de
SU(2) sont des représentations “projectives”, (c’est-a-dire a un signe pres), de SO(3) ; on
reviendra au chapitre 2 sur la notion de représentation projective.

On vérifie aussi I'unimodularité des matrices D7 (ou de fagon équivalente, le fait
que les représentants des générateurs infinitésimaux sont de trace nulle). Si n = Rz,
D(n, ) = D(R)D(z,v)D(R), donc

J
det D(n, 1)) = det D(z,v) = det e~ ¥7/= = H eT i =1, (3.18)
m=—j

Il peut étre utile d’écrire explicitement ces matrices dans les cas j = % et 7=1. Le

cas de j = % est tres simple, puisque

DHU) = U] = e—ihvno cos¥ —icosfsiny —isin¥Lsinfe
= = e = .
—isin % sinfe'®  cos % + 2 cos fsin %
Bo—i(otn)  _gin Beb(a—) (3.19)
_ e_i%o—??e_i§0'2e_i%o—3 _ COS 56 i — Sin §ei
sin gei(a*w Ccos gei(wﬂ)

résultat attendu puisque les matrices U du groupe en forment bien évidemment une

représentation. Pour j = 1, dans la base |1, 1), |1,0) et |1, —1) ou J, est diagonale

1 0 O 0 1 0 0 0 O
J.=10 0 0 Jo=v2|l0 0 1] J=v2|1 0 0 (3.20)
0 0 -1 0 0 O 0 1 0
d’ou l4cos 3 sinf 1—cos 8
TV
d'(B) = e v = % cos 3 —S%ﬁ (3.21)
1—cos 8 sin 3 1+4cos 8
2 V2 2

15 Septembre 2008



A J.VJ.A/ A4 /1 CLLULFRLLD AL & ALYy it L iUl iygy .

comme le lecteur le vérifiera.

Dans le paragraphe qui suit on écrit plus explicitement ces matrices de représentation
du groupe SU(2), et dans I’Appendice B du chapitre 2, on détaillera les équations
différentielles qu’elles satisfont et leurs relations avec les “fonctions spéciales”, polynomes
orthogonaux et harmoniques sphériques. . .

Irréductibilité
Une notion centrale dans 1’étude des représentations est celle de l'irréductibilité. Une
représentation est irréductible si elle n’admet aucun sous-espace invariant. Montrons
que la représentation de spin j de SU(2) que nous venons de construire est irréductible.
On montrera plus bas au Chapitre 2 que la représentation étant unitaire, elle est soit
irréductible soit completement réductible ; dans ce dernier cas, il existerait nécessairement
des opérateurs diagonaux par blocs, différents de I'identité et commutant avec les matrices
de la représentation, en particulier avec les générateurs J;. Or dans la base (3.10) toute
matrice M commutant avec J, est diagonale, M,/ = tmOmms, (le vérifier 1), et la com-
mutation avec J, force tous les p,, a étre égaux : la matrice M est multiple de l'identité

et la représentation est bien irréductible.

On peut aussi se demander pourquoi 1’étude des représentations de dimension finie
que vous venons de construire suffit aux besoins du physicien, par exemple en mécanique
quantique, ou la scene se passe en général dans un espace de Hilbert de dimension infinie.
On démontrera plus bas (Chap. 2) que
Toute représentation de SU(2) ou SO(3) dans un espace de Hilbert est équivalente a une
représentation unitaire, et donc est complétement réductible en une somme (finie ou infinie)

de représentations irréductibles de dimension finie.

3.3. Construction explicite

a b
d
agissent selon &' = a+cn, n’ = bé+dn. En d’autres termes, £ et ) sont les vecteurs de base

Soient ¢ et n deux variables complexes sur lesquelles les matrices U = de SU(2)
de la représentation de dimension 2 (représentation de spin 1) de SU(2). Une construc-
tion explicite des représentations précédentes est obtenue en considérant les polynomes
homogenes de degré 25 dans les deux variables & et ), dont une base est donnée par les

27 + 1 polynémes
grtmay—m

V0 +m)lG —m)!

Prn — m=—j,e ] (3.22)
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En fait, les considérations qui suivent demeurent valables si U est une matrice quelconque
du groupe GL(2,C) et en fournissent une représentation. Sous action de U sur & et n,
les Pj,,,(&,m) se transforment en P, (¢',n'), eux aussi homogenes de degré 2j en et 7,
qui se développent donc sur les Pj,,(§,n). Ces derniers portent donc une représentation
de dimension 2j + 1 de SU(2) (ou GL(2,C)), qui n’est autre que la représentation de spin

j précédente. Cela permet d’écrire des formules tres explicites pour les D7.

Pim (&) ZPJm (& m)Dl (U) - (3.23)

On obtient

a™bnz2cnts gt

_— . 3.24
Z 711!712!713!714! ( )

ni,ng,ng,ng>0
ny+ng=j+m’; ng+ng=j—m’
ni1+ng=j+m; notnyg=j—m

D=

DI, U) = ((G+m)(G —m)(G +m)(G —m'))

Pour U = —1I, on vérifie & nouveau que DI (—1) = (—1)%1.

. . _iahZ2 ..
Dans le cas particulier de U = e™"¥ = = cos %I — 18in %02, on a donc

% ( 1)k+] M cos ¢2k+m+m sin %2j—2k—m—m/
(m+m' +k)! (] —m — k) (5 —m — k)k!
(3.25)

() = ((G+m)!(G—m)! (G+m") (j—m)1)

L’expression des générateurs infinitésimaux sur les polynomes Pj,, s’obtient en con-
sidérant des U proches de 'identité. On trouve

0 0 1 0 0
Jy = 56_77 J_ = 7]6—5 J, = ) (5— - —) (3.26)

dont il est immédiat de vérifier les relations de commutation ainsi que I’action sur les Pj,,
en accord avec (3.10). Cela acheve I'identification de (3.22) avec la représentation de spin
7.

Remarques

1.Répéter la preuve de l'irréductibilité de la représentation de spin j dans cette nouvelle forme.

2.Noter que ce que les polynémes homogenes de degré 2j dans les variables x et y ont construit n’est
autre que la puissance tensorielle 25 symétrisée de la représentation de dimension 2.
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4. Produit direct de représentations de SU(2)
4.1. Produit direct de représentations et I’ “addition de moments angulaires”

Intéressons nous au produit de deux représentations de spin j; et jo et a leur décomposition
sur des états de spin total donné (“décomposition en représentations irréductibles). On

part donc de la représentation produit engendrée par les vecteurs
[j1m1) ® |jama) = [j1ma; jame)  abrégéen  |myma) (4.1)
sur lesquels agissent les générateurs infinitésimaux sous la forme
J=JWe1® 4+ 1M gJ3® . (4.2)

L’indice supérieur indique sur quel espace agissent les opérateurs. Par abus de notation,
on écrit souvent au lieu de (4.2)
J=JW 4+ J® (4.2

et (en Mécanique Quantique), on parle de 1’“addition des moments angulaires” J @) et
J@)_ 11 agit donc de décomposer les vecteurs (4.1) sur une base de vecteurs propres de J
et J,. Comme JM?2 et J@? commutent entre eux et avec J2 et J,, on peut chercher des

vecteurs propres communs qu’on notera
|(41 J2) J M) ou plus simplement |J M) (4.3)

étant entendu qu’on s’est fixé la valeur de j; et jy. La question est donc double :
quelles valeurs J et M peuvent-ils prendre et quelle est la matrice du changement de base
|mymg) — |J M) 7 En d’autres termes quelle est la décomposition (de Clebsch-Gordan)

et quels sont les coefficients de Clebsch-Gordan 7

Les valeurs possibles de M, valeur propre de J, = Jél) + ,§2) sont aisées a trouver

<m1 m2|Jz\JM> = (m1 + m2)<m1 m2|JM>

et la seule valeur de M telle que (mq mo|J M) # 0 est donc

M = mi + mso . (45)
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A ji1, jo et M fixés, il y a autant de vecteurs indépendants ayant cette valeur de M qu’il

y a de couples (mq,ms) satisfaisant (4.5), soit

0 si |M| > 71+ Jo
n(M)=q ji+j+1—[M] si|j—j| <|M|<j+5 (4.6)
2inf(ji,j2) +1  si 0 < [M] < |1 — jof
(voir Fig. 3.3 pour laquelle j; = 5/2 and j» = 1). Soit N; le nombre de fois ou la
représentation de spin J apparait dans la décomposition du produit des représentations de
spin j; et ja. Les n(M) vecteurs de valeur propre M pour J, peuvent aussi s’'interpréter
comme provenant des Ny vecteurs |J M) pour les différentes valeurs de J compatibles avec

cette valeur de M

n(M)= > N, (4.7)

J=>| M|

soit en retranchant membre a membre deux telles relations

Ny=n(J)—n(J+1) (4.8)
=1 si et seulement si |j1 — j2| < J < j1 +jo

=0 sinon.

[ﬂz n(M)

T | T T
| -y it M
. M:]1+J 2 ]

M =‘j1_j2‘ Fig. 3.3

En conclusion, nous venons de démontrer que les (2j; + 1)(2j2 + 1) vecteurs (4.1) (a j; et

Jjo fixés) peuvent se réexprimer en fonction des vecteurs |J M) ou

J=1j1— Jol,|j1 — jo| + 1,- -+, J1 + ja2
M=—J—J+41,---,J. (4.9)

Noter qu’en définitive les multiplicités N valent 0 ou 1 ; c’est une particularité de SU(2)
que des multiplicités supérieures a 1 n’apparaissent pas dans la décomposition du produit

de deux représentations “irréductibles”, c’est-a-dire ici de spin fixé.
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4.2. Coefficients de Clebsch-Gordan, symboles 3-7 et 6-7 ...

Le changement de base |j1 m1;jama) — |(j1j2) J M) s'effectue a I'aide des coefficients de
Clebsch-Gordan (CG) <(j1 jg); JM|]1 ml;jg m2>

Jitj2 J
imijame) = > > ((j1d2) J Mjymas jama)|(j1 j2) J M) (4.10a)
J=|j1—j2| M=—J

J1J23 I M) = Z Z (J172) J M|jrma; j2 mae)" |1 ma; jama) . (4.10)

mi1=—Jj1 ma=—Jj2

Leur valeur dépend en fait d’un choix de phase relative entre les vecteurs (4.1) et (4.3) ;

la convention habituelle est que pour chaque valeur de J, on choisit
<j1 my = jl;jg mo = J —j1|JM = J) réel. (411)

Les autres vecteurs sont alors définis sans ambiguité par (3.10) et on va montrer que tous
les C.G. sont réels. Les C.G. satisfont des relations de récurrence conséquences de (3.10).

Appliquant en effet Ji aux deux membres de (4.10a), on obtient

VI (T +1) = M(M % 1)(j1ma; j2 ma|(j1 j2) J M)
= V7101 + 1) — mi(mq £ 1)(j1m1 £ 1; jomo|(j1 jo) J M £ 1)

+ Vg2 (j2 + 1) — ma(ma £ 1) (j1 ma; 2 ma £ 1](j1 jo) J M + 1)
(4.12)

qui permet & P'aide de la normalisation Y~  [(ji m1;ja ma|(j1 j2) J M)|> = 1 et de la

convention (4.11) de déterminer tous les C.G. Comme annoncé, ils sont clairement tous
réels.

Les C.G. du groupe SU(2), qui décrivent un changement de base orthogonale, satisfont
des propriétés d’orthogonalité et de complétude

J1

> Grmas jamal (i g2) T M) Grma jamal (1 j2) J' M) = 6550

mi=—j1
si|j1 — jol <J < j1+ a2
Ji1+j2
> (rma;gamal(jrga) J M) Grmb; jamb|(jr 2) T M) = Syt Smgmy,
J=|j1—j2]

si [ma] < ji, [ma| < ja2 . (4.13)
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Noter que dans la premiere ligne, mo est fixé par la donnée de mq, a M donné ; et que
dans la deuxieme, M est fixé en termes de m et de ms. Chaque relation n’implique donc

qu’'une seule somme.

Plutot que les coefficients de Clebsch-Gordan, on peut considérer un ensemble de coefficients
équivalents, dits symboles 3-j. Ils sont définis par

<j1 JjoJ )_(—1)j1_j2+M
mi mg2 —M) 2J + 1

et ont I'intérét de jouir de propriétés de symétrie simples :

J1 J2 73
mi1 mo M3

est invariant par permutation circulaire des trois colonnes et change par le signe (—1)j1+j2+j3 quand deux
colonnes sont permutées ou quand on change les signes de mi, mo et ms. Le lecteur trouvera dans la
littérature de nombreuses tables et formules explicites.

(41 m1; j2 ma|(j1 j2) J M) (4.14)

Contentons nous de donner les valeurs pour les spins les plus bas

11 1111
— =)L, 1) ==, ==, =
G5t =555
11 1 111 1 1 111
|(_7_)170>: ‘_7_;_7__>+|_7__7_7_>
L1 2’2 V2272727 2" 27 27272 (4.15)
272 |(1 1)00>_1 ‘1 11 1> |1 111> '
2'277 7 a\'272727 28 127 27272
11 1 11 1
— =), -1 =|=,—=;=,—=
|(272)7 > ‘27 2727 2>
ot 1 1 .33 11
-®1 : —1)=,=)=|=,=;1,1
> ® (G D35) =505 L,1)
1 .31 1 11 1 1
1N Dy = — 2=, =:1 — —=1,1
|(27 )272) \/3(\/7|2727 70>+|27 27 ) >)
1 .3 1 1 11 1 1
-1l —=)=—1|=z,=;1,—1 2|—,—; 1,0
|(27 )27 2> \/5(‘2,2’ ) >+\/_‘27 27 9 >)
(4.16)
(LTSS P S )
27 27 2 27 27 b
1 11 1 11 1 1
|(27 )272> \/g( |2727 70>+\/7|27 27 ) >)
1 1 1 1 11 1 1
-1 —=)=—4|(—-V2|z,=;1,—1 —,——=:1,0
|(27 )27 2> \/g( \/_‘2727 b >+‘27 27 9 >)
On note sur le cas % ® % la propriété que les vecteurs de spin total j = 1 sont

symétriques dans 1’échange des deux spins, celui de spin 0 antisymétrique. La propriété

est générale : dans la composition de deux représentations de spin j; = js, les vecteurs
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résultants de spin j = 2j1, 271 — 2, - - - sont symétriques, ceux de spin 2j; — 1,25; — 3,---

sont antisymétriques.

Cela est apparent sur I’expression (4.14) ci-dessus, compte tenu des propriétés annoncées des symboles 3-j.
Dans le méme ordre d’idées, soit le produit completement antisymétrique de 25 + 1

copies d’une représentation de spin j. On peut montrer que cette représentation est de spin

0 (exercice suivant). (Cela a une conséquence en physique atomique, dans le remplissage

des couches électroniques : une couche complete a un moment orbital total et un spin total

nuls donc aussi un moment angulaire total nul.)

Exercice. On considere le produit complétement antisymétrique de N = 2j + 1 représentations de
spin j. Montrer que cette représentation est engendrée par le vecteur €mmy---my | M1, M2, -, mn),
qu’il est invariant par I’action de SU(2) et donc que la représentation construite est celle de spin J = 0.

On introduit aussi les symboles 6-j qui décrivent les deux recombinaisons possibles de 3 représentations
de spins j1, j2 et js
|71 ma; j2 m2; g3 m3) = E ((41 52) J1 M1 |jr mas j2 ma)((J1 j3) J M|J1 Mu; js ms)|(j152)d3; J M)

= Z((Jé 33) J2 Ma|ja ma; js m3){(j1 J2) J' M'|j1 m1; Jo M2)|j1(j2gs); J' M)

selon que 'on compose d’abord j; et jo en J; puis Ji et j3 en J ou d’abord j2 et j3 en Jo puis j1 et Ja
en J'. La matrice de changement de base est notée

(1 (ada); T M|Gga)ia: I M) = 8,g00nan v/ @+ (2 + 1)(-pin sty LU 2Bk

J3
(4.18)
et les { } sont les symboles 6-j. On visualise I'opération d’addition des trois spins par un tétraédre (cf.
Fig. 4) dont les arétes portent ji,j2,73,J1,J2 et J et le symbole est tel que deux spins portés par une
paire d’arétes opposées se trouvent dans la méme colonne. Ces symboles sont tabulés dans la littérature.

7

5. Une application physique : ’isospin

Le groupe SU(2) n’intervient pas en Physique qu’en tant que (relié au) groupe de rotation
de l'espace euclidien. Illustrons une autre de ses apparitions par la symétrie d’isospin. Il

existe dans la nature un certain nombre de particules élémentaires présentant des propriétés
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voisines, mais différant par leur charge électrique. C’est le cas du proton et du neutron, de
masses 938,28 MeV /c? et 939,57 MeV /c? respectivement, mais aussi du triplet de mésons
pi, 7° (masse 134,96 MeV /c?) et 7% (139,57 MeV /c?), des mésons K etc. Il a été proposé
que ceci est la manifestation d’'une symétrie brisée par les effets électromagnétiques. En
I’absence d’interactions électromagnétiques, le proton et le neutron d’une part, les trois
mésons 7w de 'autre seraient des particules de méme nature, de méme masse, différant
seulement par un nombre quantique “interne”, a la facon de deux électrons dotés de spins
différents. En fait le groupe régissant cette symétrie est aussi SU(2), mais un SU(2) agissant
dans un espace abstrait autre que ’espace usuel. On a donné le nom d’isospin ou spin
1sotopique au nombre quantique correspondant. Pour résumer, la proposition est donc
qu’il existe un groupe SU(2) de symétrie de I’'Hamiltonien des interactions fortes, et que
les différentes particules sujettes a ces interactions forment des représentations de SU(2) :
représentation d’isospin I = % pour le nucléon (proton I, = —|—%, neutron I, = —%),
isospin I = 1 pour les pions (7% : I, = 1, #° : I, = 0) etc. L’isospin est donc un “bon
nombre quantique”, conservé dans ces interactions. Ainsi la réaction N — N +m, (N pour
nucléon) importante en physique nucléaire, est compatible avec les regles d’addition des
isospins (3 ® 1 “contient” %) Les différentes réactions N + m — N + 7 autorisées par la

conservation de la charge électrique

3

p+at —p+at IZ:§

1

p+7° —>p+n° L =3
—n+nat "

1
p+r —p+rT L=—3
—>n+7r0 "

_ _ 3
n+n —n+mw IZ:—§

conservent aussi 'isospin total I et sa composante I, mais I'hypothese d’invariance par
SU(2) d’isospin nous apprend d’avantage. Les éléments de matrice de transition des deux
réactions dans le canal I, = %, par exemple, doivent étre reliés par les regles d’addition de

I'isospin. En inversant les ralations (4.16), on obtient

3 1 1
]—— z:__ ]——,z:——
3 1 1
0
S =2 = SV == 1, = —=
I 7 \/; 2 2> \[‘ 2 2/
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tandis que pour I, = 3/2 ;
‘pvﬂ-Jr) = U: §7IZ = _> .

L’invariance d’isospin implique que (I I, |T|I'I’) = T;6rp6r, 7. En calculant alors les

éléments de matrice de I'opérateur de transition 7 entre ces différents états,
(prt|T|pr™) = T35
_ _ 1
(o 1Tl ) = 5 (Tojz + 2Tija)

V2

(nn|Tlpn~) = = (T2 = T2)

on trouve que les amplitudes satisfont une relation
\/§<n7 7TO|T|p7 7T_> + <p7 T |T|p7 7T_> = <p7 7T+|T|p7 7T+> = ,]?3/2

conséquence non triviale de 'invariance d’isospin, qui implique des inégalités triangulaires

entre les modules carrés de ces amplitudes donc entre les sections efficaces de ces réactions

[Vo(r—p— 7 p)—/20(rp — 7°n)]* < o(xtp — ntp) <

< [Vo(r—p — 7 p) + V20(n p — wn)]?

qui sont bien vérifiées expérimentalement.
Mieux, on constate qu’a une énergie d’environ 180 MeV, les sections efficaces (pro-

portionnelles aux carrés des amplitudes) sont dans les rapports

0

0(7T+p—>7r+p) :O’(7T_p—>7r n):a(ﬂ'_p—>7r_p) =9:2:1

ce qui indique qu’a cette énergie, la diffusion dans le canal d’isospin 3/2 est prédominante
et signale en fait I’existence d’un état intermédiaire, particule tres instable ou “résonance”,

notée A, d’isospin 3/2 donc avec quatre états de charge
AT AT AY AT

Cette particule a un spin 3/2 et une masse M (A) ~ 1230 MeV /c%.

Dans certains cas on peut parvenir a des prédictions plus précises. C’est le cas par exemple dans
I’étude des réactions
2Hp — 3Hen? et 2Hp —3Hxt

impliquant des noyaux de deutérium (2H), de tritium (3H) et d’hélium 3He. A ces noyaux aussi on peut
attribuer un isospin, 0 au deutéron qui est formé d’un proton et d’un neutron dans un état antisymétrique
de leurs isospins (pour que la fonction d’onde, symétrique d’espace et de spin, soit antisymétrique), I, = —%

a3Het I, = % 4 3He qui forment une représentation d’isospin % Montrer que le rapport des sections
efficaces o(?Hp — 3Hen?)/oc(?Hp — 3H7T) est %
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6. Représentations de SO(3,1) et SL(2,C)
6.1. Algebre de Lie des groupes de Lorentz et Poincaré

Le groupe de Poincaré ou groupe de Lorentz inhomogene est engendré par les transforma-
tions A € L et les translations d’espace-temps ; on peut noter (a, A) son élément générique

avec une action sur un vecteur x et une loi de composition données par

(a,A) : xz—2'=Az+a

(6.1)
(@', A).(a,A) = (a' + N .a,N.A) ;

'inverse de (a, A) est (—A~1.a, A™1) (le vérifier !).
Une transformation infinitésimale de Poincaré s’écrit (a*, A¥, = §F + w* ). L’algebre
de Lie est engendrée par des opérateurs différentiels agissant sur les coordonnées de telle

sorte que z'* = z* + 62> = (I — it P, + 2w J,, )z, donc
Jy = i(x,0, — ,0,,) P, =10, (6.2)

dont on calcule aisément les commutateurs

[J;wa Pp] =1 (gl/pPu - guppu)
[J,ul/7 Jpa] =1 (gupJ,uU - g,upJVU + g,uUJI/p - gI/O'J,LLp>
[P,,P,]=0

(6.3)

Les générateurs qui commutent avec Py (qui est le générateur des translations de

temps, donc le hamiltonien) sont les P, et les J;; mais pas les Jy; : i[Py, Joj] = P;.

Posons
Jij = eipd®  K'=Jy . (6.4)
On a alors
(%, J9] = ey J"
[J, K9] = e K" (6.5)
(K, K7 = —iejnJ"
et aussi

[J¢, P = ie;, P* [K*, P] = iP%;;
[J5,P’)=0  [K' P =iP".
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N.B. Les deux premieres des relations (6.4) et la premiere de (6.6) expriment bien, comme
attendu, que J = {J'}, K = {K'} et P = {P*} se transforment comme des vecteurs sous

'action des rotations de R3. Formons les combinaisons
M = %(Jj +iK7) N/ = %(Jj —iK7) (6.7)

elles satisfont

[M?, M) = ie;j, M*

[N*, N7) = ieiju N* (6.8)

[M*,N7]=0.
On voit donc que, si on considere les combinaisons complexes M et N de ses générateurs,
l'algebre de Lie de £ = O(3,1) est isomorphe a su(2) @& su(2). L’introduction du =i,
cependant, fait que les représentations unitaires de £ ne découlent pas simplement de celles

de SU(2)x SU(2). Les représentations de dimension finie, non unitaires, sont indexées par

une paire (j1, j2), entiers ou demi-entiers.

6.2. Groupes de recouvrement de EIL et PJTF

De la méme fagon que de ’étude de SO(3) on a été conduit (pour des raisons qui seront
discutées aux chapitres 1 et 2) a celle de SU(2), son “groupe de recouvrement”, de méme
dans le cas du groupe de Lorentz, on est amené a étudier son groupe de recouvrement
SL(2,C).

11 existe une maniere simple de voir comment SL(2,C) et El sont reliés, qui est une
extension quadri-dimensionnelle de la méthode suivie au §1.2. On utilise les matrices o*

constituées de oy = I et des trois matrices de Pauli familieres. Notons qu’on a
tro,o, = 20, O'Z =1 sans sommation sur l'indice p .
A tout vecteur réel x € R*, associons la matrice hermitique
X =az* p— Lux det X = 2% = (2%)? — x?
= a0, 2t = StrX.o, et X =27 = (2")° —x° .
Une matrice A € SL(2,C) agit sur X selon
X — X =Ax Al

qui est bien hermitique et définit donc z'# = %trX "0, réel, avec det X' = det X, donc 2% =

/ . . Ve . . ’ . .
x 2. C’est une transformation linéaire de R* dans R* qui préserve la norme minkovskienne
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22, c’est donc une transformation de Lorentz, et on vérifie quelle est dans LL et que

A — A est un homomorphisme de SL(2,C) dans EL.

Cependant, les deux transformations A et —A € SL(2,C) donnent la méme trans-
formation de LL : SL(2,C) est un recouvrement d’ordre 2 de EL. Pour le groupe de
Poincaré, on raisonne de méme, son recouvrement est le produit (“semi-direct”) du groupe

des translations par SL(2,C). Si on note a := a*0,,
(a,A)(a, A') = (a + A.d AT, A.A)
(on parle aussi du “groupe SL(2,C) inhomogene”, ou ISL(2, C)).

6.3. Représentations irréductibles de dimension finie de SL(2,C)

La construction du § 3.3 fournit une représentation explicite de GL(2,C) et donc de

SL(2,C). Pour A = (Cé Z) € SL(2,C), (3.24) donne I'expression de D’ ,(A) :

, 1 a™ b2 dn4
DI (A) = [(G+m)(G —m)(G +m)(G —m'))? —
() =[£G =G =m0 52 S

ni+no=j+m; ng+ng=j—m’
ni+ng=j+m; notnyg=j—m

(3.24)

Noter que DT (A) = D(AT) (car échanger m < m/ équivaut & ny < ns, donc a b < c) et (D(A))* =
D(A*) (car les coefficients numériques dans (3.24) sont réels) donc DT (A) = D(AT).

Cette représentation est appelée (j,0), elle est de dimension 2j + 1. Il en existe
une autre de dimension 2j + 1, non équivalente, notée (0, j), c’est la représentation “con-
tragrédiente conjuguée” (au sens du chap 2. § 1.3) D/(AT~1). Le remplacement de A
par AT~ g’interprete dans la construction du § 6.2 si au lieu d’associer X = zho, a x,

0

on lui associe X = 2%y — x.0. On note que 0s.(0;)T.090 = —0; pour i = 1,2,3 donc

X = 09.XT.09. Pour la transformation A : X +— X' =A.X.A" Jona

X, = UQ.(X,)T.O'Q = UQ(A.X.AT)T.O'2 = (O'QATOQ)T)}:(O'Q.ATUQ) .

Toute matrice A de SL(2,C) peut elle-méme s’écrire A = ato,,, avec (a) € C*, et comme
det A = (a®)? —a% =1 (le “S” de SL(2,C)), on vérifie aisément que A~ = a%0y — a.o,
donc 09AT 59 = A1, Finalement

X' = AX Al

X' =(AHIXA!. (69)
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Remarque. Les deux représentations (7,0) et (0,7) sont inéquivalentes sur SL(2,C),
mais équivalentes sur SU(2). En effet dans SU(2), A=U = (UT)~L.

Finalement, on démontre que toute représentation de dimension finie de SL(2,C) est
completement réductible et peut donc s’écrire comme somme directe de représentations
irréductibles. La représentation irréductible de dimension finie la plus générale de SL(2, C)

est notée (ji,J2), avec ji et jo entiers ou demi-entiers > 0 ; elle est définie par

(j1,J2) = (41,0) ® (0, j2) -

Toutes ces représentations peuvent étre obtenues a partir des représentations (%,0) et
(0,3). En effet (ji,0) et (0,j2) se construisent par produit tensoriel symétrisé des
représentations (3,0) et (0,3), comme on l'a fait pour SU(2). Seules les représentations
(j1,J2) ayant j; et jo simultanément entiers ou demi-entiers fournissent de vraies
représentations de E?. Les autres sont des représentations a un signe pres.

Exercice : montrer que la représentation (0, j) est équivalente a la complexe conjuguée
de la représentation (j,0). (On pourra le montrer d’abord pour j = 1 en comparant (A~1)7
et A*, puis pour les représentations de j quelconque obtenues par produit tensoriel d’ordre

j a partir de j = %)

e Représentations spinorielles

Revenons aux deux représentations spinorielles (3, 0) et (0, ). Ce sont des représentations
de dimension 2 (spineurs & deux composantes). Il est traditionnel de noter les indices des
composantes avec des indices “pointés” ou non pointés, pour la représentation (0, %) et la

1.0), respectivement. Pour A = a b e SL(2,C
2 c d

1 , 1 b 2
(570) 5:(£a)|_)£ :A£: (gglid§2)

1 T AT S
(075) 5_(§)H§_A'§_(C*§1+d*§2)

(6.10)

On note que la forme alternée (£,7) = &1n? — €20 = T (iog)n est invariante dans

(1,0) (et aussi dans (0, 1)), ce qui découle & nouveau de
AT(iUQ)A = 109 < (O'QATO'Q).A = Ail.A =1.
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On peut donc utiliser cette forme pour abaisser les indices a (ou &). Ainsi

1
dans (5,0) 2 (&m) = Ean® £y =¢! & = —¢€2
dans (0,5) : (&) =&an®  &=¢ & =-¢

e Représentation (ji, j2)

Les {50‘10‘2"“2115152'”5%2} symétriques en ai,ag,- -, agj, €t en By, Ba, - --,ngz, forment
la représentation irréductible (j1,j2). (On ne peut pas diminuer le rang en prenant des
traces, le seul tenseur invariant étant la forme précédente alternée). La dimension de cette
représentation est (2j; + 1)(2j2 + 1). Les représentations les plus usuelles rencontrées
en théorie des champs sont (0,0), (%,0) et (0, %), (%, %) Cette derniere correspond aux
4-vecteurs, comme on I’a vu plus haut :

z— X =20 +x.0 ASSLEZ.0) X' = AX.AT

c’est-a-dire
X — Xaﬁ SN (X/)Oéﬁ — Aozo/ (Aﬁﬁl)*Xalﬁl ,
ce qui montre que X se transforme bien selon la représentation (%, %)
Exercice. Montrer que les représentations (1,0) et (0,1), de dimension 3, décrivent

des tenseurs F*” de rang 2 self-duaux ou anti-self-duaux, c’est-a-dire satisfaisant

v . vpo
FH = +ieP .

6.4. Représentations irréductibles unitaires du groupe de Poincaré. Etats a une particule.

Selon le théoreme de Wigner qui sera discuté au chapitre 2, pour décrire ’action des transformations
propres orthochrones de Lorentz ou de Poincaré sur les états d’une théorie quantique, nous avons besoin
de représentations unitaires de ces groupes, ou plutét de leurs “recouvrements universels” SL(2,(C) et
ISL(2,C). Comme on le verra plus bas (chap. 2), les représentations unitaires (de classe L?) du groupe
non compact SL(2, C) sont nécessairement de dimension infinie (& I'exception de la représentation triviale
(0,0), qui décrit un état invariant par rotation et sous l’effet des boosts, c’est-a-dire le vide !).

Revenons aux relations de commutation de I’algebre de Lie (6.3). On cherche un ensemble maximal
d’opérateurs commutants. Les quatre P, commutent. Soit (p,) une valeur propre pour un état propre des
P, , état “a une particule”, et on suppose que I’état propre noté |p) n’est indexé que par p* et par des
indices discrets : c’est en effet le sens de “état a une particule”, au contraire d’un état & deux particules
qui dépendrait d’une impulsion relative, variable continue

Pulp) = pulp) - (6.11)

On considere aussi le tenseur de Pauli-Lubanski introduit au chapitre 1

1
W = §€A#VpJMVPp (6.12)
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et on vérifie (exercice !) que (6.3) implique

[W;u Pl/] =0 (6.13@)
[WH, WY = —ie!"P W, Py (6.13b)
[Jpvs Wil = i(guaWy — guaxWo) - (6.13¢)

La derniere relation signifie que W est un 4-vecteur de Lorentz. On note aussi que W.P = 0 en raison de
I'antisymétrie du tenseur e. On montre enfin (le vérifier |) que P2 = P,P* et W2 = W, W# commutent
avec tous les générateurs P et J : ce sont les opérateurs de Casimir de ’algebre. Selon le lemme de Schur,
(cf plus bas, chap. 2, § 1.4) ils sont dans toute représentation irréductible proportionnels & 'identité,
autrement dit, leurs valeurs propres peuvent étre utilisées pour indexer les représentations irréductibles.

En physique, on n’a en principe que deux types de représentations & considérer® : les représentations
oll P2 > 0 et celles ot P2 =0, W2 =0.

e Représentations P2 = p? = M? >0

Les représentations ott P2 = p% = M2 > 0, p° > 0 et W2 < 0 décrivent des particules de masse M.
Les vecteurs de la représentation peuvent étre choisis états propres des P, de valeur propre p, et d’'une
composante de W. On peut écrire

3
Wy (i) w2 2 2 2 2
o g Siny, ; W:_S = —(57 + 53 +53)
i=1
ot n(9 sont trois quadrivecteurs orthogonaux a p et entre eux, donc de genre espace, normés a (n(i) )2 =—1.

Les S; satisfont

[Si,Sj] = ieiijk ,
comme conséquence de la relation (6.13b). Nous sommes donc de retour sur le terrain familier des
représentations de ’algebre su(2). Les représentations unitaires sont telles que S? a pour valeur pro-
pre s(s + 1), ol s est entier ou demi-entier. Les vecteurs n(®) forment avec p un repere orthonormé (ou

“tétrade”), noté [p]. On suppose cette tétrade {p,n(l),n@),n(?’)} orientée, det[p] = 1. Les vecteurs de la
représentation sont alors indexés par [p| et par la valeur propre s3 € {—s,—s+1,---,+s} de Ss.

Ces états forment une représentation irréductible unitaire (cf plus bas) de ISL(2,C). Cette
représentation est de dimension infinie, puisque p peut prendre toute valeur sur la couche de masse
p? = M?, p° > 0. L’action des générateurs infinitésimaux sur ’état |[p],s3) est donnée par

Pul[pl, s3) = pullp], s3)
Ss|[pl, s3) = s3l[p], s3)

(S1 % i82)|[p), 53) = y/5(5 + 1) — s3(s3 + 1)[[p], s3) (6.14)
2

M2

[p],s3) = —s(s + 1)][p], s3)
et celle des transformations finies de ISL(2, C) par

Ula, A)|[p), s3) = Ula, U (0, A)|[p, s3) = e" 472 |[Ap], s5)D],  ([Ap] T AR]) . (6.15)

Par un petit abus de notation, [p] désigne ici un élément de SL(2, C) correspondant & la transformation de
Lorentz qui envoie [p] = {(M, 0,0,0), (0,1,0,0), (0,0,1,0), (0,0,0,1)} sur [p] = {p,nD,n® n3}. Noter

[13

que [Ap] 1 A[p] envoie [;?)] sur lui-méme : c’est un élément du stabilisateur (les physiciens disent “petit

groupe”) de [gg], qui est ici SU(2). D*([Ap]~ ' A[p]) est donc une matrice unitaire.

Si on change de tétrade, [p] — [p]’, |[p],s3) = [p]',Sé>Dj/353([p]/_1[p])~

4 ce qui ne veut pas dire qu’il n’existe pas d’autres représentations irréductibles ; par exemple

les représentations “non physiques” ot P? = —M? <0
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Cette propriété d’unitarité fait que le produit scalaire
('], s5[p], s3) = 2p°(27)%6° (p — P') (6.16)

ott p¥ := y/p2 + M2, est invariant par SL(2,C). La normalisation globale de (6.16) est bien siir affaire de
convention. (Rappelons aussi le calcul au chapitre 1 de la mesure invariante de Lorentz sur la couche de
masse).

Une derniére remarque : ces états |[p], s3) sont non normalisables. On peut leur préférer des super-

positions linéaires
d3p
6) = / 20 D P (DIIBlsa)

s3

avec maintenant .
d°p E *
<¢|d)> = / 2p0(271')3 — ‘P53([P])¢53([p]) )

qui sont normalisables si les fonctions d’onde ¢ et 1 sont de carré sommable.

e Représentations ot P2 =0, W2 =0
De telles représentations décrivent des particules de masse nulle. Dans 'espace propre de P, p? = 0, on
a W.P=0.

Soient n1(p), n2(p) deux quadrivecteurs de genre espace orthogonaux a p, tels que det (, nM, n@ p) >

0 (ici { est le vecteur unitaire porté par axe du temps futur.) Comme situation de référence, on prendra
0

p = (1,0,0,1), n(l)(f)) = (0,1,0,0), n(2)(f)) = (0,0,1,0) complétés par £ = (1,0,0,0). On décompose W
sur cette base selon

Wy, = Xp)pu + Wln,(}) + Wznl(f) (6.17)
avec des relations de commutation
(W1, Al = —iWs [Wa, A]| =iW; [W1,W2] =0 . (6.18)

L’opérateur \(p) est appelé “hélicité”.

Soit & nouveau [p] la transformation de SL(2,C) qui envoie (f),n(l)(f)),n@)(go))) sur (p,n(l),n(z)).
Les états a une particule |p,, A(p)) que nous considérons sont états propres de P, et de A(p)

Pullpl, A) = pullpl, A)

(6.19)
A@)I[p], A) = Allpl, A) -

Seules les représentations ot W2 = 0, c’est-a-dire ott Wi et Wo sont représentés par 0, sont réalisées dans

la nature.

e 0 NPT . . .
Cherchons quel est le stabilisateur de p, c’est-a-dire, une fois transcrit en termes de matrices 2 x 2, de

11090 o0 —0—1093 o3 = (3 8) . Ce stabilisateur est constitué des matrices unimodulaires A telles que Af)AJr = ]O),

_(eih/2 pe—id/2
A_< 0 e~ i%/2

soit (petit calcul simple)

Le stabilisateur est donc maintenant ISO(2), le groupe de rotations et translations a deux dimensions (“I”
pour inhomogene : translation de z et rotation de ¢). La rotation est représentée par ¢**?, donc \ doit
étre entier ou demi-entier. Pour une transformation finie

U(a, A)|[p), A = e AP)-a|[4.p], )OI ([4p] L Alp)) . (6.20)

Noter que selon (6.19) ou (6.20), I'hélicité n’est pas affectée par le groupe de Lorentz EI_. Clest

Pintroduction (éventuelle) de la parité qui oblige & considérer simultanément les hélicités £A, un fait
que nous avons déja rencontré dans 1’étude des spineurs de Dirac de masse nulle. Pour un photon,
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at|p,+1) + a_|p,—1) décrit un état de polarisation “elliptique” ; ay = 0 ou a— = 0, un état de
polarisation circulaire ; |a4| = |a_| = 1/4/2 un état de polarisation linéaire.

Il faudrait maintenant compléter cette discussion des représentations du groupe orthochrone propre
de Lorentz (ou de Poincaré) par ’étude des représentations des transformations discrétes de renversement
du temps et de la parité. ..
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Probleme
1. On considere deux représentations de spin % du groupe SU(2) et leur produit direct
(ou tensoriel). On note J) et J?) les générateurs infinitésimaux agissant dans chaque
représentation, et J = J1) + J2) ceux agissant dans leur produit direct, cf. (4.2), (4.2)".
a) Que peut-on dire des opérateurs J M2 322 o J2 et de leurs valeurs propres ?
b) Montrer qu’on peut exprimer J (1) . J@) en termes de ces opérateurs et en déduire que
les opérateurs
2(31 +4JW 3@y et i(I — 43 32
sont des projecteurs sur des espaces qu’on précisera.
c) En prenant en compte les symétries d’échange des états, que pouvez-vous dire de
I'opérateur
%I +2J1M 3@ 2
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