Chapitre 6

Séries entieres. Fonctions analytiques

Ce chapitre est le premier d’une série qui va porter sur différents aspects des fonctions d'une
variable complexe. On va s’intéresser d’abord & des séries Y, a;2" d’une variable complexe 2.

Sauf mention du contraire, ces sommes seront supposées commencer a k = 0.

6.1 Séries entieres

6.1.1 Séries formelles

En préambule, mentionnons d’abord que I'on peut s’intéresser aux objets algébriques S(X) =
>, 4, X™ et aux opérations que I'on peut effectuer sur eux, sans se soucier de la nature de la
variable X ni de la convergence de la somme. C’est ce qu'on appelle une série formelle. Ces
séries (avec les coefficients a,, appartenant a un corps K de nombres, typiquement R ou C)
forment une algebre notée K[[X]] : on peut les ajouter, les multiplier par un nombre de K, les
multiplier entre elles selon les regles familieres. On peut aussi prendre I'inverse de toute série
ayant ag # 0 : 'inverse de S(X) = >, a, X" (ag # 0) est la série formelle T'(X) = > b, X"
t.q. S(X).T(X) = 1. On peut composer deux séries S(X) = > a, X" et T(Y) = > b, Y"
en considérant que Y = S(X), a condition que ag = 0 : on obtient une nouvelle série formelle
T o S(X). Sous les hypotheses ag = 0, a; # 0 sur S, on peut aussi définir la série réciproque
T de S (c’est-a-dire inverse pour la composition) : T'o S = 1.

L’intérét de ces séries formelles est qu’elles dissocient les questions de convergence de ces
manipulations algébriques. C’est par exemple intéressant dans des applications a des problemes
de combinatoire, ot on définit des “fonctions génératrices”. Si on a une collection de nombres
a, indexés par un entier n, il est souvent utile de considérer la fonction génératrice des a,,

définie comme la série formelle > a, X™.
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110 Chap.6. Séries entieres. Fonctions analytiques

Exemple. Le nombre de partitions P, d'un entier n est le nombre de facons de I’écrire comme
somme non ordonnée n = py.14+py.24- - -+p,.n, p; > 0. Par exemple P; = 7 (vérifier). Montrer

que la fonction génératrice des P, est donnée par la formule d’Euler

by 1
; S S (6.1)

Or on peut montrer (Hardy et Ramanujan, voir aussi plus bas la méthode du col) qu’asymptotiquement P,, ~

1
4n~/3
soit. On dira dans la suite que la série a un rayon de convergence nul. La série est et reste une série formelle.

/2 . . -
€™V 3 une croissance beaucoup trop rapide pour que la série converge, pour quelque valeur de X que ce

Mais telles quelles, ces fonctions génératrices séries formelles sont tres utiles.

Exemple : En factorisant le produit []>~_,(1 — X™) en deux produits sur les m pairs et impairs, démontrer
I'identité entre séries formelles (en fait produits formels ...) []>>_, (1—X?™ 1) [[>°_ (1+X™) = 1. En déduire,
en écrivant leurs fonctions génératrices, que les nombres de partitions d’un entier en nombres impairs ou en
nombres distincts sont égaux. Par exemple pour n = 5, Puistinets(5) = 3 : {6}, {4,1},{3,2,1} et Pipains(5) =
3:{1,1,1,1,1},{3,1,1},{5}. Pour le physicien, les nombres de partitions en nombres distincts sont reliées au

comptage d’états fermioniques d’énergie donnée, dans un potentiel harmonique. . .

6.1.2 Rayon de convergence

On considere la série entiere a2 ot les a;, € C.
k

Définition 6.1 : Le rayon de convergence de la série >, axz* est le nombre R réel positif ou

nul, (éventuellement infini), défini par

R = sup{t € R tel que Z |la,|t" est borné} . (6.2)

(L’ensemble de ces ¢ n’est pas vide puisqu’il contient au moins 0, donc son sup est bien défini
dans R.) Par exemple, si la suite |a,|+ a une limite ¢, alors R = ¢~*.

Mais plus généralement, on va montrer que (formule d’Hadamard)

1 —
B= nlin;o|a7l\1/n (6.3)
ou la limite supérieure d’une suite a été définie a I’Appendice 1.3.5,

lim u, = lim (supwu,).
n— 00 k—oco n>k

La preuve de (6.3) repose sur la “regle de Cauchy” (comparaison avec une série géométrique) : soit une suite
b, >0;si mnﬁmb}/n <1,>,bp < +00, et si mwoob}/" > 1, >, by, = +oo (vérifier en utilisant (A.6)). On
applique cela & b, = |a,|r™ et on en conclut que 3 |a,|r" converge pour 7~ > lim,, . |a,|'/™, et diverge si
=t < Timy, 0| an|Y™ ce qui, compte tenu de la définition (6.2) établit (6.3).

On appellera disque de convergence le domaine ouvert |z| < R, appellation justifiée par le

théoréme fondamental
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§ 6.1. Séries entieres 111

Théoréme 6.1 : La série entiére Y, a,z" converge normalement et uniformément dans tout
disque |z| < r intérieur au disque de convergence (0 < r < R); elle converge absolument pour
tout z dans le disque de convergence |z| < R et diverge pour tout z hors de ce disque, |z| > R ;

sur le bord du disque, |z| = R, la série peut étre convergente ou divergente.

(Pour les définitions des différents types de convergence, se reporter a la Définition 1.7.) Si
R = 0, la série ne converge que pour z = 0. Si R = 00, elle converge dans tout le plan.

La convergence normale est claire : pour la norme du sup, si |z| < r < R, Y |lax2®]| = X |ax|rF <
par définition du rayon de convergence; et les CVU et CVA découlent du Théoreme 1.8. Bien noter que la

convergence normale et la convergence uniforme ne sont établies que dans tout disque plus petit que le disque
de convergence.

Exemples.
— 1. La série jl—r,l est convergente dans tout le plan, puisque ¢ = 0, donc R = oo.

1l el
m! (m+1)--n m! m™

Rappelons 'argument : pour m un entier supérieur a |z|, on a |[z"/nl| = des que

n>m don |27 /nl|% < %' ("%)% qui tend vers |z|/m < 1. qed

— 2. A l'inverse, z"n! est telle que ¢ = co, R = 0, donc la série ne converge qu’en 0.

- 3. (f)n, r # 0. On a ¢ = 1/r, donc un rayon de convergence R = r. Sur le cercle de
convergence, pour |z| = r, la série ne converge en aucun point (puisque le terme d’ordre
n ne s’annule pas).

— 4. %, R =1, la série converge pour tout z, |z| < 1, elle diverge pour |z| > 1; pour
z = 1 elle est divergente; pour z = —1, elle est semi-convergente (convergente mais pas
absolument convergente) en tant que série alternée, et plus généralement elle converge
(mais pas absolument) sur tout le bord du disque sauf en z = 1. On reconnait la série de
—log(1l — 2).

- 5. Z—Z, R = 1. Sur tout le bord du disque de convergence, y compris z = +1, convergence
absolue.

— 6. nz", R =1, la série diverge sur tout le bord du disque.

Il ressort de cette série d’exemples que le comportement sur le bord du disque est une question

délicate & étudier avec soin.

On peut additionner, multiplier ou inverser des séries entieres de rayon de convergence non nul et on obtient
une autre série entiére de rayon de convergence non nul. (Pour 'inverse de > a,, 2" il faut supposer que ag # 0.)
On peut aussi composer la série T(¢) = 3" _ b, ("™ par S(z) =Y ,_, axz®, ! c’est-a-dire construire T(S(z)) qui
est de rayon de convergence non nul si S et T' le sont. En particulier si a; # 0 la série réciproque U de la série

S(z), telle que U(S(z)) = z, existe et a un rayon de convergence non nul.

1. bien noter que la sommation sur k£ démarre a 1!
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112 Chap.6. Séries entieres. Fonctions analytiques

6.1.3 Continuité, intégrabilité et dérivabilité de la somme

Une série entiere convergeant uniformément dans tout disque fermé contenu dans son
disque de convergence, on peut lui appliquer les théoremes de continuité, de dérivabilité et
d’intégrabilité énoncés au chapitre 1, en se restreignant d’abord a une variable réelle : pour x

réel et r < R, (inégalité stricte!), sur le segment —r < z < r, la somme S(x) de la série > a,z"

an
n+1

pour |z| < R vers I'intégrale [ S(z')d2’. Enfin la série dérivée terme & terme, Y na,x

est continue. En intégrant terme & terme la série Y a, 2", la série entiere Y -2 "+ converge

n=1 est
convergente pour |z| < R et a pour somme S’(z). En fait on démontre que ces séries dérivée et
intégrée ont le méme rayon de convergence que la série initiale.

Exemple. En intégrant terme & terme entre 0 et z la série géométrique > 2 (—1)"z" qui
converge vers 1/(1 4 z) pour x €] — 1, 1[, on obtient

o0

In
In(1 =y ()= 6.4
1) = 3o (6.4)
qui converge pour |z| < 1. Pour z = 1, la série converge encore, et on a 1 — % + % —--=1In2

On peut en fait étendre cette dérivation a la série de la variable complexe z. On y reviendra
au chapitre suivant. Si S(z) = >
par rapport a la variable z

o0

neo an2" est la somme dune série de rayon R, la dérivée de S

S(z+h) — S(2)

S'(z) = ,lim
€%¢0—>0

existe? et est donnée par la série dérivée
S'(z) = Znanz”_l (6.5)
n=1
qui converge dans le méme disque de rayon R. (Preuve, voir [4], chap. I.)

Coefficients de la série entiére

On peut donc dériver terme a terme une série entiere a l'intérieur de son disque de conver-

gence, puis dériver a nouveau, etc. La somme de la série S(z) = > a,z" est donc indéfiniment
[ [ : . . (n)

dérivable et ses dérivées successives en z = 0 sont données par S (0) = nla,, soit a, = sn_!(o)‘

Pour |z| < R, la série entiere S(z) = Y a,2" s’identifie au développement de Taylor(-Maclaurin)

de S(z) ,
S(z) = S(0) + z5'(0) + %S”(O) o S (0) (6.6)

n.

2. Bien noter que h est un complexe quelconque tendant vers 0.
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§ 6.2. Les fonctions exp et log 113

6.1.4 Vitesse de convergence

Etant donnée une série enticre de rayon de convergence R # 0 connu, un probléme pratique est celui de
la vitesse de convergence de cette série. Intuitivement, cette vitesse peut s’évaluer a nouveau par comparaison
de séries, et nous nous attendons a ce qu'une série dont le terme général a,, se comporte par exemple comme
an ~ n~% converge d’autant plus vite que « est plus grand. Peut-on aller au dela de cette simple observation ?
Combien de termes de la série faut-il garder pour avoir une approximation d’ordre donné de la somme ? Y-a-t-il
des moyens d’accélérer cette convergence par des procédés de resommation? Toutes ces questions sont d’un

grand intérét pour le physicien ... mais nous ne pourrons pas nous y arréter.

6.2 Les fonctions exp et log

Comme on I’a vu plus haut, la série

1
ef = —z"
n!
n=0
a un rayon de convergence infini. D’apres (6.5)
§'(z) = S(2)

et on retrouve I’équation différentielle satisfaite par la fonction exponentielle.

On vérifie aussi aisément que

ce qui implique que

VzeC e #0. (6.7)

On peut restreindre la variable z a des valeurs réelles, retrouver les propriétés et inégalités
familieres (positivité, convexité,. . .) de la fonction exponentielle réelle, définir la fonction récipro-
que log sur R* etc ete.

On peut aussi la restreindre a des valeurs purement imaginaires, R 3 y — €% ce qui fournit un
homomorphisme? du groupe additif R dans le groupe multiplicatif U(1) des nombres complexes

de module 1 (que 'on peut voir aussi comme le cercle unité) :

o, Lo
W — oilyty’)

3. Rappelons qu’un homorphisme d’un groupe G dans un groupe H est une application p de G dans H qui

est compatible avec les deux structures de groupe : Vg,g" p(g*¢g’) = p(g) - p(d’).
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114 Chap.6. Séries entieres. Fonctions analytiques

Le noyau de cet homomorphisme, c’est-a-dire les y qui sont appliqués sur I’élément 1 sont les
multiples de 27 : y = 27k, k € Z. Autrement dit & tout nombre u de module 1 (& tout point
du cercle unité) correspond une famille de y définis modulo 27 tels que u = €% : ce sont les

différentes déterminations de I’argument de w.
y=argu mod 27 .
On étend alors la fonction argument a tout le plan “pointé” a l'origine C* = C\{0} par

w #0 argw = arg(w/|w|) .

Logarithme complexe

Finalement intéressons-nous a la fonction réciproque de I’exponentielle (complexe). Etant
donné w € C, on cherche z tel que e* = w. Il est clair par (6.7) que z n’existe que si w # 0 et
que si z est solution, tout z 4+ 2wik 'est aussi. Si on note z = logw, z n’est défini que modulo

2mi. En identifiant les modules et arguments on a

e’ ="t =w = |wle'*" = x =log|w|, y =argw mod 27
donc

z =logw = |logw| 4 i arg w (6.8)

Attention : on a utilisé la méme notation log pour la fonction déja bien définie sur les réels et
pour le logarithme complexe. De plus, il faut garder a l'esprit que la partie imaginaire de ce
log w est défini a 'addition pres d’un multiple entier de 27i.

Ainsi il faut prendre garde que les identités familieres du logarithme peuvent étre affectées

par ces déterminations multiples, telle
logww’ = logw + logw’  mod 2mi .

Le logarithme complexe ainsi défini est un exemple de fonction multivaluée. Dans un do-
maine ouvert connexe du plan complexe, ne contenant pas O et “simplement connexe” (heu-
ristiquement, domaine “sans trou”, on verra plus précisément au chapitre suivant ce qu’il faut
entendre par 1a), le logarithme admet une détermination qui est une fonction continue de la
variable w. Et toute autre détermination en differe par un multiple entier de 27s.

Par exemple, dans le domaine ouvert D : |w| > r > 0, |argw| < m — « (r et « petits : plan
“coupé” le long de 'axe réel négatif), (6.8) fournit la détermination principale du logarithme

log w.
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§ 6.3. Séries de Taylor. Fonctions analytiques 115

Développement en série du logarithme

La série entiere
_—
n=1
a pour rayon de convergence 1 (cf supra). Elle donne la détermination principale de log(1 + u).
En effet, comme on le sait bien, cette série est la série réciproque de celle de I’exponentielle ;
donc €™ =1+ u; c’est bien la détermination principale : si |u| < 1, w = 1+ u a une partie
réelle > 0 donc appartient au domaine D ci-dessus, et en u = 0, T'(u) s’annule, tout comme la

détermination principale.

6.3 Séries de Taylor. Fonctions analytiques

6.3.1 Séries de Taylor

Soit 2 un ouvert de R ou C. Soit f une fonction définie sur €2, et zy € (2.

Définition 6.2 : La fonction f est développable en série entiére centrée en z, s’il existe un
ouvert €)' C ) contenant zy et une suite a,, € C tels que

o0

Vze Q) Z an(z —29)". (6.9)

n=0
Restreignons-nous (pour le moment) au cas réel. Soient I un ouvert de R, o € I, f une
fonction de I dans C développable en série entiere centrée en zo, f(z) = > 7 a,(x — )",
de rayon de convergence R. Comme on l’a vu plus haut en (6.6), la fonction est de classe C'*

(infiniment dérivable) dans l'ouvert |zg — R, o + R|, avec

VE 0 (x Z (z — x0)"* (6.10)
n:k !
et donc a, = £ Op appelle la série 32°° 1 (n;( 9) (1 — 20)" série de Taylor(-MacLaurin) de
f en xg.

6.3.2 Fonctions analytiques

Soit une fonction f d'un ouvert €2 de R ou C dans C.

Définition 6.3 : La fonction f est analytique sur ) si pour tout zy € (Q, elle admet un

développement en série entiére centré en z.
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116 Chap.6. Séries entieres. Fonctions analytiques

D’apres ce qui précede, si f est analytique dans 2, elle y est indéfiniment dérivable et
ses dérivées successives y sont analytiques; 1/f est analytique dans 2 privé des points zy ou
f(z0) = 0; si f admet une primitive dans €2 connexe (définie & une constante additive pres),
cette primitive est aussi analytique.

Exemples : les polynomes de z sont analytiques dans C; les fractions rationnelles de z sont
analytiques dans le plan privé des zéros du dénominateur. On va voir que la classe des fonctions

analytiques est bien plus vaste :

Théoréme 6.2 : La somme d’une série entiere Y a,z" de rayon de convergence R > 0 est

analytique en tout point zy du disque ouvert de convergence.

Autrement dit, si ), a,2" est convergente dans le disque ouvert |z| < R, la fonction f(z) =
>, an2" est analytique en tout point zy de ce disque, donc tel que |z)| < R. Cela est non
trivial : 'existence du développement en série entiere centré en 0 n’implique pas évidemment
la méme propriété en tout point du disque!

Exemple. Soit la série "> 2" Elle converge dans le disque de rayon 1 vers la fonction

;
1—z0—(z—x0)

flx)=>"7, % Quel est le domaine de convergence de ce nouveau développement ?

Preuve. Montrons que la série °, & f(")(2)u™ a un rayon de convergence R’ > R — || et que

f(x) = —. Pour tout zy, —1 < 2y < 1, on peut écrire f(x) = et développer

1
2) = Z mf(”)(z())(z —20)" pour |z — z0] < R —|20]- (6.11)
En effet si rg = |20, an = |an|, on a
F(z0) = Z amﬂ’ 20
m m—|—p
|f¢ )(ZO)| Z “Qmtp TH
P
Sirg <r<R,
1 im m (m +p)! m
Z %U’( )(z())|(7’ — T‘(]) < Z Tp!aerp?"(I)J(T — 7"0)
m m,p
n! n—m m n
S Xon B s o = Xt <
0o<m<n ’ ) n

(olt on a utilisé la convergence absolue pour modifier les sommations de la série double), ce qui prouve que la

série (6.11) a un rayon de convergence R’ > r —rg, et puisque r peut étre arbitrairement pres de R, R' > R—ry.

(m+4p)!
m,p  ml!p!

convergente d’apres ce qui précéde, on peut la resommer de deux fagons différentes :

ZmTwamﬂzg(z—zO)m = S Y WZS‘T"(»ZZO)’”ZW"J“@

On considére maintenant z tel que |z—zg| < R—rg. La série double

Amp2b (2—20)™ est absolument

m,p n 0<m<n n
(2 = 20)™ x= (m +p)! (2 = 20)™ o
= Z o Z o) Amp2y = Z Tf( )(Zo)
m p m
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dott f(z) =X, G207 £0m) () qee.d.

Remarques.
1. Le rayon R’ de convergence de la série (6.11) peut étre plus grand que R — ry. Exemple,
considérer la série f(z) = Y, (iz)" = = de rayon R = 1 et en étudier le développement en un
point réel 25 < 1. Montrer que le nouveau rayon de convergence est R’ = /1 + a3 > 1 — |xo|.
2. Pour une fonction de variable réelle, I'hypothese d’analyticité est plus forte que celle de
différentiabilité C'*°. Ainsi, soit la fonction f(z) = e Y2 pour x # 0, f(0) = 0. La fonction
est C'°, toutes ses dérivées s’annulent en 0, et la série de Taylor est donc convergente, mais
sa somme est nulle donc ne converge pas vers f : la fonction n’est pas analytique! L’origine
du probleme est que, au voisinage de 0, (dans les directions imaginaires) la fonction et ses
dérivées croissent tres vite (comme e!/1#"). . 11 existe des conditions (nécessaires et/ou suffi-
santes) d’analyticité d’une fonction f de classe C*°, typiquement des conditions majorant la

croissance des dérivées f™ au voisinage du point considéré ([4], chap. 1).

6.3.3 Prolongement analytique

Probléme : Etant donnée une fonction f analytique dans €2, ouvert connexe, et ' D ) un
ouvert connexe contenant €), existe-t-il une fonction g analytique sur €)' telle que g = f sur Q7

Si c’est le cas, on dit que g est un prolongement analytique de f a €. Exemple : la fonction
f(z) =3, 2" = (1 — 2)! est analytique dans |z| < 1. Elle admet donc un développement en
série autour de tout point du disque € : |z| < 1, par exemple zy = % + % (voir figure 6.1) et ce
g =
D le disque de centre zg et de rayon ry. La fonction est analytique en tout point de ' = QU D.

développement a un rayon donné par la distance de zy au point 1, soit ry = soit
Ce nouveau domaine ' déborde largement les limites de €2 : on a donc bien prolongé f au
dela du disque initial. On pourrait itérer cette opération et de proche en proche, prolonger
analytiquement f au plan privé du point 1.

Un théoreme nous garantit I'unicité de ce prolongement, s’il existe :

Théoreme 6.3 : Soit f une fonction analytique dans un ouvert connexe () et soit zg € €). Les

trois conditions suivantes sont équivalentes
1.Vn>0 fM(z)=0;
2. f =0 dans un voisinage de 2 ;

3. f =0 dans 2.

Preuve (esquisse). Il est clair que 3. = 1. Par ailleurs 1. = 2. selon (6.11). Enfin pour 2. = 3., on montre
que I’ensemble ' des points 2z’ de Q au voisinage desquels f = 0 est non vide (par 2.), ouvert (par définition)

et fermé (par continuité des f(™), cf [4], p. 40); Q étant connexe, on a Q' = Q q.e.d.
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118 Chap.6. Séries entieres. Fonctions analytiques

FIGURE 6.1 — Prolongement analytique de la somme de la série ) 2™ au dela de son disque

de convergence.

Corollaire : Si deux fonctions f et g analytiques dans un ouvert connexe ) coincident au

voisinage d’un point de €, elles sont identiques sur ).

Exemples et contre-exemple de prolongement analytique

Considérons la série f(z) = >~ 2", convergente et analytique pour |z| < 1 et la fonction
g(z) = ﬁ définie et analytique dans le plan pointé C\{1}. Elles coincident dans le disque
|z| <1 et g définit donc le prolongement analytique de f au plan pointé.

Considérons ensuite le développement en série de la fonction logarithme. On peut effectuer ce
développement autour du point 1, fo(z) =logz =Y o (—1)""*(2—1)"/n, qui converge dans le
disque Dy = |z—1| < 1, ou autour du point €™+ fi(z) = Z43">° (1) le=nm/4(z— ™/
qui converge dans le disque D; = |z —e™/4| < 1, etc. Ces deux fonctions coincident au voisinage
de zg = %’ (vérifier ) donc dans tout DoN Dy selon la Proposition précédente. f; est donc I'unique
prolongement de log z au domaine D;. On pourrait itérer et définir de proche en proche les
prolongements f; dans les disques Dy, : |z — e?*™/4| < 1. Mais attention ! rien ne nous dit que
le prolongement au domaine Dg autour de e?*™ = 1 coincide avec la fonction fy = log de départ.
En fait comme on sait fg définit une autre détermination de la fonction log, différant de f; par
2mi.

A I'inverse, le prolongement analytique d’une fonction somme d’une série entiere n’est pas toujours possible.
Considérons par exemple la fonction f(z) & S22 22", Elle converge pour || < 1, diverge pour tout z, |2| > 1
et aussi pour z = 1, point ott elle a une “singularité” 4. En fait on démontre aisément (cf Exercice) qu’elle a une
singularité pour toute racine 2P-iéme de I'unité. Ces racines étant denses sur le cercle unité |z| = 1, ce cercle
constitue une frontiére essentielle de la fonction, au dela de laquelle un prolongement analytique est impossible.
On congoit qu’en général, un prolongement analytique n’est possible que s’il est possible de “se glisser entre les

singularités”. ..

4. On donnera au chapitre 7 un sens précis a ce terme. Contentons-nous pour le moment de la définition

suivante : une singularité d'une fonction définie par une série >_ azz* est un point ou la série diverge.
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Applications physiques

A coté des applications mathématiques, le prolongement analytique d’une fonction peut aussi étre utile en
physique.

Exemple : les notions d’impédance Z et de son inverse Y, 'admittance, qui décrivent la réponse d’un circuit
électrique & une excitation, sont familieres : il s’agit de fonctions (complexes) de la variable réelle de fréquence
(ou plus précisément de pulsation) w. Il se trouve que le prolongement de Z(w) et de Y (w) a des valeurs
complexes de w est possible, en faisant appel a la causalité, et qu’il contient une information utile. On verra au
chapitre 8 d’autres exemples de ce cas (relations de dispersion).

D’autres exemples concernent le prolongement de quantités physiques définies pour une variable entiéere a des
valeurs réelles ou complexes arbitraires : c’est le cas du moment cinétique J qui en mécanique quantique prend
des valeurs quantifiées, multiples entiéres ou demi-entiéres de f, mais qui sous des hypotheses adéquates sur le
potentiel de diffusion, peut étre prolongé dans le plan complexe (Regge) ; 1a encore, les propriétés d’analyticité
dans la variable J peuvent étre riches d’informations ... C’est encore le cas avec d’autres nombres au départ
entiers —nombre ) d’états dans le modele de Potts de la mécanique statistique; dimension d’espace-temps

prolongée a partir de d = 4 en mécanique statistique et théorie des champs, etc.

6.4 Lacunes de ce chapitre...

6.4.1 Séries divergentes. Séries asymptotiques

Il conviendrait de discuter aussi le cas des “séries asymptotiques”, qui sont divergentes et qui apparaissent
par exemple en mécanique céleste, ou dans les développements “perturbatifs” de mécanique quantique ou de
théorie quantique des champs. On se bornera a dire ici qu’une série de rayon de convergence nul peut néanmoins
contenir une information utile ... et utilisable avec des outils de “resommation” adéquats et mathématiquement

justifiés.

6.4.2 Produits infinis

Il conviendrait aussi d’étudier comment on peut donner un sens aux produits infinis [[, -, (1 — ). Parmi

=z
an
toutes les belles formules que ’'on peut démontrer, n’en citons qu'une

0 2
sinmz =72 [ (1 - ;) . (6.12)
n=1
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Exercices

1. Soit I un intervalle de R et f une fonction f : I — C analytique dans I. Montrer qu’on
peut la prolonger en une fonction analytique dans un ouvert 2 C C contenant I.

2. Soit f(z) = 3000 22"
Montrer qu’elle converge dans le disque |z| < 1 et qu’elle a une singularité en z = 1.
Montrer que f satisfait les relations fonctionnelles f(z) = 2% + f(z?), et plus généralement
f(z) = 224+ 20+ 28+ 4+ 22 + f(2%) pour tout p entier. En déduire que f a aussi des

singularités en toute racine 2P-ieme de 1'unité.
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