U~PMC

1AR1 SORBONNE

M2 /International Centre for Fundamental Physics

Parcours de Physique Théorique

Invariances en physique

et théorie des groupes

Jean-Bernard Zuber



Niels Henrik Abel Elie Cartan Hendrik Casimir  Claude Chevalley RudolfF. A. Clebsch Harold S. M. Coxeter
1802 - 1829 1869 - 1951 1909-2000 1909 - 1984 1833 - 1872 1907 - 2003

Eugene B. Dynkin Hans Freudenthal Ferdinand Frobenius Paul Albert Gordan Alfréd Haar  Sir William R. Hamilton
1924 - 1905 - 1990 1849 - 1917 1837 -1912 1885 - 1933 1805 - 1865

Wilhelm K. J. Killing Sophus Lie Dudley E. Littlewood Hendrik A. Lorentz Hermann Minkowski Emmy A. Noether
1847 -1923 1842 -1899 1903 - 1979 1853 -1928 1864 - 1909 1882 -1935

Henri Poincaré Archibald R. Richardson Olinde Rodrigues Issai Schur Jean-Pierre Serre Miguel Virasoro
1854 - 1912 1881 - 1954 1795-1851 1875 - 1941 1926 - 1940-

la=¥

Eugene P. Wigner Ernst Witt Alfred Young
1902 - 1995 1911 -1991 1873 - 1940

Bartel van der Waerden  André Weil Hermann Weyl
1903 - 1996 1906 - 1998 1885 - 1955

Quelques contributeurs a la théorie des groupes mentionnés dans la premiére partie de ce cours

J.-B. Z M2 ICFP/Physique Théorique 2012 29 décembre 2013



Avertissement

Le chapitre 0 couvre essentiellement le cours de “prérentrée”.
Les chapitres 1 a 5 suivent fidelement le contenu de mon cours proprement dit. Ils contiennent
aussi dans des paragraphes en petits caracteres et dans des appendices quelques compléments

non traités en cours.
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Chapitre 0

Quelques éléments de base sur les

groupes SO(3), SU(2) et SL(2,C)

0.1 Rotations de R’ les groupes SO(3) et SU(2)

0.1.1 Le groupe SO(3), groupe a trois parametres

On considere 'espace euclidien a trois dimensions et le groupe des rotations. Ces rotations
laissent invariante la norme carrée du rayon vecteur OM? = 22 + 22 + 22 = 22 + 3% + z2 et
préservent 'orientation. Elles sont représentées dans une base orthonormée par des matrices
3 x 3 orthogonales réelles, de déterminant 1 : elles forment le groupe “spécial orthogonal” SO(3).
Formule d’Olinde Rodrigues
Toute rotation de SO(3) est une rotation d’un angle ¢ autour d’un axe de vecteur directeur
unitaire n, et les rotations associées a (n, ) et a (—n, —) sont identiques. On notera Ry (1))
cette rotation. De facon tres explicite, on écrit x = x| + x, = (x.n)n + (x — (x.n)n) et

x' =x| +cospx, +sinyynAx, dot la formule d’O. Rodrigues

x' = Ry(¥)x =cospx + (1 — cosy)(x.n)n+siny (n X x) . (0.1)
Comme un vecteur unitaire n dans R? dépend de deux parameétres, par exemple 'angle 6 qu’il
fait avec 'axe Oz et 'angle ¢ que fait sa projection dans le plan Oz, Oy avec I'axe Ox (voir
Fig. 1) un élément de SO(3) est paramétrisé par 3 variables continues. On prendra ainsi

0<O0<m 0<o¢<2m, 0<¢y<m. (0.2)

Mais il demeure une petite redondance d’apparence anodine, R,(7) = R_,(7), a suivre . ..

1. Dans tout ce chapitre, nous utilisons alternativement les notations (z,y,2) ou (x1,x2,x3) pour désigner

les coordonnées dans un repere orthonormé.

29 décembre 2013 J.-B. Z M2 ICFP/Physique Théorique 2012



2 Chap.0. Quelques éléments de base sur les groupes SO(3), SU(2) et SL(2,C)

SO(3) est donc une variété de dimension 3. Pour la rotation d’axe n colinéaire a I'axe Oz,

on a la matrice
costyy —siny 0
R.(¢) = | sinyy cosyp 0 (0.3)
0 0 1

tandis qu’autour des axes Oz et Oy

1 0 0 cosyp 0 siny
Re(¥) =0 cosyp —sing Ry(Y) = o 1 0 |. (0.4)
0 siny cosvy —siny 0 cosvy

Congugaison de Ry (1) par une autre rotation

Une relation que nous allons abondamment utiliser est que

REy(V)R™" = Ru (¢) (0.5)

ou n’ est le transformé de n par la rotation R, n" = Rn (la vérifier!). Inversement toute rotation
d’angle ¢ autour d’un vecteur n’ peut se mettre sous la forme ((0.5)) : on dira plus tard que les
“classes de conjugaison” du groupe SO(3) sont caractérisées par 'angle ).

<
Z

A

‘ n Y=R,(y )u

=R,(p)z
)i/—

Fig. 1 Fig. 2 VERf)Y
Angles d’Euler

Une autre description fait appel aux angles d’Euler: étant donné un repere orthonormé (Oz, Oy, Oz),
toute rotation autour de O qui envoie ce repere sur (OX, 0Y,0Z) peut étre considérée comme
résultant de la composition d'une rotation d’angle a autour de Oz qui amene le repere sur
(Ou, Ov,Oz), suivie d'une rotation d’angle # autour de Ov l'amenant sur (Ou',Ov,0Z), et
enfin d’une rotation d’angle v autour de OZ qui amene le repere sur (OX,0Y,0Z), (voir Fig.

2). On prend donc 0 < v < 2w, 0 < B <, 0 <+ < 27 et on écrit

R(Oé, 6) 7) = RZ(V)RU(ﬁ)RZ(O‘) (06)
mais selon

J.-B. Z M2 ICFP/Physique Théorique 2012 29 décembre 2013



0.1. Rotations de R3, les groupes SO(3) et SU(2) 3

d’ou en reportant dans

olt on a utilisé le fait que R,(a)R.(7)R;'(a) = R.(7) car les rotations autour d'un méme axe

commutent (elles forment un sous-groupe abélien, isomorphe a SO(2)).

Exercice : En utilisant , écrire I’expression d’une matrice R qui amene le vecteur unitaire z porté par
Oz sur le vecteur unitaire n, en termes par exemple de R, (¢) et de R, (8), puis Pexpression de Ry, (1) en termes
de R, et .. Ecrire I’expression explicite de cette matrice et de et en déduire les relations entre 6, ¢, ¥ et
les angles d’Euler. (Voir aussi plus bas, équ. )

0.1.2 Du groupe SO(3) au groupe SU(2)

Considérons une autre paramétrisation des rotations. A la rotation R, (1), nous associons le
vecteur unitaire & quatre dimensions u : (ug = cos %,u = nsin%); onau?=ul+u®=1,
et u appartient & la sphére unité S3 dans l'espace R*. Le changement de détermination de 1)
par un multiple impair de 27 change u en —u. Il y a donc bijection entre R, () et la paire
(u, —u), c’est-a-dire entre SO(3) et S3/Z,, la sphere dans laquelle on identifie les paires de
points opposés. On dira que la sphere S? est un “groupe de recouvrement” de SO(3). En quel
sens cette sphere est-elle un groupe ? Pour répondre a cette question, introduisons les matrices

de Pauli 0;, 1 =1,2,3

0 1 0 —1 1 0
01:<1 0) 02:(2' O) 03:<0 _1> ) (0.8)

Avec la matrice identité I, elles constituent une base de I'espace des matrices 2 x 2 hermitiques.
Elles satisfont l'identité
0,05 = 5Z]I + iEiijk y (09)

avec €5 le tenseur completement antisymétrique, €123 = +1, €, = signature de la permutation
(ijk).
Pour u un vecteur unitaire réel & quatre dimensions (c’est-a-dire un point de S%), formons
la matrice
U =upl —iuo (0.10)

qui est unitaire et de déterminant 1 (le vérifier et montrer aussi la réciproque : toute matrice
unitaire unimodulaire (= de déterminant 1) 2 x 2 est de la forme (0.10)), avec u* = 1). Ces
matrices forment le groupe SU(2) qui est donc isomorphe a S3. En développant 1’exponentielle
en puissances et en utilisant que (n.o)? = I, conséquence de , on peut vérifier (Exercice!)
que

e1En = cog 5~ isin oo (0.11)

Il est suggéré que la multiplication des matrices

Un(¥) = eTiEne — cos% — isin %n.a, 0<¢<2r, nes? (0.12)

29 décembre 2013 J.-B. Z M2 ICFP/Physique Théorique 2012



4 Chap.0. Quelques éléments de base sur les groupes SO(3), SU(2) et SL(2,C)

fournit la loi de groupe cherchée dans S®. Montrons qu’en effet & une matrice de SU(2) on
peut associer une rotation de SO(3) et qu’au produit de deux matrices de SU(2) correspond le
produit des rotations de SO(3). Au point z de R? de coordonnées z1, o, 3, associons la matrice
hermitique

X =x.0= ( oo m) , (0.13)

Ty +iry  —X3

avec inversement ; = %tr (Xo0;), et agissons sur cette matrice selon
X— X' =UXU', (0.14)
ce qui définit une transformation linéaire x — a2’ = 7. On calcule aisément que
det X = — (27 + 25 + 23) (0.15)

et comme det X = det X'/, la transformation linéaire z — 2’ = Tx est une isométrie, donc
det 7 =1 ou —1. Pour se convaincre qu’il s’agit bien d’une rotation, c’est-a-dire que la trans-
formation a un déterminant 1, il suffit de calculer ce déterminant pour U = I ou 7 = l'identité
donc det 7 = 1, puis d’utiliser la connexité de la variété SU(2)(= S3) pour conclure que la
fonction continue det 7 (U) ne peut sauter a la valeur —1. En fait, en utilisant I'identité (0.9)),

le calcul explicite de X’ conduit apres un peu d’algebre a

X = (cos% — in.osin %)X(COS% + in.o sin %)

= (coswx + (1 —cosy)(x.n)n +siny (n A x)).a (0.16)

sur lequel on reconnait la formule . On en conclut que la transformation x — ' ef-
fectuée par les matrices de SU(2) dans est bien la rotation d’angle 1) autour de n. Au
produit Uy (¢")U, (1) dans SU(2) correspond dans SO(3) la composition des deux rotations
Ry (Y )Rn(¢)) de SO(3). Il y a donc un “homomorphisme” du groupe SU(2) dans SO(3). Cet
homomorphisme envoie les deux matrices U et —U sur la méme rotation.

Résumons les acquis de ce paragraphe. Nous avons montré que le groupe SU(2) est un groupe

de recouvrement (d’ordre 2) du groupe SO(3) (le sens topologique précis en sera donné par la

suite), et que 'homomorphisme de SU(2) dans SO(3) est fourni par les équations ((0.12))-(0.14]).

Exercice : vérifier que toute matrice de SU(2) peut s’écrire (;l* avec |al? + b2 = 1. Quelle

a*

est la relation avec (0.10]) ?

0.2 Générateurs infinitésimaux. L’algebre de Lie su(2)

[La discussion qui suit va illustrer dans le cas présent le fait que les algébres de Lie d’un groupe et de son

recouvrement universel sont isomorphes. |
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0.2. Générateurs infinitésimaux. L’algebre de Lie su(2) 5

0.2.1 Générateurs infinitésimaux de SO(3)

Les rotations R, () autour d’un axe n donné forment un sous-groupe a un parametre isomorphe
a SO(2). Dans ce chapitre, nous suivons l'usage des physiciens en écrivant les générateurs

infinitésimaux des rotations comme des opérateurs hermitiens J = J'. Ainsi on écrit
Bn(d) = (I — 1d¢p ) (0.17)

ou Jn, le “générateur” de ces rotations d’axe n, est une matrice hermitique 3 x 3. Montrons
d’abord que 'on peut reconstruire les rotations finies a partir de ces générateurs infinitésimaux.

Par la propriété de groupe,

Rt + dip) = Ru(d)) Ru() = (I — it Ja) () | (0.18)
ou encore aRn(¢) B .
L) — i) (0.19)

qui, compte tenu de R,(0) = I, s’intégre en

Ru(y) = e=n . (0.20)

Pour étre plus explicites, introduisons les trois matrices de base Jy, Jy et J3 décrivant les

rotations infinitésimales autour des axes Correspondantsﬂ. De la version infinitésimale de (|0.3))

on tire
00 0 0 0 1 0 — 0
Ji=10 0 —i Jo=10 00 Js=17 0 0 (0.21)
0 ¢ O — 0 0 0 0 0
ce que 'on peut exprimer par une formule unique
(Ji)ij = —i€ijk (0.22)

a l'aide du tenseur completement antisymétrique €;;y.
Montrons que les trois matrices (0.21) forment une base des générateurs infinitésimaux et

que J, s’exprime simplement comme
Jo=>_ Jing (0.23)
k

ce qui permet d’écrire ((0.20]) sous la forme

Ra(v) = e 2xmds (0.24)

L’expression ((0.23)) découle simplement de la version infinitésimale de la formule d’O. Rodrigues,
Ry (dyp) = (I4+ dipnA) donc —iJ, = nA ou si on préfere —i(Jy)ij = €injng = ni(—iJy)ij, cafd.
(Ici et dans la suite, convention de sommation sur les indices répétés : €;n, = >, € mu, €tc.)

2. Ne pas confondre J,, indexé par le vecteur n, avec Jy, jieme composante de J. La relation entre les deux

va étre donnée plus bas.
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Un commentaire sur (0.24)) : on n’a évidemment pas le droit d’écrire en général R,(v)) =
e pndi L Hizl e~"WmJk Par ailleurs on voit que par la formule 1' on peut écrire toute

rotation de SO(3) sous la forme
R(a, B,7) = e7i@fsemiPe=10Is (0.25)

Les trois matrices J;, i = 1,2, 3 satisfont les tres importantes relations de commutation

qui découlent de l'identité suivante (Jacobi) vérifiée par le tenseur e
€iab€hjc + €icb€baj + €ijb€bca = 0. (027)

Exercice : bien comprendre la structure de cette identité et vérifier qu’elle implique (0.26]).
Au vu de l'importance des relations (0.23H0.26]), il est utile de les retrouver par une autre route. Notons
d’abord que 1'équation (0.5) implique que pour tout R

Re—ivn gt — =i RIRT _ =ity (0.28)

avec n’ = Rn, donc
RJI,R™' = Ju . (0.29)

Le tenseur €, est invariant par I’action des rotations
€lmnRilemka = €ijk det R = €ijk (0.30)

puisque la matrice R est de déterminant 1. Cette matrice étant aussi orthogonale, on peut faire passer un R au
membre de droite

€imn RjmRin = €ijuRit (0.31)
ce qui au vu de ([0.22)) exprime que
Rijm(J)mn Ry = (Ji)jx Rl (0.32)
c’est-a-dire, pour tout R et sa matrice R,
RIR™ = JRy . (0.33)

[ce qui exprime que 'opérateur J; se transforme comme un vecteur. ..] Soit R une rotation qui amene le vecteur

unitaire z porté par Oz sur le vecteur n, on a donc ny = Ry3 et

In RJ3R™! JeRi3 = Jpng (0.34)

qui n’est autre que ((0.23). Noter que les équations ((0.33) et (0.34) sont bien compatibles avec (0.29)
T/ RIL,R! RJyny R~ JRyng = Jinj .

[La forme (0.20) nous permet aussi de prouver 1’assertion faite plus haut que le groupe SO(3) est engendré
N
par un voisinage de I'identité. En effet on peut écrire tout R comme R = (exp —i%Jn) , c’est-a-dire comme
produit d’éléments arbitrairement proches de I'identité pour N assez grand. |
Comme on le verra de fagon plus systématique par la suite, la relation (0.26)) de commutation des générateurs
infinitésimaux J code une version infinitésimale de la loi de groupe. Considérons par exemple une rotation d’angle

infinitésimal diy autour de Oy agissant sur Jy
_ [©33)
Ra(d) 1By (i) 22 g [Ra ()] (0.35)

mais au premier ordre, Ro(dy) = I — idyJs, donc le membre de gauche de (0.35) est égal & Jy — idy[Jo, J1] et
au membre de droite, [Ra(dv)|x1 = 0k1 — id(J2)kg1 = 0k1 — dipdgs d’apres (0.22]), d’ou i[J1, Jo] = —J3, qui est
I'une des relations (0.26)).
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0.2.2 Générateurs infinitésimaux de SU(2)

Examinons maintenant les choses du point de vue de SU(2). Toute matrice unitaire U (ici 2 x 2)

peut se diagonaliser dans une base orthonormée U = V exp{i diag (A\x)}VT, V unitaire , et donc

s’écrire

(iH)"
n!

00

U=expiH =) (0.36)
0

avec H hermitique, H = V diag (\;) V1. La somme converge (pour la norme ||M||? = tr M MT).

La condition d'unimodularité 1 = det U = expitr H est garantie si tr H = 0. L’ensemble de ces

matrices hermitiques de trace nulle forme un espace vectoriel V de dimension 3 sur R. Or les

matrices hermitiques 2 x 2 de trace nulle sont des combinaisons linéaires a coefficients réels des

3 matrices de Pauli

3
Ok
H=3n2 (037)
k=1

ce que l'on peut reporter dans ((0.36)). On a en fait déja observé plus haut que toute matrice
unitaire 2 x 2 peut s’écrire sous la forme ((0.11]). En comparant cette forme avec celle obtenue en
(10.24)), ou encore en comparant sa version infinitésimale U, (dy) = (I—1i dv,bn.%) avec 1 ,
on voit que les matrices %O-j jouent ici dans SU(2) le role joué par les générateurs infinitésimaux

J; dans SO(3). Or ces matrices o, vérifient les relations de commutation

[Z ﬁ] LY (0.38)
2

avec les mémes constantes de structure €, que dans . Autrement dit, nous venons de
découvrir que les générateurs infinitésimaux J; (éq. (0.21) de SO(3) et 30; de SU(2) satisfont
aux meémes relations de commutation (on dira plus tard qu’ils forment deux représentations
de la méme algebre de Lie su(2) = so(3)). Cela implique que des calculs menés avec les 17 et
faisant appel uniquement aux régles de commutation des générateurs demeurent valables avec
les J, et vice versa. Ainsi, des relations , par exemple Ry(3)J, Ry (B) = JR,(B)u, il
découle sans aucun calcul supplémentaire que pour les matrices de Pauli, on a

B

15204572 = Dy(B)or D5 (B) = Ry (B (0-39)

avec Dy(¢) := e~™®% ot on lit les éléments de matrice R, en 1} On a en effet I'identité
générale eBe ™ = B+ 7 L [A[A,[---,[A, B]---]]], cf Chap. 1, (1.27), et ce calcul ne fait

n commutateurs
donc appel qu’a des commutateurs. En revanche, la relation

O'Z'O'j = 5”' -+ ieijkak

(qui ne fait pas appel qu’aux commutateurs) est spécifique a la représentation de dimension 2
de l'algebre su(2).
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0.2.3 Algebre de Lie su(2)

Récapitulons : nous venons d’introduire I’algebre de commutation des générateurs infinitésimaux
(ou algebre de Lie) du groupe SU(2) (ou SO(3)), notée su(2) ou so(3). Elle est définie par les
relations ([0.26)), que nous récrivons ici

[Ji, J]] = ieijkjk . 026
On utilise aussi beaucoup les trois combinaisons
Jz = Jg, J+ = Jl + iJg, J_ = Jl — ZJQ . (040)

Il est alors immédiat de calculer

[Js, ] = J.
)5, ] = —J_ (0.41)
[J+,J_] — 2J3

On vérifie aussi que 'opérateur de Casimir défini par
Y=+ 3+ Ji=Ji+ I+ J (0.42)

commute avec tous les J

3%, 7]=0, (0.43)

ce qui signifie qu’il est invariant par rotation.
Anticipant un peu sur la suite, nous nous intéresserons le plus souvent aux “représentations

unitaires”, ou les générateurs J;, i = 1,2, 3 sont hermitiques, donc

J=J, i=1,23 Jl=UJ;. (0.44)

)

[Montrons en outre que dans les représentations de SO(3), les représentations unitaire de SO(3) sont unimo-
dulaires ( = de déterminant 1), et donc que ces générateurs sont a priori de trace nulle. Cela découle de la
simplicité du groupe SO(3). Soit D une représentation unitaires, det D est donc une représentation de dimen-
sion 1 du groupe, homomorphisme du groupe dans le groupe U(1) puisque |det D| = 1. Son noyau est un
sous-groupe invariant, donc trivial; ce ne peut étre la seule identité, car tout “commutateur” R1R2RI1R5 !
y appartient. C’est donc le groupe tout entier, ce qui établit 'unimodularité. Pour le groupe SU(2), qui n’est
pas simple, le méme argument ne peut étre appliqué, mais la conclusion demeure, comme on le verra : toutes
les représentations unitaires de SU(2) sont unimodulaires. [Peut-on trouver un argument simple, a priori,  cet

effet 7] |
Pour terminer, mentionnons 'interprétation des J; comme opérateurs différentiels agissant sur les fonctions
différentiables des coordonnées de ’espace R3. Dans espace R3, 'effet d’une rotation infinitésimale sur le
vecteur x est de le changer en
x' =x+dnAx

donc une fonction scalaire de x, f(x), est changée en f'(x') = f(x) soit

Fx) = f(R7X) = f(x—bynAx)
(1-6YnxAV) f(x) (0.45)
(1 —4dym.J)f(x) .

J.-B. Z M2 ICFP/Physique Théorique 2012 29 décembre 2013



0.3. Représentations de SU(2) 9

On identifie donc 9
J=—xAV, Ji = _iEijkijm (046>

ce qui permet de le calculer dans des coordonnées quelconques, par exemple sphériques (Appendice 0 de

ce chapitre). (Comparer aussi avec 'expression du moment angulaire en Mécanique Quantique L; =

%eijkxj a%k). Exercice : vérifier que ces opérateurs différentiels ont bien les relations de commutation .
Parmi les combinaisons de J que I'on peut construire, 'une doit jouer un role particulier, le laplacien sur

la sphere S?, opérateur différentiel du second ordre invariant par changement de coordonnées (cf Appendice 0).

Il doit en particulier étre invariant par rotation, étre de degré 2 dans les J , ce ne peut étre que I'opérateur de

Casimir J? (& un facteur pres). De fait le laplacien dans R? s’écrit en coordonnées sphériques

1 92 J?

cartt T2

1 82 Asphére S2

v T T2

Nous nous sommes restreints ici pour plus de simplicité au cas de fonctions scalaires, mais on pourrait aussi

Ag =

(0.47)

s’intéresser plus généralement & la transformation d'une collection de fonctions des coordonnées de R? “formant

une représentation” de SO(3), c’est-a-dire se transformant linéairement entre elles sous I’action de ce groupe

soit encore

A'(x) = D(R)A (R™'x) ,
par exemple un champ vectoriel se transformant par
A’(x) = RA(R 'x) .

Le produit scalaire de deux tels champs vectoriels est une fonction scalaire. Que devient la discussion qui précede
sur les générateurs infinitésimaux pour de tels objets 7 Montrer qu’ils sont sommes de deux contributions, I'une
donnée par (0.46) et Pautre venant de la forme infinitésimale de R ; en termes physiques, ces deux contributions

correspondent aux moments angulaires orbital et intrinseque (ou de spin).

0.3 Représentations de SU(2)

0.3.1 Représentations des groupes SO(3) et SU(2)

En géométrie de l'espace R3, les notions de vecteur ou de tenseur sont familieres. Il s’agit

d’objets se transformant de facon linéaire sous l'effet des rotations
‘/z‘ — RZ‘Z‘/V;/ (V X W)ZJ == V;I/VJ — RWR]-]-/(V & W)Z'/j/ = Rii/Rjj/‘/i/Wj/ etc.

D’une facon générale, on appelle représentation d’un groupe G dans un espace vectoriel £ un
homomorphisme de G dans le groupe des transformations linéaires GL(E) (cf. Chap. 2). Ainsi,
comme on vient de le voir, le groupe SO(3) admet une représentation dans I'espace R? (les
vecteurs V' de I'exemple ci-dessus), une représentation dans I’espace des tenseurs de rang deux,
etc. Nous allons maintenant nous intéresser a la construction des représentations générales de
SO(3) et SU(2). Pour les besoins de la physique, en particulier de la mécanique quantique,
on a surtout besoin de représentations unitaires, dans lesquelles les matrices de représentation

sont unitaires. En fait, comme on le verra, il suffit d’étudier les représentations de SU(2) pour
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avoir aussi celles de SO(3), et mieux encore, il suffira d’étudier la fagon dont sont représentés
les éléments du groupe au voisinage de l'identité, c’est-a-dire d’étudier les représentations des
générateurs infinitésimaux de SU(2) (et SO(3)) (qui respectent les relations de commutation
(0.26])).

[Rappelons le résultat de la discussion du chapitre 4. Toute représentation (différentiable et unitaire ) D du
groupe SU(2) dans un espace E fournit une représentation de son algebre de Lie su(2), et vice versa puisque
SU(2) est simplement connexe. |

I suffit donc pour trouver les représentations unitaires du groupe SU(2) de trouver les

représentations par des matrices hermitiques de son algebre de Lie su(2).

0.3.2 Représentations de 1’algébre su(2)

Procédons a la construction classique des représentations de 'algebre su(2). Comme précédem-
ment, Jy et J, désignent les représentants des générateurs infinitésimaux dans une certaine
représentation. Ils satisfont aux relations de commutation ((0.41)) et d’hermicité . La com-
mutation des opérateurs J, et J? garantit que I'on peut en chercher des vecteurs propres com-
muns. Les valeurs propres de ces opérateurs hermitiques étant réelles et J? étant semi-défini
positif, on peut toujours écrire ses valeurs propres sous la forme j(j + 1), j réel positif ou nul

et on considere donc un vecteur propre commun |jm )

Pljm) = jG+1)|jm)

J)im) = mljm) . (0.48)
avec m un réel a priori arbitraire. Par abus de langage, on dira que [jm ) est un “vecteur propre
de valeurs propres (j,m)”.

(i) Agissons avec J, et J_ = J1 sur [jm ). Utilisant la relation JoJ- = J2—J24.J, (conséquence
de (0.41))), on calcule la norme carrée de Jy|jm) :
(Gm|J-Jyljm) = (j
j—m)(j+m+1){jml|jm) (0.49)
(gm|JeJ-|jm) = (j

Ces normes carrées ne peuvent étre négatives donc

(j—m)(j+m+1)>0 —Jj—1<m<y
G+m)G-—m+1)>0 : —j<m<j+l1 (0.50)
qui impliquent
—Jj<m<j. (0.51)
De plus J;|jm) = 0 si et seulement si m = j et J_|jm) = 0 si et seulement si m = —j
Jiljg) =0 Jlj—iy=0. (0.52)
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(i) Si m # j, Jo|jm) est non nul, vecteur propre de valeurs propres (j,m + 1). En effet

P Iim) = JIim)=jG+1)Jlim)
LJlim) = J(L+1D[jm)=m+1)Jjm) . (0.53)

De méme si m # —j, J_|jm) est un vecteur propre (non nul) de valeurs propres (j,m — 1).

(iii) Considérons la suite des vecteurs

S’ils sont non nuls ils constituent des vecteurs propres de J, de valeurs propres m,m—1,m — 2,
-,m — p--- Les valeurs propres autorisées de J, étant bornées par ((0.51]), cette suite doit

JPim) = 0.

s’arréter au bout d’un nombre fini d’étapes. Soit p l'entier tel que J?|jm ) # 0,
En vertu de (0.52)), J”|jm) est un vecteur propre de valeurs propres (j, —j) donc m —p = —j

c’est-a-dire

(7 +m) est un entier non négatif . (0.54)
Opérant de méme avec Jy, J2,--- sur [jm), on est mené & la conclusion que
(j —m) est un entier non négatif . (0.55)

et par conséquent j et m sont simultanément entiers ou demi-entiers. Pour chaque valeur de j

1.3
i =0,-,1,2,2,--
j 72’ 7277

m peut prendre les 27 + 1 Valeursﬂ

Partant du vecteur |jm = j), (“vecteur de plus haut poids”), choisi de norme 1, on construit

la base orthonormée |jm ) par application répétée de J_ et on a

Jeljm) = ViG+1) —m(m+1)|jm+1)
Jljm) = Vi +1)=m(m—1)[jm—1) (0.57)
Jljm) = mljm) .

Ces 2j + 1 vecteurs forment la base de la “représentation de spin j” de I'algebre su(2).
En fait, cette représentation de ’algebre su(2) s’étend en une représentation du groupe

SU(2), comme on va le voir maintenant.

La discussion précédente a fait jouer un role central a I'unitarité de la représentation et donc a ’hermiticité
des générateurs infinitésimaux, donc & la positivité : [|JL|im)||> > 0 = —j < m < j, etc, et a permis de
conclure que la représentation est nécessairement de dimension finie. Inversement on peut insister sur cette
derniere condition, et montrer qu’elle suffit & assurer les conditions précédentes. Partant d’un vecteur propre

[¢¥) de J., la suite JY|¢) produit des vecteurs propres de J. de valeur propre croissante, donc linéairement

3. En fait, on vient de trouver une condition nécessaire sur les j, m. Le fait que tous ces j donnent effective-

ment des représentations va étre vérifié au paragraphe suivant.
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indépendants s’ils sont non nuls. Si par hypothese la représentation est de dimension finie, cette suite est finie,
et il existe un vecteur noté |5 ) tel que Jy|j) =0, J.|j) = j|7). Par la relation J? = J_J, + J,(J, + 1), c’est
aussi un vecteur propre de valeur propre j(j + 1) de J2. 1l s’identifie donc avec le vecteur de plus haut poids
noté précédemment |jj), notation que nous adoptons donc dans la suite de cette discussion. A partir de ce

vecteur, les J” |7 j) forment une suite qui doit elle aussi étre finie
Jq SN A0 TG =0 (0.58)
On démontre aisément par récurrence que
Jedtjg) = e J255) = a2+ 1= )T jj) =0 (0.59)

donc ¢ = 25 4+ 1. Le nombre j est donc entier ou demi-entier, les vecteurs de la représentation ainsi construite
sont vecteurs propres de J? de valeur propre j(j + 1) et de J, de valeur propre m satisfaisant (0.56). On a
bien retrouvé tous les résultats précédents. Sous cette forme, la construction de ces “représentations de plus
haut poids” se généralise & d’autres algebres de Lie, (méme de dimension infinie, telle ’algebre de Virasoso, voir
Chap. 1, § 1.3.6).

Les matrices D7 de la représentation de spin j sont telles que sous l'action de la rotation
UeSU(2)
jm) = D/(U)[jm) = |jm")D;,,,(U) . (0.60)

Selon la paramétrisation ((n, ), angles d’Euler, .. .), on écrira aussi Dfn,m(n, W), Dfn,m(oz, B,7),

etc. Par (0.7)), on a donc

Dl B,7) = {jm/|D(e B,7)]jm)
= (jm/|e7 e P05 im) (0.61)

g (B
oll la matrice d’ est définie par
@) (8) = (Ge™ | jm) . (0.62)
Une formule explicite pour d’ sera donnée au paragraphe suivant. On a encore
Dim,m(z, Y) = eV
Dy W) = (). (0.63)

Les matrices D’ et d’ sont appelées matrices de Wigner.

Exercice : Calculer D7(x, ). (On pourra utiliser (0.5)).)

On note que D¥(z,2r) = (—1)%1, puisque (—1)*™ = (—1)%, compte tenu de (0.55), et la
propriété est vraie pour tout axe n par conjugaison

Di(n,27) = (-1)¥T . (0.64)

Cela montre qu’une rotation de 27 dans SO(3) est représentée par —I dans une représentation
de spin demi-entier de SU(2). Les représentations de spin demi-entier de SU(2) sont des repré-
sentations “projectives”, (c’est-a-dire ici & un signe pres), de SO(3); on reviendra au chapitre

2 sur la notion de représentation projective.

J.-B. Z M2 ICFP/Physique Théorique 2012 29 décembre 2013



0.3. Représentations de SU(2) 13

On vérifie aussi 'unimodularité des matrices D’ (ou de fagon équivalente, le fait que les

représentants des générateurs infinitésimaux sont de trace nulle). Si n = Rz, D(n,¢) =

D(R)D(z,)D~*(R), donc

J
det D(n, ) = det D(z,1)) = dete = = J] e =1. (0.65)
m=—j
Il peut etre utile d’écrire explicitement ces matrices dans les cas j = % et 5 = 1. Le cas de

j= % est tres simple, puisque

'D% (U) = U= e—i%d)n.a _ COs % —1cosb Sil'l % —¢sin % sin f e~
—17sin % sinfe®  cos % + 4 cos 8 sin %

(0.66)

Be—%(a+y)  _gipBe—3@—)
— e_i%"3e_i§02e—i%‘73 — (COS?G : Sin g€ @

sin ge%(o‘_” cos ge%(o‘ﬂ)

résultat attendu puisque les matrices U du groupe en forment bien évidemment une représenta-
tion. (Au passage, on a obtenu des relations entre les deux paramétrisations, (n, ) = (0, ¢, 1)
et les angles d’Euler («, 3,7).) Pour j = 1, dans la base |1,1), [1,0) et |1,—1) ou J, est
diagonale (qui n’est pas la base D)

1 0 0 010 0 00
J.=10 0 0 Jy=+v2|0 0 1| J.=v2|[10 0 (0.67)
0 0 —1 0 00 010
d’ou
l+cos  sing 1-—cosf3
‘ 2 V2 2
d*(B) = e v = S%B cos 3 —“\n[f (0.68)
1—cos 3 sin 3 1+cos 8
2 V2 2

comme le lecteur le vérifiera.

Dans le paragraphe qui suit on écrit plus explicitement ces matrices de représentation du
groupe SU(2), et dans I’Appendice E du Chap. 2, on détaillera les équations différentielles
qu’elles satisfont et leurs relations avec les “fonctions spéciales”, polynomes orthogonaux et
harmoniques sphériques. . .

Irréductibilité
Une notion centrale dans I’étude des représentations est celle d’irréductibilité. Une représenta-
tion est irréductible si elle n’admet aucun sous-espace invariant. Montrons que la représenta-
tion de spin j de SU(2) que nous venons de construire est irréductible. On montrera plus bas
au Chap. 2 que la représentation étant unitaire, elle est soit irréductible soit “completement
réductible” (il existe un sous-espace invariant et son espace supplémentaire I’est aussi); dans
ce dernier cas, il existerait nécessairement des opérateurs diagonaux par blocs, différents de
I'identité et commutant avec les matrices de la représentation, en particulier avec les générateurs
J;. Or dans la base toute matrice M commutant avec J, est diagonale, M,/ = tmOmm,
(le vérifier!), et la commutation avec J, force tous les pu,, a étre égaux : la matrice M est

multiple de 'identité et la représentation est bien irréductible.
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On peut aussi se demander pourquoi I’étude des représentations de dimension finie que vous
venons de construire suffit aux besoins du physicien, par exemple en mécanique quantique, ou
la scene se passe en général dans un espace de Hilbert de dimension infinie. On démontrera
plus bas (Chap. 2) que
Toute représentation de SU(2) ou SO(3) dans un espace de Hilbert est équivalente a une re-
présentation unitaire, et est complétement réductible en une somme (finie ou infinie) de repré-
sentations irréductibles de dimension finie. [Pour prendre un exemple physique, 'analyse d'un systeme
quantique sous 'effet des rotations peut s’effectuer en termes de ses composantes de spin donné ; un spin j peut

apparaitre avec une certaine multiplicité. ]

0.3.3 Construction explicite

a b
Soient £ et 1 deux variables complexes sur lesquelles les matrices U = de SU(2) agissent
c

selon & = a& + ¢en, 0 = b€ + dn. En d’autres termes, £ et 7 sont les vecteurs de base de la

b ] Une
d
construction explicite des représentations précédentes est obtenue en considérant les polynomes

représentation de dimension 2 (représentation de spin ) de SU(2). [(¢'n) = (£n) (a
C

homogenes de degré 27 dans les deux variables & et 77, dont une base est donnée par les 25 + 1
polynomes
P, = . . m=—y3,---7. (0.69)
V0 +m)(G —m)!

(En fait, les considérations qui suivent demeurent valables si U est une matrice quelconque du

groupe GL(2,C) et en fournissent une représentation.) Sous I'action de U sur € et 7, les P;,, (€, 1)
se transforment en P, (¢, 17'), eux aussi homogenes de degré 2j en £ et 7, qui se développent
donc sur les Pj,,(§,7n). Ces derniers portent donc une représentation de dimension 2j + 1 de
SU(2) (ou de GL(2,C)), qui n’est autre que la représentation de spin j précédente. Cela permet

d’écrire des formules trés explicites pour les D7,

Pin(€1) =Y P (€,0) D5, (U) - (0.70)
On obtient
'Dj (U) ((+ )|( )l('+ ,)‘(. ,)')% Z a™ 2o e (0 71)
' = m)l(j —m)! m (g —m)! —_— . .
m’'m J J J J n1 gm0 nl!nQ!n3!n4!

n1+n2:j—v’0—m}; T:,3+:L4:]:—m/

n1+n3:j+m; notng=j—m
Pour U = —I, on vérifie & nouveau que D/(—I) = (—1)¥. Dans le cas particulier de U =

¥

_W,Q ) ..
€ 2 = COS §I—ZSIH§O'2, on a donc

- 2k+m~+m’ | 2j—2k—m—m’'
(—1)k+i=m cos & sin ¥

2
m4+m'+Ek)l(j—m—k)(j—m' — k)k!

(0.72)

B = (14 m)IG = m)lG 4 )G =) 2D
k>0
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ou la somme court sur les k € [inf(0, —m—m'),sup(j —m, j —m’)]. L’expression des générateurs

infinitésimaux sur les polynomes FPj,, s’obtient en considérant des U proches de I'identité. On

trouve 9 5 5 5
1
A L (5— - ?7—) (0.73)

dont il est facile de vérifier les relations de commutation ainsi que ’action sur les P;,, en accord
avec (0.57). Cela acheve 'identification de avec la représentation de spin j.

Remarques et exercices

1. Répéter la preuve de l'irréductibilité de la représentation de spin j dans cette nouvelle forme.

2. Noter que ce que les polynomes homogenes de degré 25 dans les variables £ et i ont construit n’est autre
que la puissance tensorielle 25 symétrisée de la représentation de dimension 2. (Voir ci-dessous la définition de

ce concept.)

a2 V2ab b2
3. Ecrire la forme explicite de la matrice D! de spin 1 en utilisant (0.71). (Rép. V2ac be+ad 2bd |)
c? V2cd d?

0.4 Produit direct de représentations de SU(2)

0.4.1 Produit direct de représentations et I’“addition de moments

angulaires”

Intéressons-nous au produit de deux représentations de spin j; et js et a leur décomposition sur
des vecteurs de spin total donné (“décomposition en représentations irréductibles”). On part

donc de la représentation produit engendrée par les vecteurs
ljimi) @ [jama) = [jimy;jama)  abrégéen  [mymy) (0.74)
sur lesquels agissent les générateurs infinitésimaux sous la forme
J=JVRI1® 10 e J@ (0.75)

L’indice supérieur indique sur quel espace agissent les opérateurs. Par abus de notation, on
écrit souvent au lieu de ([0.75)
J=J0 4+ 3@ ©.75))

et (en Mécanique Quantique), on parle de 1’“addition des moments angulaires” J1) et J(2),
Il s’agit donc de décomposer les vecteurs ((0.74) sur une base de vecteurs propres de J et J,.
Comme JM? et J?)?2 commutent entre eux et avec J? et J,, on peut chercher des vecteurs

propres communs que 1’on notera
|(J1J2) J M) ou plus simplement |J M) (0.76)

étant entendu que 'on s’est fixé la valeur de j; et jo. La question est donc double : quelles valeurs

J et M peuvent-ils prendre et quelle est la matrice du changement de base |mymq) — [J M) ?
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En d’autres termes quelle est la décomposition (de Clebsch-Gordan) et quels sont les coefficients
de Clebsch-Gordan ?
Les valeurs possibles de M, valeur propre de J, = JY 4+ J9 sont aisées a trouver
<m1 m2|JZ|JM) = (m1 + m2)<m1 mﬂJM)

et la seule valeur de M telle que (my ma|J M) # 0 est donc
M =my+ms . (0.78)

A ji, jo et M fixés, il y a autant de vecteurs indépendants ayant cette valeur de M qu’il y a de
couples (mq, ms) satisfaisant ((0.78)), soit

0 si |M|> 71+ 72
(M) = ji+Jja+1— M| silji—jo| <|M|<ji+js (0.79)
2inf(j1, j2) + 1 si 0 < [M]<|ji — j2
(voir Fig. 3 pour laquelle j; = 5/2 et jo = 1). Soit N; le nombre de fois ou la représentation
de spin J apparait dans la décomposition du produit des représentations de spin j; et js. Les

n(M) vecteurs de valeur propre M pour J, peuvent aussi s’interpréter comme provenant des

N vecteurs |J M ) pour les différentes valeurs de J compatibles avec cette valeur de M
n(M)= YN, (0.80)
J>|M|

soit en retranchant membre & membre deux telles relations

N; = n(J)—n(J+1) (0.81)
=1 si et seulement si  [j; — jo| < J < j1+ Jo
=0 sinon.
m
2 n(M)

e o o o o o . — —t

\ : 1 o o M
o =4 Irtiy* Il
M=]I+]2

m U Fig. 3

En conclusion, nous venons de démontrer que les (25; + 1)(2j2 + 1) vecteurs (0.74)) (a j; et

Ja fixés) peuvent se réexprimer en fonction des vecteurs |J M ) ou

J o= i —gdalildr = Jel + 1, 1+ J2
M = —J—-J+1,---,J. (0.82)
Noter qu’en définitive les multiplicités N; valent 0 ou 1; c¢’est une particularité de SU(2) que

des multiplicités supérieures a 1 n’apparaissent pas dans la décomposition du produit de deux

représentations “irréductibles”, c’est-a-dire ici de spin fixé.
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0.4.2 Coefficients de Clebsch-Gordan, symboles 3-j et 6-5 ...

Le changement de base orthonormée |j; my;jams ) — [(j1j2) J M) s’effectue a I'aide des coef-

ficients de Clebsch-Gordan (C.G.) ((j1J2); J M|j1 m1; j2ms) qui forment une matrice unitaire

J1+j2

imisjama) = ) Z (j12) J M|jyma; jama )| (i j2) J M) (0.83)
J= \Jl J2|M —J

lj1gos J M) = Z Z (71 J2) J M|jrma; ja me )| g1 ma; jama ) . (0.84)

ml—fjl m2_7.]2
Leur valeur dépend en fait d'un choix de phase relative entre les vecteurs et (| ; la

convention habituelle est que pour chaque valeur de J, on choisit
<JM:J|j1m1:j1,j2m2:J—j1> real . (085)

Les autres vecteurs sont alors définis sans ambiguité par ((0.57)) et on va montrer que tous les C.G.
sont réels. Les C.G. satisfont des relations de récurrence conséquences de (0.57). Appliquant en
effet Jo aux deux membres de ((0.83)), on obtient

VI +1) = M(M+1) ((j1 j2) J M|jy my; jams ) (0.86)

ViU + 1) —my(my £ 1) (j1 j2) J M % 1]j1my + 1; jomy)
+ Voo +1) —ma(me £ D){ (j1j2) J M £ 1]j1my; jama £ 1)

qui permet & 'aide de la normalisation Y5 |(j1m1; jama|(j1j2) J M )|> = 1 et de la conven-
tion de déterminer tous les C.G. Comme annoncé, ils sont clairement tous réels.
Les C.G. du groupe SU(2), qui décrivent un changement de base orthonormée, satisfont des
propriétés d’orthogonalité et de complétude
J1
> (Gma;jamal(r j2) J M )Gy ma; jama| (i j2) J' M') = SppSnaer st [y — dol < J < a+
e (0.87)
Ji+j2
Z (J1ma; jamal(jr o) J M ){jimiy; jams|(Jije) J M) = Smymt Omomy, 1 Ima] < g1, [ma| < ja
J=|j1—j2|
Noter que dans la premiere ligne, mso est fixé par la donnée de my, a M donné; et que dans la
deuxieme, M est fixé en termes de m; et de mo. Chaque relation n’implique donc qu’une seule

somine.

[Exercice. Montrer que 'intégrale
[ ey 6,007 0,.0v70.0)

est proportionnelle au coefficient de Clebsch-Gordan (—1)™3 (11, mq;la, ma|ls, —ms ), avec un coefficient indépendant

des m que 'on déterminera. |
Plutot que les coefficients de Clebsch-Gordan, on peut considérer un ensemble de coefficients équivalents,

dits symboles 3-j. Ils sont définis par

o J —1)r—g2tM . o
(ml m2 M) = ()2J7-y-1<]1 mi;J2 m2|(]1 ]2) JM> (0~88)
1 2 -
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et ont l'intérét de jouir de propriétés de symétrie simples :

Ji J2 J3
mip MMz ms3

est invariant par permutation circulaire des trois colonnes et change par le signe (—1)71%72%73 quand deux
colonnes sont permutées ou quand on change les signes de my1, ms et mg. Le lecteur trouvera dans la littérature

de nombreuses tables et formules explicites.

Contentons-nous de donner les valeurs pour les spins les plus bas

(3 9L 1) 133 5:3)
L 151 DR ) B
2720 300 = H(hEL-D-h-kiD) |
(3 2)1-1) = 5 =55—3)
et
(3, 13.3) = 5,3 L,1)
B3 = H(VELLLO+ -5
Lo, G050 = FhEL-0+vAb-fe)
290 g8 = L-kiL-1) |
3. D33) = 7 (-3 51L0)+Vv25-511))
(3, D3, —3) = ( V25,51, -1) + 15, -5:1,0))

On note sur le cas % ® % la propriété que les vecteurs de spin total 7 = 1 sont symétriques
dans I’échange des deux spins, celui de spin 0 antisymétrique. La propriété est générale : dans
la composition de deux représentations de spin j; = jo, les vecteurs résultants de spin j =
241,241 — 2, - - - sont symétriques, ceux de spin 2j; — 1,2j; — 3, - - sont antisymétriques.

Cela est apparent sur ’expression ci-dessus, compte tenu des propriétés annoncées des symboles 3-7.

Dans le méme ordre d’idées, soit le produit completement antisymétrique de 25 + 1 copies
d’une représentation de spin j. On peut montrer que cette représentation est de spin 0 (exer-
cice suivant). (Cela a une conséquence en physique atomique, dans le remplissage des couches
électroniques : une couche complete a un moment orbital total et un spin total nuls donc aussi
un moment angulaire total nul.)

Exercice. On considere le produit complétement antisymétrique de N = 2j + 1 représentations de spin j. Mon-
trer que cette représentation est engendrée par le vecteur €,,,my..my |4 M1, 5 M2, -+, jmy ), qu’il est invariant

par Paction de SU(2) et donc que la représentation construite est celle de spin J = 0.

On introduit aussi les symboles 6-j qui décrivent les deux recombinaisons possibles de 3 représentations de

spins ji, j2 et j3

Fig. 4
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0.5. Une application physique : ’isospin 19

ljima;jamaosjams) = > ((j1j2) J1 Miljima; jame ) (J1js) J M|Jy My; jsms )| (jrjz)js; J M)
= > ((Jaja) Jo Malja ma; jama ){ (j1 J2) J' M'|j1ma; J2 Ma)|j1(jaga); J' M") (0.91)

selon que 1’on compose d’abord ji et jo en J; puis J; et j3 en J ou d’abord js et j3 en Jo puis j; et Jo en J'.
La matrice de changement de base est notée

(j1(j2ga); J M|(jrj2)ja; J' M) = 855 0pm /(21 + 1) (2J3 + 1)(—1)71 H72 st {il ]JZ Jl} -0
3 2

et les { } sont les symboles 6-j. On visualise 'opération d’addition des trois spins par un tétraedre (cf. Fig.
4) dont les arétes portent j1, jo, j3, J1, J2 et J et le symbole est tel que deux spins portés par une paire d’arétes

opposées se trouvent dans la méme colonne. Ces symboles sont tabulés dans la littérature.

0.5 Une application physique : I’isospin

Le groupe SU(2) n’intervient pas en Physique qu’en tant que (relié au) groupe de rotation de 1’es-
pace euclidien. Illustrons une autre de ses apparitions par la symétrie d’isospin. Il existe dans la
nature des particules élémentaires sujettes aux interactions fortes et de ce fait, appelées hadrons.
Certaines de ces particules présentent des propriétés voisines, mais different par leur charge
électrique. C’est le cas du proton et du neutron, de masses 938,28 MeV/c? et 939,57 MeV /c?
respectivement, mais aussi du triplet de mésons pi, 7 (masse 134,96 MeV/c?) et 7% (139,57
MeV/c?), des quatre mésons K etc. Selon Heisenberg cela est la manifestation d’une symétrie
brisée par les effets électromagnétiques. En I’'absence d’interactions électromagnétiques, le pro-
ton et le neutron d’une part, les trois mésons 7 de l'autre seraient des particules de méme
nature, de méme masse, différant seulement par un nombre quantique “interne”, a la fagon
de deux électrons dotés de spins différents. En fait le groupe régissant cette symétrie est aussi
SU(2), mais un SU(2) agissant dans un espace abstrait autre que 'espace usuel. On a donné
le nom de spin isotopique ou isospin au nombre quantique correspondant. Pour résumer, la
proposition est donc qu’il existe un groupe SU(2) de symétrie de I’Hamiltonien des interactions
fortes, et que les différentes particules sujettes a ces interactions forment des représentations
L neutron I, = —1),

PR 2
isospin I = 1 pour les pions (7% : [, = &1, 7% : I, = 0), etc. L’isospin est donc un “bon nombre

de SU(2) : représentation d’isospin I = 3 pour le nucléon (proton I, = +

quantique”, conservé dans ces interactions. Ainsi le processus (virtuel) N — N + 7, (N pour
nucléon) important en physique nucléaire, est compatible avec les regles d’addition des isospins
(3 ®1 “contient” 3). Les différentes réactions N + 7 — N + 7 autorisées par la conservation

de la charge électrique

p+rt — p+at =3
p+7m — p+n° =1
SN n+7T+ i
prn - prr L—-
N n+7r0 "
n+n — n+m IZ:—%

conservent aussi l'isospin total I et sa composante I, mais I'hypotheése d’invariance par SU(2)

d’isospin nous apprend d’avantage. Les éléments de matrice de transition des deux réactions
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dans le canal I, = %, par exemple, doivent étre reliés par les regles d’addition de I'isospin. En
inversant les relations , on obtient

3 1 1
) = ya=n - b ol 2>
3 1
0
ety = fr=de by Aol
tandis que pour I, = 3/2
3 3
= I=2 L =2).
pt)=1=2.5=2)
L’invariance d’isospin implique que (I I, |7|I'I) = T;6;161, 1, : non seulement I et I, sont

conservés, mais 'amplitude ne dépend que de I, pas de I, (comme on le justifiera plus tard
au chap. 2, par le lemme de Schur ou le théoreme de Wigner-Eckart). En calculant alors les

éléments de matrice de 'opérateur de transition 7 entre ces différents états,

(prf|Tlprt) = Ty

(pr[Tlpr) = = (Toa +2Ti o) (0.93)
(nm'|Tlprn™) = = (Tz2 — Ti2)
on trouve que les amplitudes satisfont une relation
V2(n, 7| Tlp, ™) + (p, 7" |TIp,n ) = (p. 7t |Tp, 7" ) = Tape

conséquence non triviale de I'invariance d’isospin, qui implique des inégalités triangulaires entre

les modules carrés de ces amplitudes donc entre les sections efficaces de ces réactions

[\/O(Wip - Wip) - \/QU(W’p — Won)]Q < U(7T+p — 7T+p) <
[\/U(Wfp — 7p) + \/20’(7T7p — 70n))?

qui sont bien vérifiées expérimentalement. Mieux, on constate qu’a une énergie d’environ 180

MeV, les sections efficaces (proportionnelles aux carrés des amplitudes) sont dans les rapports
olntp—7tp)io(r p—7'n):io(r p—ap =9:2:1,

qui est ce qu’on obtiendrait a partir de (0.93)) si on avait T% = 0. Cela indique qu’a cette énergie
la diffusion dans le canal d’isospin 3/2 est prédominante et signale en fait I'existence d’un état
intermédiaire, particule tres instable ou “résonance”, notée A, d’isospin 3/2 donc avec quatre
états de charge

AT AT AY A~
dont la contribution domine l'amplitude. Cette particule a un spin 3/2 et une masse M(A) ~
1230 MeV/c?.

Dans certains cas on peut parvenir a des prédictions plus précises. C’est le cas par exemple dans 1’étude des
réactions
Hp — 3Hen® et 2Hp—>*Hn"
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impliquant des noyaux de deutérium 2H, de tritium *H et d’hélium *He. A ces noyaux aussi on peut attribuer
un isospin, 0 au deutéron qui est formé d’un proton et d’un neutron dans un état antisymétrique de leurs

isospins (pour que la fonction d’onde de ces deux fermions, symétrique d’espace et de spin, soit antisymétrique),

I, = f% a3Het I, = % 3 3He qui forment une représentation d’isospin % Noter que dans tous les cas, la

charge électrique est reliée a la composante I, de l'isospin par la relation @ = %B + I, avec B la charge
baryonique, égale ici au nombre de nucléons (protons ou neutrons). Montrer que le rapport des sections efficaces
oc(*Hp — *Hen")/o(*Hp — 3H7") est 3.

Remarque : l'invariance par SU(2) d’isospin que nous venons de discuter est une symétrie des interactions
fortes. 1l existe aussi dans le cadre du Modele Standard une notion d’“isospin faible”, symétrie des interactions
électro-faibles, on y reviendra au Chap. 5.

0.6 Représentations de SO(1,3) et SL(2,C)

0.6.1 Petit rappel sur le groupe de Lorentz

L’espace de Minkowski est un espace R* muni d’'une métrique pseudo-euclidienne de signature
(+,—, —, —). Dans une base orthonormale avec des coordonnées (z° = ct, x!, 22, 23), la métrique
est diagonale

g = diag (1, -1, -1, —1)

et la norme carrée d’'un 4-vecteur s’éerit
23 = 2 g’ = (1) — () — (22)? — (a%)?.

Le groupe d’isométrie de cette forme quadratique, appelé O(1,3) ou groupe de Lorentz L, est
tel que
AeO(1,3) o' =Ax : 2’2’ =N alg, N, 2% = 2P gpea”

c’est-a-dire
A#pguuAVG = gpoc OT ATgA =4g. (094)

Ces matrices pseudo-orthogonales satisfont (det A)> = 1 et (en prenant 1’élément de matrice 00
de ) (A%)% = 1+ 327 (A%)? > 1 et donc £ = O(1,3) a quatre composantes connexes
(or “nappes”) selon que det A = +1 et A% > 1 ou < —1. Le sous-groupe des transformations
propres orthochrones satisfaisant det A = 1 et A% > 1 est noté EL Toute transformation de EL
peut étre écrite comme le produit d’une rotation “ordinaire” de SO(3) et d'une “transformation
spéciale de Lorentz” ou “boost”.

Une différence majeure entre les groupes SO(3) et EL est que le premier est compact (I'en-
semble de ses parametres est borné et fermé, voir ), tandis que le second ne l'est pas :
dans un “boost” dans la direction 1, disons, ] = v(x; — vao/c),xy = v(xg — vay/c), avec
v = (1—v2/c®)"2, la vitesse |v| < ¢ (inégalité stricte!) n’appartient pas & un domaine compact
(ou encore, la variable de “rapidité” (3, définie par cosh (3 =~y peut aller a I'infini). Cette compa-
cité ou non a de tres importantes implications sur la nature et les propriétés des représentations,
comme nous allons voir.

Le groupe de Poincaré ou groupe de Lorentz inhomogene est engendré par les transformations de

Lorentz A € L et les translations d’espace-temps ; on peut noter (a, A) son élément générique
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avec une action sur un quadrivecteur x de l'espace de Minkowski et une loi de composition

données par

(a,A) : x—2 = Av+a
(', A")(a,A) = (a'+ Na,AN'A); (0.95)

I'inverse de (a, A) est (—A~'a, A7) (le vérifier!).

0.6.2 Algebre de Lie des groupes de Lorentz et Poincaré

Une transformation infinitésimale de Poincaré s’écrit (a#, A¥, = 0¥ 4+ w* ). Prenant la forme
infinitésimale de , on voit aisément que le tenseur w,, = w*, g,, doit étre antisymétrique :
wyp +wpy = 0. Cela laisse 6 parametres réels : le groupe de Lorentz est un groupe de dimension
6, et le groupe de Poincaré de dimension 10.

Pour déterminer 1'algebre de Lie des générateurs, procédons comme au § : regardons
I’algebre de Lie engendrée par des opérateurs différentiels agissant sur les fonctions des co-
ordonnées; si 2 = a2* + 62t = 2 + o + WM, Of(x) = fla* — & —wNVa,) — flz) =

(I —ia"P, — 2w =1J,,) f(z), (cf (0.45), donc
Jow = i(x,0, — 2,0,) P, = —i0, (0.96)

[en accord avec e (z)e~ P = 1)(x + a)] dont on calcule aisément les commutateurs

[Jurs Bl = i (9upLu — Gup )
(s Joo) = 1 (Gupduo = Gupdvo + Guodvp = GuoJup) (0.97)
[Puv Pl =0

Noter la structure de ces relations : antisymétrie en u < v de la premiere, en p <> v, en p < o et en (u,v) <
(p,0) de la seconde; la premiére montre comment un vecteur (ici P,) se transforme sous la transformation
infinitésimale engendrée par J,,,, et la seconde a cette méme forme dans les indices p et o, exprimant que J,,
est un 2-tenseur.

Les générateurs qui commutent avec Py (qui est le générateur des translations de temps,

donc le hamiltonien) sont les P, et les J;; mais pas les Jo; : i[Fy, Jo;] = F;.

Posons
Jij B Eiijk Kl = J()i . (098)
On a alors
[Ji7 JJ] = ieijkjk
[Ji, K]] = ieiijk
[K', K] = —iegjpJ” (0.99)
et aussi
[J', P7] = i€ P* [K', P = iP%;;
[J', P’ =0 [K! P =iP". (0.100)
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N.B. Les deux premieres des relations et la premiere de (0.100) expriment bien, comme
attendu, que J = {J’}, K = {K7} et P = {P7} se transforment comme des vecteurs sous

I’action des rotations de R®. Formons les combinaisons

1 A 1, ,
M = §(JJ +iK7) NI = §(JJ —iK7) (0.101)
elles satisfont
(MY, M) = e M*
[N N9] = i€ N*
[M',N] = 0. (0.102)

On voit donc que, si on considere les combinaisons complexes M et N de ses générateurs,
'algebre de Lie de £ = O(1, 3) est isomorphe a su(2) @ su(2). L'introduction du +i, cependant,
fait que les représentations unitaires de L ne découlent pas simplement de celles de SU(2) X
SU(2). Les représentations de dimension finie, non unitaires , de £ sont indexées par une paire
(71, 72), entiers ou demi-entiers.

Exercice. Montrer que cette algebre admet deux opérateurs de Casimir quadratiques indé-
pendants, et les exprimer en termes de M et N d’abord, puis de J et K. [Rép : M? et N? =
1(J?2-K?) +i(J-K)/2. ]

0.6.3 Groupes de recouvrement de LL et 731

De la méme fagon que de I'étude de SO(3) on a été conduit (pour des raisons qui seront
discutées aux chapitres 1 et 2) a celle de SU(2), son “groupe de recouvrement”, de méme dans
le cas du groupe de Lorentz, on est amené a étudier son groupe de recouvrement SL(2,C).

Il existe une maniere simple de voir comment SL(2,C) et EL sont reliés, qui est une extension
quadri-dimensionnelle de la méthode suivie au § . On utilise les matrices o, constituées de

oo = I et des trois matrices de Pauli familieres. Notons que l'on a
tro,o, = 20, ai =1 sans sommation sur 'indice y .
A tout vecteur réel z € R*, associons la matrice hermitique
X =zt b= (X det X = 2% = (2")” — x
= z'o, x—§tr( o) et X =2 = (2")" —x°.
Une matrice A € SL(2,C) agit sur X selon
X = X'=AXAT

qui est bien hermitique et définit donc 2 = 1tr (X’o,,) réel, avec det X' = det X, donc 2? = 22,
C’est une transformation linéaire de R* dans R* qui préserve la norme minkovskienne 2, c’est
donc une transformation de Lorentz, et on vérifie qu’elle est dans EL et que A — A est un
homomorphisme de SL(2,C) dans £. On notera dans la suite 2/ = A.z si X’ = AX AT,
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Cependant, les deux transformations A et —A € SL(2,C) donnent la méme transformation
de 51 : SL(2, C) est un recouvrement d’ordre 2 de El. Pour le groupe de Poincaré, on raisonne de
meéme, son recouvrement est le produit (“semi-direct”) du groupe des translations par SL(2, C).
Si on note a := a*o,

(a, A)(d', A") = (a + Ad' AT, AA)
(on parle aussi du “groupe SL(2,C) inhomogene”, ou ISL(2, C)).

0.6.4 Représentations irréductibles de dimension finie de SL(2,C)

La construction du § (0.3.3| fournit une représentation explicite de GL(2,C) et donc de SL(2,C).

b .
Pour A = (a d) € SL(2,C), (0.71) donne 'expression de D! ,(A) :
c

; 1 a™b"ctidt
J — ) (7 — I(5 N5 — )| - - - =
D) (A) =17 +m)!(G —m)!(j +m")(j —m)]? . n;ng T (0-71)

n1+n2:j+m H n3+n4:j—m’
ni+ng=j+m; ngtng=j—m

Noter que DT (A) = D(AT) (car échanger m < m/ équivaut a ny < n3, donc a b < c) et (D(A))" = D(A*)
(car les coefficients numériques dans sont réels) donc Df(A) = D(AT).

Cette représentation est appelée (j,0), elle est de dimension 25 + 1. Il en existe une autre
de dimension 2j + 1, non équivalente, notée (0,7), c’est la représentation “contragrédiente
conjuguée” (au sens du chap 2. § DI(AT1). Le remplacement de A par AT~! s’interprete
dans la construction du § si au lieu d’associer X = z*0,, = 2%0¢ + x.0 & x, on lui associe
X = 2%, — x.0. On note que o3(0) oy = —0; pour i = 1,2,3 donc X = 0,X%05,. Pour la
transformation A : X — X' = AXA"  on a

5(:, = O'Q(X,)TO'Q = JQ(AXAT)TUQ = (O-QATO-Q)T)A(:(O-QATUQ) .

Toute matrice A de SL(2,C) peut elle-méme s’écrire A = a*o,, avec (a*) € C*, et comme
det A= (a®)? —a? =1 (le “S” de SL(2,C)), on vérifie aisément que A~ = a’cy — a.o, [En effet

(a0 + a.0)(a’0¢ — a.6) = (a®)?*(0g)* — %aiaj{oi,oj} = ((a®)* —a'a?s;)[ =1
] donc
o9 ATgy = AL (0.103)
Finalement
X' =AXAl —= X' =@aHxat. (0.104)

Remarque. Les deux représentations (7,0) et (0,7) sont inéquivalentes sur SL(2,C), mais
équivalentes sur SU(2). En effet dans SU(2), A =U = (UT)~..

Finalement, on démontre que toute représentation de dimension finie de SL(2, C) est comple-
tement réductible et peut donc s’écrire comme somme directe de représentations irréductibles.
La représentation irréductible de dimension finie la plus générale de SL(2, C) est notée (ji, J2),

avec j1 et jo entiers ou demi-entiers > 0; elle est définie par

(1., 72) = (J1,0) ® (0, j2) -
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Toutes ces représentations peuvent étre obtenues a partir des représentations (%, 0) et (0, %)

En effet (j1,0) et (0,j2) se construisent par produit tensoriel symétrisé des représentations

(%,0) et (0, %), comme on 1'a fait pour SU(2). Seules les représentations (ji, j2) ayant j; et jo

simultanément entiers ou demi-entiers fournissent de vraies représentations de £T+' Les autres
sont des représentations a un signe pres.
Exercice : montrer que la représentation (0, j) est “équivalente” (a un changement de base

pres) a la complexe conjuguée de la représentation (7,0). (On pourra le montrer d’abord pour

] = % en se rappelant que (A™1)T = g,A%g,, puis pour les représentations de j quelconque

obtenues par produit tensoriel d’ordre 25 a partir de j = %) [Si A=da0p+ad.o, A7t =a'0g—d.o =

1

, %) est équivalente & (3,0)*,

02AT g5, donc (A~HT = 09 A*0y est équivalente & A*, donc la représentation (0 5

puis par produit tensoriel d’ordre 2j, D7((A~1)T) est équivalente & D7 (A*) ]

Représentations spinorielles

1
2
de dimension 2 (spineurs a deux composantes). Il est traditionnel de noter les indices des

Revenons aux deux représentations spinorielles (3,0) et (0,3). Ce sont des représentations

composantes avec des indices “pointés” ou non pointés, pour la représentation (0,1) et la
)

]
b
1.0), respectivement. Pour A = “ e SL(2,C
2 d
c

1 ey ae o [a€ €
1 _ & — ! ke a*€1+b*§2
03  E=@E)mg=a¢= (C*gi N d*52> (0.105)

On note que la forme alternée (&,1) = £'n* — €2n' = €7 (i02)n est invariante dans (1,0) (et
aussi dans (0, %)), ce qui découle a nouveau de ((0.103))

(09ATG))A = AT A =1 <= A (ioy) A = ioy .

On peut donc utiliser cette forme pour abaisser les indices o (ou ¢). Ainsi

1
dans (57 O) : (5777) = foﬂ?a 62 = 61 61 = _52
dans (0,3) : E) =& &=€  &=-¢ (0.106)

Représentation (ji, j2)

Les {galaz...azjlﬁ'lﬂz“'[ﬁjz} symétriques en oy, ag, -+, (gj, et en Bl, 52, e ,ngz, forment la repré-
sentation irréductible (ji, j2). (On ne peut pas diminuer le rang en prenant des traces, le seul
tenseur invariant étant la forme précédente alternée). La dimension de cette représentation est
(2j1 + 1)(2j2 + 1). Les représentations les plus usuelles rencontrées en théorie des champs sont
(0,0), (3,0) et (0,3), (3,3). Cette derniere correspond aux 4-vecteurs, comme on 1’a vu plus
haut :

A€SL(2,C)
—

z— X =12y +x.0 X' = AX AT
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c’est-a~dire
X = XaB N (Xl)a,é _ Aaa’(A,BB’)*Xa’,@’ 7
ce qui montre que X se transforme bien selon la représentation (%, %)
Exercice. Montrer que les représentations (1,0) et (0,1), de dimension 3, décrivent des

tenseurs F* de rang 2 self-duaux ou anti-self-duaux, c¢’est-a-dire satisfaisant

o= g loworp,
2

oll €7 est le tenseur complétement antisymétrique a 4 indices, avec la convention que €92 = 1,

mais attention €77 = —€,,,5 !

0.6.5 Représentations irréductibles unitaires du groupe de Poincaré.
Etats 4 une particule.

Selon le théoreme de Wigner qui sera discuté au chapitre 2, pour décrire I'action des transformations propres
orthochrones de Lorentz ou de Poincaré sur les états d’une théorie quantique, nous avons besoin de représenta-
tions unitaires de ces groupes, ou plutét de leurs “recouvrements universels” SL(2,C) et ISL(2,C). Comme on
le verra plus bas (Chap. 2), les représentations unitaires (de classe L?) du groupe non compact SL(2,C) sont
nécessairement de dimension infinie (a ’exception de la représentation triviale (0, 0), qui décrit un état invariant
par rotation et sous leffet des boosts, c’est-a-dire le vide!). [Le “truc unitaire de Weyl” (Weyl unitary trick)
énonce en effet que les représentations de dimension finie de SL(2,C), SL(2,R) et SU(2) sont en correspondance.
Une représentation unitaire de dim finie de SL(2,R) conduirait & une absurdité dans SU(2). ]

Revenons aux relations de commutation de l'algebre de Lie . On cherche un ensemble maximal
d’opérateurs commutants. Les quatre P, commutent. Soit (p,) une valeur propre pour un vecteur propre des
P,, état “4 une particule”, et on suppose que le vecteur propre noté |p) n’est indexé que par p* et par des
indices discrets : c’est en effet le sens de “état a une particule”, au contraire d’un état a deux particules qui

dépendrait d’une impulsion relative, variable continue

Pulp) =pulp) - (0.107)

On consideére aussi le tenseur de Pauli-Lubanski

1
W = 5EWPJWP,, (0.108)
et on vérifie (exercice!) que implique
[VV/M PV] =0
(WHWY] = —ie"?"W,P,
[‘]}LV7 W)\] = i(gu)\W,u, - gp,)\Wu) . (0109)

La derniere relation signifie que W est un 4-vecteur de Lorentz. On note aussi que W.P = 0 en raison de
I'antisymétrie du tenseur e. On montre enfin (le vérifier!) que P? = P,P* et W2 = W,W* commutent avec
tous les générateurs P et J : ce sont les opérateurs de Casimir de l’algebre. Selon le lemme de Schur, (cf plus
bas, chap. 2, § ils sont dans toute représentation irréductible proportionnels & 'identité, autrement dit,
leurs valeurs propres peuvent étre utilisées pour indexer les représentations irréductibles.

En physique, on n’a en principe que deux types de représentations a Considérerﬁ : les représentations ou
P2? > 0 et celles ou P2 =0, W2 = 0. Leur construction détaillée sera effectuée dans le cours d’A. Bilal.

4. ce qui ne veut pas dire qu’il n’existe pas d’autres représentations irréductibles; par exemple les représen-
tations “non physiques” ot P2 = —M? < 0
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[Une remarque sur les relations entre représentations de dimension finie et infinie agissant sur les champs.
On a vu que le théoréme de Wigner nous donnait aussi la transformation des observables A +— U(g)AUT(g)
(Chap. 4, §4.2). Appliquons cette expression & la transformation sous I'action du groupe de Lorentz d’un champ
©(z), supposé se transformer selon la représentation de spin s :

Ula, A)ga(@)U~ (@, A) = D (A )pur (At + a)

ou U(a, A) est la transformation unitaire , agissant dans l'espace de Fock, induite par (?7). ]
[Trreps de SL(2,C).
— Série principale de représentations unitaires de SL(2,C) dans L?(C) indexées par (k,iv), k € Z, v € R

(k,iv) a b ) I —bz+d )_k az — ¢
b <<c d))f(z)_| b+l <|—bz+d| U v

) mrl\}t' D(=k:=) gont unitaires irréductibles.

D(k’,i'u
— Série principale de représentations non unitaires (k,w), k € Z, w = u+iv € C. Ibid avec | — bz +d|~27¥,
sur L2(C, (1 + |z|?)®ewdady). Cette série contient toutes les irreps de dimension finie.

— Série complémetaire. Pour k = 0, w réel, 0 < w < 2, représentations unitaires pour un autre produit

o= [ [T

A équivalence pres, la représentation triviale, la série principale unitaire et la série complémentaire sont les

scalaire
seules irreps unitaires. |
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Probleme
On considére deux représentations de spin % du groupe SU(2) et leur produit direct (ou tensoriel). On note J M

et J?) les générateurs infinitésimaux agissant dans chaque représentation, et J = J) 4+ J?) ceux agissant dans

leur produit direct, cf. (0.75)), (0.75]).

1. Que peut-on dire des opérateurs J() 2, J2)2 et J2 et de leurs valeurs propres ?

2. Montrer que I’on peut exprimer J(M).J2) en termes de ces opérateurs et en déduire que les opérateurs

1 1
Z(31+4J<1>.J<2>) et Z(174.1<1>..]<2>)
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sont des projecteurs sur des espaces que ’on précisera.

3. En prenant en compte les symétries d’échange des vecteurs, que pouvez-vous dire de 1'opérateur

11 +2JW 3@ 2
2

Appendice 0. Mesure et laplacien sur les sphéres S? et S°

On expose ici une méthode générale permettant de construire une mesure d’intégration a partir
d’une géométrie riemannienne.
On considére une variété riemannienne, ¢’est-a-dire une variété (voir App. B du Chap. 1 pour

quelques rappels) dotée d’une métrique :
ds® = gopde>de? (0.110)

avec un tenseur métrique g,g(&) dépendant a priori des coordonnées (locales) %, a=1,--- ,n;
n est la dimension de la variété. Ce ds® doit étre invariant par des changements (différentiables)

des coordonnées, £ — £, ce qui dicte la transformation du tenseur g

/ / / o™ ogP
5'—>€ , grH— g : Jorpr = %%goﬁ, (0111)

qui signifie que g est un tenseur de rang 2 covariant. Ce tenseur métrique est supposé non

singulier, c’est-a-dire inversible, et le tenseur inverse est noté avec des indices supérieurs

Gap 9" =0, (0.112)
Par ailleurs, son déterminant est traditionnellement noté ¢

g = det(gag) - (0.113)

Il y a alors une méthode générale pour construire un élément de volume sur la variété
(c’est-a-dire une mesure d’intégration) et un laplacien, tous deux invariants par changement de
coordonnées locales :

du(¢) = vg[Ja

L=

A = Ou /99" 0 (0.114)
NG V99" 95
ou d, est une notation abrégée pour l'opérateur différentiel a%.

Exercice : vérifier que du(€) et A sont invariants par le changement de coordonnées £ — ¢'.
Cela peut étre appliqué dans de nombreux contextes et sera utilisé au Chap. 1 pour définir
une mesure d’intégration sur les groupes de Lie compacts.

Appliquons-le ici a l'espace euclidien R™. En coordonnées sphériques, on a

ds® = dr® +r?dQ?
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ou df2 est une notation générique qui rassemble toutes les variables angulaires. Le tenseur

1 0

métrique est donc de la forme générale ), | Avec une matrice A (n — 1) x (n — 1) qui

r
est indépendante de r et ne dépend que des variables angulaires. Ces dernieres donnent lieu au

laplacien sur la sphere unité S™', noté Agn-1; /g = r""'v/det A; et (0.114) nous dit que le

laplacien sur R™ a la forme générale

1 1 2 -1 1
a /r‘n—lg + ASn71 — a n g + —ASn,1 .

rn=1 or or r? or? r Or 12

Ecrivons les choses plus explicitement pour les spheres unités S? et S3. Considérons la sphere

A]Rn -

S? de rayon r fixé & 1 avec les coordonnées sphériques 0 < <7, 0 < ¢ < 27 (Fig. 1). On a

ds’ (d6? + sin® 0 do?)
NG sin 6
du(x) = sinfdfdeo
1 1 0?2 1 0 0
Ag = — —sinf— | . A1
5 72 <sin2 0 0¢? - sinfog 89) (0.115)
Les générateurs J; s’écrivent
.0
J3 = —18—¢
Ji = —i|—cos¢cot 93 — sin gbg (0.116)
L= 5786 0 '
Jo = —i [— sin ¢ cotg 0% + cos gb%]

et on vérifie que —Age = J2 = J2 + J2 + J2.
Pour la sphere S3 on a des formules analogues. Dans la paramétrisation (0.12)), on prendra

par exemple

Y

1 2
ds® = Str dUdUT = (dE) + sinQ% (d6? + sin® 0 d¢*) (0.117)

invariante par U — UV, U — VU ou U — U~! d’olt la mesure invariante par ces mémes

transformations )
du(U) = % (sin %) sin @ dy df do . (0.118)
Dans la paramétrisation des angles d’Euler,
U=e@FePFe? (0.119)
on a
ds® = %tr dUdU" = % (da® + 2dady cos B + dy* + dB?) (0.120)
et avec /g = sin 3 on calcule
du(U) = ésinﬁda dg dry (0.121)
2 2 2
Asphtre 52 = si;ﬂ 36312 8872 + 8387 * sijﬂ% Sinﬂ@s?nﬁ ' (0.122)
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Chapitre 1

Groupes. Groupes et algebres de Lie

1.1 Généralités sur les groupes

1.1.1 Définitions de base et premiers exemples

On considere un groupe G, avec une opération notée selon les cas ., X ou 4, un élément
neutre e (ou 1 ou I ou 0), et un inverse g~* (ou —a). Si I'opération est commutative, le groupe
est dit abélien. Si le groupe est fini, c¢’est-a-dire a un nombre déléments fini, on appelle ce
nombre 1’ordre du groupe. On s’intéressera dans ce cours surtout a des groupes infinis, discrets
ou continus.

Exemples (que le physicien peut rencontrer. . .)

1. Groupes finis

— le groupe cyclique Z, d’ordre p, considéré géométriquement comme le groupe d’inva-
riance de rotation d’un cercle avec p points marqués équidistants, ou comme le groupe
multiplicatif des racines p-iemes de I'unité, {€*7%/?} ¢ =0,1,--- ,p — 1, ou comme le
groupe additif des entiers modulo p;

— les groupes d’invariance de rotation et les groupes d’invariance de rotations et réflexions
des solides réguliers ou des réseaux réguliers, d'une grande importance en physique des
solides et en cristallographie ;

— le groupe de permutation S,, de n objets, appelé aussi groupe symétrique, d’ordre n!;

etc.

2. Groupes infinis discrets.
L’exemple le plus simple est le groupe additif Z. Citons aussi les groupes de translations
des réseaux réguliers, ou les groupes d’espace en cristallographie qui incluent toutes les
isométries (rotations, translations, réflexions, leurs produits) laissant invariant un cris-
tal. ..

Ou encore les groupes engendrés par les réflexions dans un nombre fini d’hyperplans de R™, qui sont finis

ou infinis, selon I'arrangement de ces hyperplans, cf. les groupes de Weyl au Chapitre 4.
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C

a b
Un autre exemple important est le groupe modulaire PSL(2,Z) des matrices A = < d) a coefficients

entiers, de déterminant unité ad — bc = 1, ou on identifie les matrices A et —A. Etant donné un réseau
a 2 dimensions engendré dans le plan complexe par deux nombres complexes de rapport non réel w; et
wy, ce groupe décrit les changements de base (w1, wq)? — (W], wh)T = A(w1,ws)T laissant invariant I’aire
de la cellule élémentaire (S(wowi) = F(whwi™)) et agissant sur 7 = ws /wy selon 7 — (a7 + b)/(cT + d).
Ce groupe joue un role important en mathématiques dans ’étude des fonctions elliptiques, des formes
modulaires, etc, et en physique dans I’étude des théories conformes et des théories de cordes. . .

Les groupes d’homotopie, que nous allons rencontrer bientot, sont d’autres exemples de groupes discrets,

finis ou infinis. ..

. Groupes continus.

Nous n’aurons a faire qu’a des groupes de matrices de dimension finie, c’est-a-dire des

sous-groupes des groupes linéaires GL(n, R) ou GL(n, C), pour un certain n. En particulier

— U(n), groupe des matrices unitaires complexes, UUT = I, qui est le groupe d’invariance
de la forme sesquilinéaire (z,y) = > z*y";

— SU(n) son sous-groupe unimodulaire, des matrices unitaires de déterminant det U = 1;

— O(n) et SO(n) sont les groupes orthogonaux laissant invariante la forme bilinéaire
> i, z;y;. Les matrices de SO(n) sont en outre de déterminant 1;

— U(p, q), SU(p, q), resp. O(p, q), SO(p, q), les groupes d’invariance d’une forme sesqui-

linéaire, resp. bilinéaire, de signature ((+)?, (—)?), (tel le groupe de Lorentz group).
On considere le plus souvent les groupes O(n,R), SO(n,R) de matrices & coefficients réels mais les
groupes O(n,C), SO(n,C) d’invariance de la méme forme bilinéaire sur les complexes peuvent aussi

jouer un role.
0 1
— Sp(2n,R) : Soit Z la matrice 2n x 2n faite d’'une diagonale de n blocs ios : Z = diag ( ) ) , et

considérons la forme bilinéaire antisymétrique

(X,Y) = XT2Y = (w2192 — y2i-172i) - (1.1)

i=1

Le groupe symplectique Sp(2n,R) est le groupe de matrices B réelles 2n x 2n préservant cette forme
BTZB = Z. La forme ci-dessus apparait naturellement en mécanique hamiltonienne dans la 2-forme
symplectique w = Y | dp; A dg; = %Zijd& A d§; avec les coordonnées & = (p1,q1,P2, - ,qn); W est
invariante par action de Sp(2n,R) sur . Pour n = 1, vérifier que Sp(2,R)=SL(2,R).
On peut aussi considérer le groupe symplectique complexe Sp(2n,C). Un groupe relié, souvent noté
Sp(n) mais que je noterai USp(n) pour éviter la confusion avec les précédents, est le groupe symplectique
unitaire, groupe d'invariance d’une forme hermitienne quaternionique, USp(n)=U(2n)N Sp(2n,C).
Voir Appendice A.

— le groupe de “déplacements” dans R?, — compositions de transformations de O(3) et de
translations —, et les groupes obtenus en lui ajoutant les dilatations, puis les inversions
par rapport a un point ;

— le groupe de transformations conformes, ¢’est-a-dire préservant les angles dans R", voir
le Probleme a la fin de ce chapitre.

— le groupe de Galilée des transformations x’ = Ox + vt + xq, t' =t + tg, O € O(3);

— le groupe de Poincaré, dans lequel les translations sont adjointes au groupe de Lorentz
0(1,3),

— etc etc.
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1.1.2 Classes de conjugaison d’un groupe

On définit sur un groupe G la relation d’équivalence suivante :
a~bssi 3geG : a=gbg! (1.2)

et on dit alors que les éléments a et b sont conjugués.

Les classes d’équivalence qui en découlent réalisent une partition de GG, puisque tout élément
appartient a une classe et une seule. Noter que 1’élément neutre constitue a lui seul une classe.
Pour un groupe fini, les différentes classes ont en général des ordres différents. Par exemple, la
classe de l'identité e ne contient que le seul élément e.

On a déja noté (Chap. 0) que dans le groupe SO(3), une classe de conjugaison est caractérisée
par I’angle de rotation ¢ (autour d’un vecteur unitaire n). Mais cette notion est aussi familiere
dans le cas du groupe U(n), ou une classe est caractérisée par un n-tuple non ordonné de
valeurs propres (e®!,... e“). La notion de classe joue un role important dans la discussion

des représentations des groupes et sera abondamment illustrée par la suite.

Pour le groupe symétrique S,,, que sont ces classes de conjugaison? On peut aisément décomposer toute
permutation o de S,, en un produit de cycles (permutations cycliques) portant sur des éléments disjoints. (Pour
s’en convaincre, on construit le cycle (1,0(1),0%(1),- ), puis une fois revenu en 1, on construit un autre cycle a
partir d’'un nombre pas encore atteint, etc.). Au final, si o est fait de p; cycles de longueur 1, de ps de longueur
2, etc, avec Y ip; = n, on écrit o € [1P12P2 .. .] et on démontre que cette décomposition en cycles caractérise

les classes de conjugaison : deux permutations sont conjuguées ssi elles ont la méme décomposition en cycles.

1.1.3 Sous-groupes

La notion de sous-groupe, sous-ensemble d’un groupe lui-méme doté de la structure de groupe,
est familiere. Le sous-groupe est propre s’il n’est pas identique a G. Si H est un sous—groupe,
pour tout a € G, 'ensemble a~'.H.a des éléments de la forme a~'.h.a, h € H forme aussi un
sous—groupe, dit sous—groupe conjugué de H.
Des exemples de sous-groupes particuliers sont donnés par :
— le centre Z :
Soit G un groupe. On appelle centre de G 'ensemble Z des éléments qui commutent avec

tous les éléments de G :

Z ={a|Vg € G,a.g=g.a} (1.3)

Z est un sous-groupe de GG, propre si G est non-abélien. Exemples : le centre du groupe
GL(2,R) des matrices régulieres 2 x 2 est l'ensemble des matrices multiples de 17 ; le
centre de SU(2) est le groupe Zy des matrices =1 (le vérifier par le calcul direct). [preuve

par calcul explicite ou par Schur]

— le centralisateur d’un élément a :
Le centralisateur (ou commutant ) d’un élément o fixé de G est 'ensemble des éléments de G qui com-

mutent avec a.

Z, ={g € Gla.g = g.a} (1.4)
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Le commutant Z, n’est jamais vide : il contient au moins le sous-groupe engendré par a. Le centre Z est

I'intersection de tous les commutants. Exemple : dans le groupe GL(2,R), le commutant de la matrice
0 1
de Pauli 0y = 10 est le groupe abélien des matrices de la forme al + boy, a? — b% # 0.

— Plus généralement, étant donnée une partie S d’un groupe G, on définit son centralisateur Z(S) et
son normalisateur N(S) comme les sous-groupes commutant respectivement individuellement avec tout

élément de S ou globalement avec S tout entier

Z(S)= {y:VseS ys=sy} (
N(S) = {2752 =8} . (

— =
D Ot
= =

1.1.4 Homomorphisme d’un groupe G dans un groupe G’

Un homomorphisme d’un groupe G dans un groupe G’ est une application p de G dans G’ qui

respecte la loi de composition :

Vg,h € G, plg.h) = p(g).p(h) (L.7)

En particulier, a I’élément neutre de G correspond par p celui de G’, a I'inverse de g correspond
celui de ¢’ = p(g) : p(g™") = (p(g)) "

Un exemple d’homomorphisme que nous allons particulierement étudier est celui d’une re-
présentation linéaire de groupe, dont la définition a été donnée au chapitre 0 et sur laquelle on
va revenir au chap. 2.

Le noyau de 'homomorphisme noté ker p (“Kern” en allemand, “kernel” en anglais) est
I'ensemble des antécédents (ou préimages) de 1'élément neutre e’ de G’ : kerp = {z € G :
p(z) = ¢e'}. Clest un sous-groupe de G.

Par exemple, la parité (ou signature) d’une permutation de S,, définit un homomorphisme
de S,, dans Z,. Son noyau est constitué des permutations paires : c’est le groupe alterné A,
d’ordre n!/2.

1.1.5 Classes par rapport a un sous-groupe

Soit H un sous-groupe d’un groupe G. On définit la relation entre éléments de G :
g~g = g4 ' €H, (1.8)
ce qu’on peut encore écrire comme
g~g < 3heH : g=h.g ouencore g€ Hyg . (1.9)

C’est une relation d’équivalence (le vérifier), dite équivalence a droite. On peut définir de la

méme facon une équivalence a gauche par

gL g = ¢gldeHeged H (1.10)
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La relation (disons & droite) définit des classes d’équivalence qui donnent une partition de G';
si g; est un représentant de la classe j, on peut noter cette derniere H.g;. (Les anglophones
utilisent le terme “right-coset” pour cette classe). Les éléments de H forment a eux-seuls une
classe. On note GG/H l'’ensemble quotient, c’est-a-dire I’ensemble des classes d’équivalence. Son
cardinal (le nombre de classes) est appelé l'indice de H dans G et noté |G : H|. Par exemple,
le groupe (additif) H = 2Z des entiers pairs est d’indice fini égal & 2 dans G = Z. En revanche,
Z est d’indice infini dans R.

Si H est d’ordre fini | H|, toutes les classes ont |H| éléments, et si G est lui-méme d’ordre fini
|G|, il est partitionné en |G : H| = |G|/|H| classes, et on obtient comme corollaire le théoreme
de Lagrange : l'ordre |H| de tout sous-groupe H divise celui de G, et U'indice |G : H| = |G|/|H|
est 'ordre de ’ensemble quotient G/H.

L’équivalence a gauche donne en général une partition différente, mais de méme indice. Par
exemple, le groupe S3 possede un sous—groupe Z, engendré par la permutation des deux

éléments 1 et 2. Exercice : vérifier que les classes a gauche et a droite ne coincident pas.

1.1.6 Sous-groupe invariant

Soit G un groupe, H un sous-groupe de G. H est un sous-groupe invariant (on dit aussi normal)
si 'une des propriétés équivalentes suivantes est vraie

~Vge G, Vhe H, ghg™' € H;

— les classes a gauche et a droite coincident ;

— H est égal a tous ses conjugués, Vg € G, gHg ' = H.
Exercice : vérifier I’équivalence entre ces trois définitions.

La propriété importante a retenir est la suivante :
e Si H est un sous-groupe invariant de G, on peut munir I’ensemble quotient G/H de la
structure de groupe.

Noter qu’en général on ne peut pas considérer le groupe quotient G/H comme un sous-groupe

de G.

Esquissons la démonstration. Si g1 ~ g et g2 ~ g5, Fh1,ha € H : g1 = h1.g], g2 = gh.ha, donc g;.g2 =
hi.(g).g}).ha Cest-d-dire gi.go ~ ¢.g5 et g7t = ¢'7.h7' ~ ¢/7'. La relation d’équivalence est compatible
avec les opérations de produit et de passage & I'inverse. Si [g1] et [g2] sont deux classes, on définit leur produit
[91]-[g2] = [g1-92] ot au membre de droite on peut prendre tout représentant g; de [g1] et go de [g2]; de méme
pour l'inverse. Donc la structure de groupe passe donc au quotient, ensemble des classes. La classe constituée

de H est ’élément neutre du quotient.
Exemple de sous-groupe invariant : Le noyau d’'un homomorphisme p d'un groupe G dans
un groupe G’ est un sous—groupe invariant; montrer que son groupe quotient est un groupe

isomorphe a I'image p(G) C G’ de G par p. [Eneffet g~ g’ < p(g.g'"') = e < plg) = p(d').]

1.1.7 Groupe simple, groupe semi-simple

Un groupe est simple s’il n’a pas de sous-groupe invariant non trivial (c’est-a-dire différent
de {e} et de G tout entier). Un groupe est semi-simple s’il n’a pas de sous-groupe invariant

abélien non trivial. Tout groupe simple est évidemment semi-simple.
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Cette notion est importante dans I’'étude des représentations et la classification des groupes.

Exemples : Le groupe des rotations a deux dimensions n’est pas simple, ni méme semi-
simple (pourquoi 7). [tout ss-groupe z, est un sous-groupe invariant abélien | Le groupe SO(3) est simple
(preuve non triviale, voir plus bas, §1.2.2). Le groupe SU(2) n’est ni simple, ni semi-simple,
il contient en effet le sous-groupe invariant Zs = {I, —I}. Le groupe S,, n’est pas simple, pour
n > 2 (pourquoi ?). [le sous-groupe alterné, noyau de ’homom. signature, est un ss-gr invt. Il est non trivial
pour n > 2.]

[Action d’un groupe sur un ensemble. Orbites. Petit groupe (stabilisateur) : cf TD]

[le sous-groupe alterné, noyau de ’homom. signature, est un ss-gr invt. Il est non trivial pour n > 2.]

Produits direct, semi-direct

Considérons deux groupes G et Gy et leur produit direct G = G1 X G2 : c’est 'ensemble des paires
(91, 92) doté du produit naturel (¢}, ¢5)-(g1, 92) = (¢}-91, gh-g2). A Dévidence ses sous-groupes {(g1,¢)} ~ Gy et
{(e,g2)} ~ G2 sont des sous-groupes invariants, et G n’est pas simple.

Une construction plus subtile fait appel au groupe d’automorphismes de G noté Aut(G1) : c’est le groupe
des bijections § de G dans lui-méme qui respecte le produit de G; (homomorphisme de groupe) : 3(¢}.g1) =
B(g7)8(g1). Supposons donné un homomorphisme de groupe ¢ d’un autre groupe Gy dans Aut(Gy) : Vgo €
Ga,9(g2) € Aut(G1). On définit alors sur les paires (g1, ¢g2) le produit suivant

(91, 92)-(91, 92) = (91-0(95)91, 95-92) -

Exercice : montrer que ceci une structure de groupe sur ’ensemble de ces paires : c’est le produit semi-direct
de f Gy et G2 (pour un ¢ donné) et il est noté G1 x, Ga. Vérifier que le sous-groupe {(g1,€e)} ~ G1 est un
sous-groupe invariant de G.

Exemples : le groupe des déplacements préservant 1’orientation, engendré par les translations et les rotations
de lespace euclidien R™, est le produit semi-direct R” x SO(n), avec (@', R')(@, R) = (a’ + R'd, R'R). De méme
le groupe de Poincaré dans I'espace de Minkowski est le produit semi-direct R* x L.

[Conversely is any non simple group a semi-direct product ? See my notes of 1992.]

[Action d’un groupe sur un ensemble. Orbites. Petit groupe (stabilisateur)]

1.2 Groupes continus. Propriétés topologiques. Groupes
de Lie

Un groupe continu (ou encore groupe topologique) est un espace topologique (donc doté d’une
base de voisinages permettant de définir les notions de continuité etcE[) muni d’une structure
de groupe, telle que les opérations de groupe (g,h) — g.h et g — g~! soient des fonctions

continues. Autrement dit, si ¢’ est proche (au sens de la topologie de G) de g et k' de h, alors ¢’.h’ est proche

de g.h et g’f1 est proche de g~ 1.

Les groupes de matrices présentés plus haut entrent bien dans cette classe de groupes topo-
logiques, mais aussi des groupes “de dimension infinie” comme le groupe des difféomorphismes
invoqué en Relativité Générale, ou les groupes de jauge des théories de jauge.

Commencgons par étudier quelques propriétés topologiques de tels groupes continus.

1. Voir I’Appendice B pour quelques rappels de vocabulaire. . .
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FIGURE 1.1 — Les lacets x1 et x5 sont homotopes. Mais aucun d’eux n’est homotope au lacet “trivial”

qui reste en zg. L’espace n’est pas simplement connexe.

1.2.1 Connexité

Un groupe peut étre ou non connexe. Si G n’est pas connexe, la composante connexe de 'identité

est un sous-groupe invariant.

On peut s’intéresser a la propriété de connexité au sens topologique général (un espace E est connexe si
ses seuls sous-espaces & la fois ouverts et fermés sont F et @), mais c’est surtout la connexité par arcs qui nous
concernera (pour toute paire de points, il existe un chemin continu les joignant). Démontrer que la composante

connexe de l'identité est un sous-groupe invariant dans l'une et lautre définition. Réf. [K-S, Pol. [Pour la

-1

connectivité par arcs, facile : si h(t) est une trajectoire continue de e & h, pour tout g, g.h(t).g~" en est une de

eag.h.gt cqfd. ]
Exemples. O(3) est disconnexe et la composante connexe de 'identité est SO(3); pour le
groupe de Lorentz £=0(1,3) on a défini sa composante propre orthochrone EL, les autres

“nappes” s’en déduisant via la parité P, le renversement du temps 71" et leur produit PT'. ..

1.2.2 Simple connexité. Groupe d’homotopie. Recouvrement uni-

versel

La notion de simple connexité ne doit pas étre confondue avec la précédente. Discutons-la
d’abord dans le cadre d'un espace topologique arbitraire £ avant de nous spécialiser au cas
d’un groupe.

On considere les chemins fermés a extrémité fixée xg ou lacets tracés dans 'espace FE, c’est-
a-dire les applications continues z(t) de [0,1] dans E telles que 2:(0) = z(1) = x,. Etant donnés
deux tels chemins z1(.) et z5(.) de zg a xg, peut-on les déformer contintiment l'un en autre ?
Autrement dit, existe-t-il une fonction continue f(¢,&) de deux variables ¢, £ € [0, 1], a valeurs

dans F, telle que

Ve €10, 1] f(0,8) = f(1,£) = x . trajectoires fermées  (1.11)
vt € [0,1] f(t,0) = a1(t) f(t,1) = z5(t) : interpolation .

Si c’est le cas, on dit que les lacets 1 et x5 sont homotopes (c’est une relation d’équivalence),
ou encore qu’ils appartiennent a la méme classe d’homotopie, voir Fig. (1.1}
On peut aussi composer les chemins : Si x;(.) et xo(.) sont deux lacets de zy a zg, le

chemin x5 o 1 va aussi de xy a xg en parcourant d’abord x; puis xo. Le lacet inverse de
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x1(.) pour cette composition est le lacet parcouru en sens inverse : z;'(t) := x1(1 —t). La
composition et le passage a 'inverse sont compatibles avec I'homotopie : si x1 ~ x| et o ~ x},
alors x5 0 21 ~ ah o2} et 7! ~ x} ' Ces opérations passent donc aux classes, ce qui munit
I’ensemble des classes d’homotopie d'une structure de groupe pour cette composition, c’est
le groupe d’homotopie m (F,xo). Ainsi, un représentant de la classe identité est fourni par le
lacet “trivial”, x(t) = zp, Vt. On montre enfin que les groupes relatifs a des extrémités zg
différentes sont isomorphes (dans un espace connexe); par exemple dans le cas d'un groupe
connexe, on peut se ramener au choix du point de base a l'identité xq = e. On parle donc du
groupe d’homotopie (ou groupe fondamental) 7 (E). Pour plus de détails, voir par exemple
[Pol, [DNF].

Si tous les lacets de xg & xg peuvent étre contractés en le lacet trivial {zo}, on dit que E
est simplement connexe. Dans le cas contraire, on démontre, et nous admettrons, que ’on peut
construire un espace E, dit espace de recouvrement universel de E, tel que E est simplement
connexe et que localement, E et E sont homéomorphes. Cela signifie qu’il existe une appli-
cation continue surjective p de E dans G tel que tout point x de E ait un voisinage V. et
que V, +— p(V,) soit un homéomorphisme, c’est-a-dire une application bijective et bicontinueﬂ.
L’espace E de recouvrement universel de z est unique (& un homéomorphisme pres).

Dans le cas qui nous occupe o £ = G est un groupe topologique, on montre que G est
lui-méme un groupe et que de plus, 'application p est un homomorphisme de G dans G ([Po,
§ 51). Son noyau qui est un sous-groupe invariant n’est autre que le groupe d’homotopie m(G).

Le groupe quotient est isomorphe a G
G/m(G) ~ G, (1.12)

(selon une propriété générale du groupe quotient par le noyau d'un homomorphisme, cf. §.

On peut construire le groupe de recouvrement universel G en considérant les chemins qui joignent I'identité
e a un point g et leurs classes d’équivalence par déformation continue & extrémités fixes. G est ensemble
de ces classes d’équivalence. C’est un groupe pour la multiplication des chemins définie comme suit : si deux
chemins g1 (t) et go(t) joignent e & g1 et a g respectivement, le chemin g;(t).g2(t) joint e a g1.g2. Cette loi de
composition est compatible avec ’équivalence et munit G d'une structure de groupe et on montre que G est
simplement, connexe (cf. [Po] § 51). La projection p de G dans G associe & toute classe de chemins leur extrémité
commune. On vérifie que c’est bien un homéomorphisme local et un homomorphisme de groupes, et que son

noyau est le groupe d’homotopie 71 (G).

Exemple : Le groupe des phases G =U(1), vu comme le cercle unité S*, n’est pas simplement
connexe : un chemin de 'identité 1 a 1 peut faire un nombre arbitraire de fois le tour du cercle et
ce nombre de tours (positif ou négatif) distingue les différentes classes d’homotopie : le groupe
d’homotopie est w1 (U(1)) = Z . Le groupe G n'est autre que le groupe additif R qu’on peut
visualiser comme une hélice au-dessus du cercle U(1). Le quotient est R/Z ~ U(1), ce qu'il faut
rapprocher du fait qu'un point de U(1), c’est-a-dire un angle, est un nombre réel modulo un

multiple entier de 27r. On peut dire encore 71(S') = Z. Plus généralement on se convainc que

2. “bicontinue” signifie que I'application et son inverse sont continues.
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(a) (b)

FIGURE 1.2 — (a) Le groupe U(1), identifié au cercle et son groupe de recouvrement universel R,
identifié & ’hélice. Un élément g € U(1) se releve en des points - -+, g1, 9o, g1, - - sur I'hélice. (b)
Dans la boule B? représentant SO(3), les points y et —y de la surface sont identifiés. Un chemin allant

de x a x via y et —y est donc fermé et non contractible : SO(3) est non simplement connexe.

pour les spheres, 71(S™) est trivial (tous les lacets sont contractibles) dés que n > 1. [think of
a rubber band on an orange |.

Autre exemple fondamental : Le groupe des rotations SO(3) n’est pas simplement connexe,
comme cela a été pressenti au Chapitre 0. Pour nous en convaincre, visualisons la rotation Ry (1))
par le point x = tan %n d’un espace R? auxiliaire ; ces points sont tous dans la boule B? de
rayon 1, avec la rotation identité au centre et les rotations d’angle 7 sur la surface de la sphere,
mais en raison de Ry(m) = R_,(m), il faut identifier les points de la sphere diamétralement
opposés. Il s’ensuit qu’il existe dans SO(3) des courbes fermées non contractibles : une courbe
de x & x passant par deux points diamétralement opposés sur la spheére S? doit étre considérée
comme fermée mais n’est pas contractible (Fig. 2). Il existe deux classes de chemins fermés
non homotopes et le groupe SO(3) est “doublement connexe” : son groupe d’homotopie est
m(SO(3)) = Zs. En fait, nous connaissons déja le groupe de recouvrement universel de SO(3) :
c’est le groupe SU(2), dont on a montré qu’il était homéomorphe & la sphere S, donc simplement
connexe, et qu'il existait un homomorphisme I'envoyant dans SO(3), selon £U,,(¢)) = %(cos % —
isin £o.n) — Rp(¥), cf. Chapitre 0, § 1.2.

Cette propriété de SO(3) d’étre non simplement connexe peut étre illustrée par différentes expériences de
salon, dont l'interprétation précise n’est pas toujours évidente, telles “la ceinture de Dirac” et “I’assiette de
Feynman”, voir http://gregegan. customer.netspace.net.au/APPLETS/21/21.html
et http://www.math.utah.edu/~palais/links.html pour des animations, et V. Stojanoska et O. Stoytchev,

Mathematical Magazine, 81, 2008, 345-357, pour une discussion détaillée impliquant le groupe des tresses.
[Quelle est la relation de la paramétrisation de SU(2) comme sphere S® avec la paramétrisation précédente
de SO(3) dans la boule de R?*? Rép : la boule apparait comme la section équatoriale de la sphere S3, avec

projection stéréogr. cf ClLItz.]
Cette méme visualisation des rotations par l'intérieur de la boule unité permet de comprendre ’assertion
faite plus haut que le groupe SO(3) est simple. Supposons qu’il ne le soit pas, et soit R = Ry(¢)) un élément

d’un sous-groupe invariant de SO(3), qui contient aussi tous les conjugués de R (par définition d’un sous-

3. En particulier 7 (5?%) = 0 et “you cannot lasso a basketball” selon la formule imagée de S. Coleman !
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groupe invariant). Ces conjugués sont visualisés par les points de la sphére de rayon tani/4. Le sous-groupe
invariant contenant R,(1)) et des points arbitrairement proches de son inverse R_,(1)) contient des points
arbitrairement proches de 'identité, qui par conjugaison, remplissent une petite boule au voisinage de 'identité.
Il reste & montrer que le produit de tels éléments permet de remplir toute la boule, c’est-a-dire que le sous-groupe
invariant ne peut étre que le groupe SO(3) tout entier; ceci est en fait vrai pour tout groupe de Lie connexe,

comme on le verra plus bas.

Autres exemples : les groupes classiques. On démontre que

e les groupes SU(n) sont tous simplement connexes, pour tout n, tandis que w1 (U(n)) = Z;

e pour le groupe SO(2)= U(1), on a vu que m(SO(2))=7Z;

e pour tout n > 2, SO(n) est doublement connexe, m1(SO(n))= Zs, et on appelle Spin(n)
son groupe de recouvrement universel. Donc Spin(3)=SU(2).

[On montre m1(Sp(n))= 0 et 71 (U(n))= Z] La notion d’homotopie, c’est-a-dire de déformation continue,
qu’on vient d’appliquer & des lacets, c’est-a-dire a des applications de S! dans une variété ¥V (un groupe G ici),
peut s’étendre a des applications d’une sphere S™ dans V. Méme si la composition de telles applications est
moins aisée a visualiser, elle peut étre définie et est a nouveau compatible avec I’homotopie, ce qui conduit a la
définition du groupe d’homotopie 7, (V). Par exemple 7, (S™) = Z. Voir [DNF] pour plus de détails et des calculs
de ces groupes 7, . Cette notion est importante pour le physicien pour décrire des défauts topologiques, solitons,
instantons, monopoles, etc. Voir par exemple sur la Fig. [I.3] deux configurations de vortezx ou d’anti-vortez de

vecteurs unitaires & deux dimensions, de nombre d’enroulement (ou vorticité) respectif £1.

[

l ]

FIGURE 1.3 — Deux configurations de vecteurs unitaires réalisant des applications S' — S! homoto-
piquement non triviales. Ce sont respectivement les vortex et anti-vortex du modele XY de mécanique
statistique, voir par exemple http://www.ibiblio.org/e-notes/Perc/xy.htm pour plus de détails

et de belles figures.

1.2.3 Groupes compacts et non compacts

Si le domaine D dans lequel vivent les parametres du groupe G est compact, on dit que G est

un groupe compact.

Rappelons la définition et quelques-unes des nombreuses propriétés d’un espace compact E. Un e.t. séparé
FE est compact si, étant donné un recouvrement de E par un ensemble d’ouverts U;, E peut étre recouvert
par un nombre fini d’entre eux. Alors, toute suite infinie y admet un sous-suite convergente (généralisation du
théoreme de Bolzano—Weierstrass). Toute fonction réelle continue y est bornée, etc. Pour un domaine D de R4,
la propriété de compacité équivaut & la propriété de D d’étre fermé et borné. [La propriété BW n’implique la
compacité que dans un espace métrisable, ¢’est-a-dire dont la topologie émane d’une distance.]

Exemples. Les groupes de matrices unitaires U(n) et leurs sous-groupes SU(n), O(n), SO(n),
USp(n/2) (n pair), sont compacts. Les groupes SL(n, R) ou SL(n,C), Sp(n,R) ou Sp(n,C), le
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groupe de translation dans R”, le groupe de Galilée, les groupes de Lorentz et Poincaré ne le

sont pas, pourquoi ?

1.2.4 Mesure invariante de Haar

Quand on traite d’'un groupe fini, on est souvent amené a considérer des sommes sur tous les

éléments du groupe et a utiliser le “lemme de réarrangement”, qui consiste a écrire

Vg eG Y fldg= > fld9=>_ fl),

geqG h=g'geG geG

(invariance a gauche), la méme chose avec ¢’'g changé en gg’ (invariance a droite), et aussi

g =Y fe =) flo)

geG g le@ geG

On aimerait pouvoir effectuer de telles opérations dans le cas d'un groupe continu, la somme
finie étant remplacée par une intégrale, finie et dotée des mémes invariances. Cela nécessite de

pouvoir disposer d’une mesure d’intégration invariante a gauche et a droite

du(g) = dulg'.g) = dp(g.g') = du(g™")

telle que [ du(g)f(g) soit finie pour toute fonction f continue.

On démontre que
e si le groupe est compact, une telle mesure existe et est unique a une normalisation pres.
C’est la mesure de Haar.

Par exemple, pour le groupe unitaire U(n), on peut construire la mesure de Haar explici-
tement. On peut utiliser la méthode proposée au chapitre 0, Appendice 0 : on définit d’abord
une métrique sur U(n) en écrivant ds? = tr dU.dU' dans la paramétrisation de son choix ; cette
métrique est bien invariante par U — UU’ ou U — U'U et par U — U~' = U'; la mesure
du(U) qu’on en tire a les mémes propriétés. On trouvera dans I’Appendice C le calcul explicite
de cette mesure pour SU(2) et U(n), et plus de détails en TD.

Inversement si le groupe n’est pas compact, les mesures invariantes a gauche et a droite peuvent exister,
elles peuvent méme coincider (groupes non compacts abéliens ou semi-simples), mais leur intégrale sur le groupe
diverge.

Alinsi, si G est localement compact, (c¢’est-a-dire tout point a une base de voisinages compacts), on démontre
qu’il existe une mesure invariante a gauche, unique & une constante pres. Il existe aussi une mesure invariante

a droite, mais elles peuvent ne pas coincider. Exemple

1)

on vérifie aisément que dur(g) = y~2dzdy, dur(g) = y~'dzdy sont les mesures invariantes & gauche et a

w,yeR,y>O}

droite, respectivement, et que leurs intégrales divergent. Réf. [Bu]. [La conjugaison étant un automorphisme de
G, la mesure duy (h=tgh) = §(h)dur(g), avec 5(h) > 0 et on vériﬁe aisément que 5( ) est un “quasi-caractere”
8(g)d(h) = 6(gh). Or par l'invariance & gauche, Vf, [ f(gh)dur(h) = [ f(h)dur(h), donc

o g)/f(h)duL /f " h.g)dpr(h) /f (hg)dpr(h) =
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donc en appliquant cette identité a 0 f et en divisant par d(g)

(
/ F(R)6(R)dp () = / F(hg)8(h)dpur ()

c’est-a-dire 6(g)dur (g) est une mesure invariante a droite. Dans I’exemple précédent, d(x,y) = y, comme il le

faut pour retrouver dupg & partir de duy,. |

1.2.5 Groupes de Lie

En imposant davantage de structure a un groupe continu, nous sommes amenés a la notion de

groupe de Lie.

Selon la définition la plus usuelle, un groupe de Lie est un espace topologique muni d’une loi de groupe, (un
groupe topologique), qui en outre est une variété différentiable et qui est tel que les lois de composition et de
passage a l'inverse G x G — G et G — G soient des fonctions infiniment différentiables. On impose parfois que
ce soit des fonctions analytiques réelles, c’est-a-dire des fonctions dont le développement de Taylor converge vers
la fonction considérée. Le fait que I'une et I'autre de ces deux propriétés se trouvent dans la littérature laisse
présager que la plus faible (différentiabilité) implique la plus forte (analyticité). En fait, selon un théoréme tres
puissant de Montgomery et Zippen (1955), des hypothéses beaucoup plus faibles suffisent & assurer la propriété
de groupe de Lie. Un groupe topologique connexe qui est localement homéomorphe & R?, d fini, est un groupe de
Lie. Autrement dit, Uexistence de coordonnées locales (en nombre fini) et les propriétés de groupe topologique
(la continuité des opérations de groupe) suffisent & entrainer les propriétés d’analyticité !E| Ceci laisse entrevoir
que la structure de groupe de Lie est trés puissante et tres rigide. Cela dit, il existe des groupes de Lie de

dimension infinie.

[Hilbert’s 5th problem (Montgomery-Zippen Theorem) proved that for any topological group, there is at
most one differentiable structure on it that endows it with a Lie group structure. Consequently, one may assume
that a Lie group has Cj charts, and it will turn out that they are in fact real-analytic. [Jack Hall thesis]]

[équation fonct. f continue, f(z)f(y) = f(z +y). Soit F la primitive F(z) = [ f(2')da’. On a F(z +y) —
F(z) = [* f@)de! = J? f(&' + 2)da’ = f()F(y). Done F(z+y) = F(z) + f(2)F(y) = F(y) + f5)P(x),
donc (f(y)—1)F(z) = (f(x)—1)F(y), c’est-a-dire (f(z)—1)/F(x) est indépendant de =, donc F’'(x)—1 = kF(x)
etc. |

[Pour échapper au théoréme de M-Z, il faut aller chercher des exemples non triviaux. Par exemple : [Robert
Coq.] Soit M une variété différentiable de dimension finie et G un groupe de Lie (de dimension finie ou infinie)
et on considere le groupe C*°(M, G) des applications infiniment différentiables de M dans G. Lorsque M n’est
pas compacte, ce groupe C*°(M,G) n’est pas — en général — de Lie. Voir arXiv :math/0703460v2 [math.DG]]

Pour ne pas rentrer dans une discussion mathématique inutile pour nos besoins, nous nous
restreindrons a des groupes continus de matrices de taille finie. Pour un tel groupe, les éléments
de matrices de g € G dépendent de facon continue de parametres réels (¢4, &2, ---€4) € D C R,
et dans l'opération du groupe g(&”) = g(&').g(€), ou dans l'inverse g(&)~' = g(&"), les £ sont
fonctions continues et en fait analytiques des & (et des 7). Un tel groupe est appelé groupe de

Lie, et d est appelé sa dimension.
Pour étre plus précis, dans l'esprit de la géométrie différentielle, il faut en général introduire plusieurs

domaines Dj, avec des fonctions de recollement continues, et en fait analytiques, etc.

4. Pour un exemple élémentaire d’un tel phénomene, considérer une fonction f d’une variable réelle satis-
faisant f(z)f(y) = f(z + y). Sous la seule hypothese que f est continue, démontrer que f(z) = exp kx, donc

qu’elle est analytique!
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[Le théoreme d’Ado dit que toute alg de Lie admet une représentation fidele sur une alg de matrices. La

propriété n’est pas vraie pour un groupe. Ainsi soit

1 a c 1 0 n
N = 0 1 b, abceR et Z = 01 0|,neZ
0 0 1 0 0 1

7 est un sous-groupe invariant de N, mais le groupe de Lie N/Z ne peut étre considéré comme un groupe de
matrices. Voir dans Dubrovin et al (vol 2, chap 1, §3.2) un autre exemple de méme nature : un groupe a un
sous-groupe a un parametre qui intersecte un nombre infini de fois le centre sans étre contenu dans ce centre.
Ceci est incompatible avec l’existence d’une représentation fidele de G dans un GL(n). Hilbert’s 5th problem :
Lie’s Concept of a Continuous Group of Transformations without the Assumption of the Differentiability of
the Functions Defining the Group. Definition. Define a Lie group to be a group which has the structure of a
C differentiable manifold, such that the group operations are smooth. Clearly Lie groups are locally compact
since they are locally Euclidean. 5.1. Theorem (Gleason-Montgomery-Zippen). Let G be a locally Euclidean
topological group which is connected. Then G admits a differentiable manifold structure making it into a Lie
group. Proof. This is difficult. The proof constitutes an affirmative solution to Hilbert’s fifth problem. [MZ55]. ]

Exemples : tous les groupes de matrices présentés plus haut sont des groupes de Lie. Vérifier
que la dimension de U(n) est n?, celle de SU(n) est n?—1, celle de O(n) ou SO(n) est n(n—1)/2.
Quelle est celle de Sp(2n,R)? du groupe de Galilée dans R3? des groupes de Lorentz et de
Poincaré 7 Montrer que dim(Sp(2n,R))=dim(USp(n))=dim(SO(2n+1)). Nous verrons plus bas

au Chap. 3 que cela n’est pas un accident. [dim = n(2n + 1)]

Dans I’étude d’'un groupe de Lie et de ses représentations, on est conduit a se livrer a une
double étude : d’une part une étude locale de son espace tangent au voisinage de l'identité (son
algebre de Lie), et d’autre part, une étude globale sur la topologie du groupe, information que

ne révele pas I'étude locale.

1.3 Etude locale d’un groupe de Lie. Algebre de Lie

1.3.1 Algebres et algebres de Lie. Définitions

On rappelle d’abord la définition d’une algebre.
Une algebre est un espace vectoriel sur un corps (en pratique, toujours R ou C pour nous), doté

d’un produit noté X x Y, (pas nécessairement associatif), bilinéaire en X et Y

()\1X1—|—)\2X2) xY = )\1X1 *Y—|->\2X2 xY
Xox (i Yr+ p2Ys) = mX « Y] + X Y5 . (1.13)

Exemples : ’ensemble des matrices n x n a coefficients réels ou complexes, M (n,R) ou M (n,C),
est une algebre associative pour le produit matriciel usuel; I’ensemble des vecteurs de R3 est
une algebre (non associative!) pour le produit vectoriel (noté A dans la littérature frangaise et

x dans I’anglo-saxonne).
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Une algébre de Lie est une algebre dont le produit noté [X, Y] et appelé crochet de Lie a la

propriété supplémentaire d’étre antisymétrique et de satisfaire 1'identité de Jacobi

[(X,Y] = -V, X]
(X1, [Xo, X5]] + [Xo, [X5, Xa]] + [ X5, [X1, Xa]] =0 . (1.14)

[Jacobi donne le défaut d’associativité [ X1, [X2, X3]] — [ X1, Xo|, X3] = —[ X2, [X3, X1]]]
Exemples : Toute algebre associative pour un produit noté %, en particulier toute algebre

de matrices, est une algebre de Lie pour le crochet de Lie défini par le commutateur
(X, Y]=XxY -V xX.

Les propriétés de bilinéarité et d’antisymétrie sont évidentes, et 'identité de Jacobi est vérifiée
au prix d’une ligne de calcul. Autre exemple : I’algebre des vecteurs de R? pour le produit vec-
toriel mentionné précédemment est en fait une algebre de Lie, I'identité de Jacobi est aisément
vérifiée compte tenu de la formule connue du “double produit vectoriel”, u A (v A w) =
(uw)v — (u.v)w. Si on écrit (v A w); = €;,vjwy, en termes du tenseur completement anti-

symétrique €, 'identité de Jacobi est celle rencontrée en ((0.27]).

1.3.2 Espace tangent d’un groupe de Lie G

Soit G un groupe de Lie. On considere un sous-groupe a un paramétre g(t), ou t est un parametre
réel prenant ses valeurs dans un voisinage de 0, avec g(0) = e; autrement dit, il s’agit d’une
courbe (supposée différentiable) dans G' passant par 'origine, et on suppose que (toujours au
voisinage de 0),

g(t)g(ts) = gl +12) g7 (1) = g(—1) . (1.15)
La loi de composition de ce sous-groupe équivaut donc localement a I’addition des parametres
t; autrement dit, localement, ce groupe a un parametre est isomorphe au groupe abélien R. Il

est donc naturel de différencier

gt +5t) = g(H)g(6t) = g7 (B)glt +6t) = g(6t) . (1.16)

Puisque nous avons choisi de nous restreindre a des groupes de matrices, (avec e = I, la matrice

identité), nous pouvons écrire I'application linéaire tangente sous la forme
g(0t) =T+ 6tX + ---

ce qui définit un vecteur X dans l'espace tangent. On écrit encore

x =L (1.17)

c’est le vecteur vitesse en t = 0 (ou en g = ¢) le long de la courbe. L’équation (1.16) se récrit

donc
gt)=g9t)X . (1.18)
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Comme il est habituel en géométrie des variétés, (cf Appendice B.3), 'espace tangent T.G
en e au groupe GG, que nous noterons désormais g, est I’espace vectoriel engendré par les vecteurs
X tangents a tous les sous-groupes a un parametre (=tous les vecteurs vitesse). Si on a choisi
dans G des coordonnées £ au voisinage de e, un vecteur tangent est un opérateur différentiel
X =X O‘a%. La dimension de g (comme espace vectoriel) égale celle du groupe G, définie
comme le nombre de parametres (réels), dimg = dim G.

Dans le cas auquel nous nous restreignons d'un groupe G C GL(n,R), X € g C M(n,R),
I’ensemble des matrices réelles n x n, et on peut effectuer tous les calculs dans cette algebre.

En particulier, on peut intégrer (|1.18]) selon

"
g(t) =exptX = ZO EX : (1.19)
une somme toujours convergente. (En fait on peut se passer de 'hypothese que le groupe est
un groupe matriciel, a condition de donner un sens a ’application exp de g dans G, application

dotée des propriétés usuelles de 'exponentielle, c¢f Appendice B4.)

1.3.3 Relations entre ’espace tangent g et le groupe G

1. Si G est le groupe linéaire GL(n, R), g est ’ensemble des matrices réelles n x n, noté M (n, R).
Si G est le groupe de matrices unitaires U(n), g est I'ensemble des matrices antihermitiennes
n x n. Elles sont en outre de trace nulle si G = SU(n). De méme, pour le groupe orthogonal

O(n), g est constitué des matrices antisymétriques, et donc de trace nulle.
Pour le groupe symplectique G =USp(n), g est engendré par les matrices quaternioniques “antiselfduales”, cf.

Appendice A.
Dans chacun de ces cas, vérifier que la propriété caractéristique (anti-hermiticité, antisymétrie,

trace nulle, ...) est préservée par le commutateur, ce qui fait bien de g une algebre de Lie.

2. L’application exponentielle joue un role important dans la reconstruction du groupe de Lie
G a partir de son espace tangent g. On démontre, et nous admettrons,

— que 'application X € g+ e* € G est bijective au voisinage de 'identité

— qu’elle est surjective (= elle atteint tout élément de () si G est connexe et compact ;

— qu’elle est injective (un g € G' n’a qu’'un seul antécédent) seulement si G est simplement
connexe. Un exemple de non injectivité est fourni par G =U(1), pour lequel g = iR et
tous les i(x+27k), k € Z ont la méme image par exp. La réciproque est en général fausse :
par exemple, dans SU(2) qui est simplement connexe, si n est de norme 1, ™ = —]
donc tous les éléments im n.o de g =su(2) ont méme image!

* Exemple de groupe non compact pour lequel I'application exp n’est pas surjective : G=SL(2,R), pour
lequel g =sl(2,R), ensemble des matrices réelles de trace nulle. Pour toute matrice A € g, donc de trace
nulle, montrer en utilisant son équation caractéristique que tr A2"*1 = 0, tr A?® = 2(—det A)", donc tr e =
2 cosh /—det A > —2. Cependant il existe dans G des matrices de trace < —2, par exemple diag (—2, —%)

* Pour un groupe non compact, I’application exponentielle est aussi utile. On démontre que tout élément

d’un groupe de Lie matriciel peut s’écrire comme le produit d’un nombre fini d’exponentielles d’éléments de son
algebre de Lie. [Cornwell p 151].
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X

% On a encore det eX = e X une propriété qu’on établit aisément si X appartient & I’ensemble des matrices

diagonalisables. Ces derniéres étant denses dans M (d, R), la propriété est vraie en général.

1.3.4 L’espace tangent comme algebre de Lie

On va maintenant montrer que ’espace tangent g en e = I au groupe de Lie G est muni d’une
structure d’algebre de Lie. Etant donnés deux groupes a un parametre engendrés par deux
éléments distincts X et Y de g, nous mesurons leur défaut de commutativité en formant leur
commutateur (dans un sens différent du sens usuel!) g = e*e®Ye e ; pour t ~ u petits,
ce g est proche de I'identité, donc s’écrit g = exp Z, Z € g. Calculons Z au premier ordre non

trivial

eXee e = (I +1X 4 32X (I + uY + 3u®Y?) (I — tX + 32X?) (I — uY + 2u?Y?)
=T+ (XY —YX)tu+ O(t?) . (1.20)

On a effectué le calcul dans I'algebre (associative) des matrices, I’élément neutre a été noté I.
Tous les termes négligés sont du 3eme ordre puisque t ~ wu. A lordre 2, on voit donc apparaitre
le commutateur XY — Y X au sens habituel, c’est-a-dire le crochet de Lie des matrices X et Y.

En général, pour un groupe de Lie quelconque, on définit le crochet par

el XY e XY = o7 7 =tu[X, Y]+ O(?) (1.21)

Y

et on démontre que ce crochet a les propriétés ([1.14) d’un crochet de Lie.
Ce résultat fondamental découle d’une discussion détaillée de la forme locale des opérations dans un groupe

de Lie (“équations de Lie”, voir par exemple [OR]).

e Application adjointe dans ’algebre de Lie g. Formule de Baker-Campbell-Hausdorff

Introduisons une notation commode. Pour tout X € g, soit ad X 'opérateur linéaire dans
I’algebre de Lie défini par
Y~ (adX)Y :=[X,Y], (1.22)

et donc
(ad"X)Y = [X, [X, - [X,V]---]]

avec p crochets (commutateurs).

Etant donnés deux éléments X et YV de g, X et e¥ les éléments de G qu’ils engendrent,
existe-t-il Z € g tel que eXe¥ = eZ ? Laréponse est positive, au moins pour X et Y suffisamment
petits.

Notons d’abord que si [X, Y] = 0, les regles du calcul ordinaire s’appliquent et Z = X+Y. En
général, la formule de Baker-Campbell-Hausdorff, que nous admettrons, donne une expression

explicite de Z.

6X€Y = €Z

1
Z = X+/ dtp(expad X exptadY)Y (1.23)
0
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ou (.) est la fonction

ulnwu 1 1
_ 1t (-1 = =(u—1)%+--- 1.24
=l w1 (1.24)

(u)

réguliere en u = 1. Explicitement, les premiers termes du développement en puissances de X
et Y s’écrivent

Z=X+Y+ %[X, Y]+ 1—12([)(, Y]+ [V, [, X))+ (1.25)

La formule admet des cas particuliers intéressants & connaitre. Ainsi si X et ¥ commutent avec [X, Y], on
a simplement

XY — XY HEXY] _ X+Y XY 7 (1.26)

formule qu’on démontre en utilisant 'identité vraie en général

_ — 1 .
eXye X :zojaad XYy (1.27)

tX

(qui n’est autre que le développement de Taylor a t = 0 de e!XYe™*X évalué en t = 1) et en écrivant et en

résolvant 1’équation différentielle satisfaite par f(t) = !X ¥, f(0) =1

fiit) =X +eYe ™) f(t) (1.28)
= (X +Y + X, Y])f(t) . (1.29)

Par ailleurs, au premier ordre en Y, on peut remplacer 'argument de ¢ dans ((1.23)) par exp ad X et on voit

qu’on a
= BTL n
Z:X+ZF(—1)" (ad X)" Y + O(Y?) (1.30)
n=0 ’

ou les B,, sont les nombres de Bernoulli : ﬁ = Zo Bn%, By=1,By, = %, By = —% et en dehors de By = —%,

tous les B d’indice impair sont nuls. Toujours au premier ordre en Y, on a encore
1
XY = X —I—/ dt Xy el =0X 4 o(Y?)
0

qu’on obtient en écrivant et en intégrant I’équation différentielle satisfaite par F(t) = expt(X +Y).exp —tX.

La convergence des expressions peut se démontrer pour X et Y assez petits. Bien noter
que cette formule de BCH ne fait appel qu’a 'application ad dans l’algebre de Lie, et non
a la multiplication ordinaire des matrices de GL(d,R). C’est cela qui lui donne un caractere

canonique et universel.

1.3.5 Un exemple explicite : I’algébre de Lie so(n) de SO(n)

De la définition des éléments de g comme vecteurs tangents a G en e = I, ou encore de la
construction de sous-groupes a un parametre associés a chaque X € g, il découle I'interprétation
de X comme “générateur infinitésimal” du groupe G. Le calcul concret de ’algebre de Lie d’un
groupe de Lie donné G peut s’effectuer de diverses fagons, selon la maniere dont on définit ou

représente le groupe.
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Si on a une paramétrisation explicite des éléments de GG en termes de d parametres réels, les
générateurs infinitésimaux s’obtiennent par différentiation par rapport a ces parametres. Voir
au chapitre 0, le cas explicite de SO(3) ou SU(2) traité de cette fagon.

Si le groupe a été défini comme groupe d’invariance d’une forme quadratique dans des
variables x, on peut en tirer une expression des générateurs infinitésimaux comme opérateurs
différentiels en . Illustrons cela sur le groupe O(n), groupe d’invariance de la forme " | z7. La
transformation linéaire la plus générale laissant cette forme invariante s’écrit x — 2’ = Oz, avec
O orthogonale. Sous forme infinitésimale, O = I+w, et w = —w” est une matrice antisymétrique

arbitraire. Une transformation infinitésimale de la forme dz* = w’;27 peut encore s’écrire
or' = w'al = —foM Jya 1.31
Tt =whr) = —sw Iy (1.31)

Jk;l = x’“@l — l‘lak; . Jkll‘i = mkéﬂ — xléik (1.32)

(notons que nous nous autorisons a monter et descendre librement les indices, ce qui est jus-
tifié avec la métrique de signature (+)™). On dispose ainsi d’une représentation explicite des
générateurs infinitésimaux de ’algebre so(n). C’est alors un calcul simple de calculer les rela-

tions de commutationf|
(ijs Jut] = 0udje — Sindji — Ojudine + 0 Jir - (1.33)

(Autrement dit, les seuls commutateurs non nuls sont de la forme [J;;, J;x] = —J;, pour tout
triplet i # j # k # i, et tous ceux qui s’en déduisent par antisymétrie dans les indices.)

On peut enfin procéder autrement, en utilisant une base des matrices de ’algebre de Lie,
considérée comme ensemble des matrices antisymétriques n x n. Une telle base est donnée par

des matrices A;; indexées par des paires d’indices 1 < ¢ < 7 < n, d’éléments de matrice
(Aij)kl = 0ir0j1 — Ol -

Autrement dit, la matrice A;; n’a que deux éléments non nuls (et opposés), a I'intersection de
la ligne 7 et de la colonne j et vice versa. Vérifier que ces matrices A;; ont les relations de

commutation données par ((1.33)).
Exercice : répéter cette discussion et le calcul des relations de commutation pour le groupe SO(p, ¢) d’inva-
riance de la forme > ©_, 27 — Ef;‘fﬂ 22. On introduira le tenseur métrique g = diag ((+1)?, (—1)9).
Application physique. Courants de Noether du “modele O(n)”
Une théorie des champs tres souvent étudiée (cf. cours de F. David et Chap. 4) est le modele
O(n). Son lagrangien, écrit ici dans la version euclidienne de la théorie et pour un champ

bosonique ¢ = {¢*} réel & n composantes,

)‘ 2\2
79 (1.34)

est invariant sous U'effet des rotations de O(n). Les courants de Noether se calculent en considérant

L= (08 + s’ +

des transformations infinitésimales du type précédent d¢ = >

santes, 6% = >

Ny
i<i dw" A;;¢, ou, en compo-

ie; O (As)% ¢!, donce (a un possible facteur pres) G = 8§f¢k (Aij)k ¢! =

5. Noter que par rapport au calcul mené pour le groupe O(1,3) au chapitre 0, § nous avons changé nos

conventions et adopté ici des générateurs infinitésimaux antihermitiens.
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0,0r(Aij)k, ¢'. Vérifier en utilisant 'antisymétrie des matrices A et I'équation d’Euler—Lagrange

que ces courants sont bien de divergence nulle, ce qui implique la conservation de dimso(n) =

in(n — 1) “charges”.

1.3.6 Un exemple de dimension infinie : I’algebre de Virasoro

Dans ces notes nous avons convenu de nous restreindre a des groupes et algebres de Lie de dimension finie.
Donnons ici un exemple de dimension infinie. On s’intéresse aux difféomorphismes z — 2z’ = f(z) ot f est une
fonction analytique (holomorphe) de son argument sauf en 0 et a l'infini. (On parle aussi des “difféomorphismes
du cercle”.) C’est & ’évidence un groupe et une variété de dimension infinie, et cela se manifeste dans son

algebre des difféomorphismes infinitésimaux z — 2’ = z + ¢(2), engendrés par les opérateurs différentiels ¢,

0
_ 1 9 Z L.
Ly, A n e (1.35)
qui satisfont
[y lm] = (n—m)lppm - (1.36)

comme un calcul immédiat le montre. Cette algebre est I’algebre de Witt. C’est sous la forme de son extension
centrale (cf. chap. 2), ot on lui ajoute un générateur ¢ supplémentaire “central”, c’est-a-dire commutant avec tous
les générateurs, que cette algebre, dite alors algébre de Virasoro, est la plus intéressante. Appelons maintenant
L, et c les générateurs

c

ﬁn(nz ~Dbp—m e, Ln]=0. (1.37)

(On peut penser aux L, comme réalisant dans une théorie quantique des champs les opérateurs £,,, le terme ¢

[Ly, Lin) = (n—m)Lpym +

résultant d’effets quantiques. . .)

Vérifier que l'identité de Jacobi est bien satisfaite par cette algebre. On montre que c’est ’extension centrale
la plus générale de (1.36)) respectant I'identité de Jacobi. Montrer que la sous-algebre engendrée par Ly, Lo n’est
pas affectée par le terme central. Quelle est 'interprétation géométrique des transformations correspondantes™ ?

L’algebre de Virasoro joue un role central dans la construction des théories de champs invariantes conformes
et dans leur application a la physique des phénomenes critiques bidimensionnels et a la théorie des cordes. . ..
Plus de détails dans [DFMS].

1.4 Relations entre les propriétés de g et de G

Certaines propriétés du groupe G se traduisent sur son algebre de Lie g.

1.4.1 Simplicité, semi-simplicité

Considérons la version infinitésimale de la notion de sous-groupe invariant. Un idéal (on dit
aussi une sous-algebre invariante) dans une algebre (de Lie) g est un sous-espace J de g stable
par multiplication (au sens du crochet de Lie) par un élément quelconque de g, c’est-a-dire tel
que [J,g] C J. L'idéal est dit abélien si [J,T] = {0}.

Une algebre de Lie g est simple si g n’a pas d’autre idéal que {0}. Elle est semi-simple si g
n’a pas d’autre idéal abélien que {0}.
Exemple. Considérons l'algebre de Lie de SO(4), notée so(4), cf les formules données en

(1.33) pour so(n). On vérifie aisément que les combinaisons

1

1 1
Ay = §(J12 — J34), Ag = §(J13 + Joy), Az = §(J14 — Jag)
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commutent avec
1 1 1
By = §(J12 + J31), By = 5(—J13 + Jog), By := §(J14 +Jas)

et que
[Ai,Aj] = GijkAk [Bi>Bj] = eijkBk ) [Aia Bj] =0

N

ou on reconnait deux copies commutantes de 1'algebre so(3). On écrit so(4)=so(3)@ so(3). A
I’évidence 'algebre so(4) n’est pas simple, mais elle est semi-simple.

Bien noter la différence entre ce cas de so(4) et le cas de 'algebre so(1,3) étudiée au chapitre 0, § La, la
signature indéfinie nous a obligés a complexifier ’algebre pour “découpler” les deux copies de l'algebre so(3).

On a les relations suivantes
G simple = g simple
G semi-simple => g semi-simple
mais la réciproque n’est pas vraie! Plusieurs groupes de Lie différents peuvent en effet avoir la

méme algebre de Lie, tels SO(3) qui est simple, et SU(2) qui n’est pas semi-simple, comme on

I’a vu plus haut au §[1.1.7[]

1.4.2 Compacité. Complexification

Une algebre de Lie semi-simple est dite compacte si elle est 'algebre de Lie d’'un groupe de
Lie compact.

A ce stade, cette définition semble non intrinseque a ’algebre, et liée au groupe de Lie dont elle est issue.

On verra plus bas une condition (critére de Cartan) qui permet de s’affranchir de cette relation.

Il faut aussi examiner la notion de complexification. Plusieurs groupes distincts peuvent avoir
des algebres de Lie différentes mais qui deviennent isomorphes si on autorise la complexification
des parametres. Par exemple les groupes O(3) et O(2,1), I'un compact, autre non, ont pour
algebres de Lie

Xy = 20, — y0,
o(3) Xy =10, — 20, (X1, Xo] = 90, — 20, = X3 etc
| X3 =y0, — 0,
(X, = 20, + Y0, [)Nfl,)N(Q] = Y0, — 20y = X;
0(2,1) Xy = 20, + 20, Xy, X3] = —20, — y0. = — X (1.38)
X3 = 40, — x0, [)?5,)?1] = —20, — 20, = — X

\

qui ne sont pas isomorphes sur les réels, mais i)?l, i)?g et —)?3 vérifient I'algebre o(3). On
dit que les algebres o(3) et o(2,1) ont la méme complexifiée, et qu’elles en sont des formes

réelles, mais seule la forme réelle o(3) (ou so(3)=su(2)) de cette complexifiée est compacte.

6. Attention! Certains auteurs appellent “simple” tout groupe de Lie dont ’algebre de Lie est simple. Cela
revient a faire une distinction entre le concept de groupe simple et groupe de Lie simple. Ce dernier est tel
qu’il ne possede pas de sous-groupe de Lie invariant non trivial. Le groupe de Lie SU(2) est simple au sens des
groupes de Lie, mais pas simple au sens général des groupes (il a un sous-groupe invariant Zs qui n’est pas de
Lie) ...
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Cette complexifiée n’est autre que 1'algebre s1(2,C), dont sl(2,R) est aussi une forme réelle non
compacte. (Voir Exercice B et les TD).

[Exercice. Etudier les algebres réelles de dimension 3 : so(3)=su(2), so(2,1), su(1,1), sp(2,R), usp(1) et
sl(2,R). En trouver les isomorphismes et montrer qu’a isomorphisme pres, deux seulement sont indépendantes.

(Voir [DNF] vol. 1, § 13 et 24 pour plus de détails sur ces isomorphismes et leur interprétation géométrique.) |
Les algebres so(4) et so(1,3) étudiées plus haut et au Chap. 0 offrent un autre exemple
de deux algebres, qui sont deux formes réelles non isomorphes de la méme complexifiée. Autre
exemple, sp(2n, R) et usp(n). (Voir Appendice A).
De fagon générale, on démontre ([FH] p. 130) que

e toute algeébre de Lie complexe semi-simple a une unique forme réelle compacte.

En résumé, les propriétés topologiques locales d’un groupe de Lie sont transcrites dans son
algebre de Lie. L’algebre de Lie ne capte cependant pas les propriétés topologiques globales du

groupe (connexité, simple-connexité, ...), comme nous le discutons maintenant.

1.4.3 Connexité, simple-connexité

— Si G n’est pas connexe et G’ est le sous-groupe composante connexe de l'identité, les algebres
de Lie de G et G’ coincident g = g’. Par exemple, o(3)=so(3).

— Si G n’est pas simplement connexe, soit G son groupe de recouvrement universel. G et G
étant localement isomorphes, ils ont mémes algebres de Lie. Exemples U(1) et R; SO(3) et
SU(2); SO(1,3) et SL(2,C).

Pour résumer :

Etant donné un groupe de Lie GG, on a construit son algebre de Lie. Réciproquement, un
théoreme de Lie affirme que toute algebre de Lie de dimension finie est 'algebre de Lie d'un
certain groupe de Lie [Ki-Jr, p.34]. Plus précisément, a toute algebre de Lie g correspond un
unique groupe de Lie G connexe et simplement connexe dont g est I’algebre de Lie. Tout autre
groupe de Lie G’ connexe ayant g comme algebre de Lie est de la forme G' = G/H ou H est
un sous-groupe invariant fini ou discret de GG. Cela est en accord avec ce nous avons vu plus
haut : si G est le groupe de recouvrement de G', G' = G/m1(G"). [H nécessairement contenu dans
le centre Z(G)] Par exemple U(1)=R/Z, SO(3)=SU(2)/Z,. Si G’ n’est pas connexe, la propriété

précédente s’applique a la composante connexe de l'identité.

1.4.4 Constantes de structure. Forme de Killing. Criteres de Cartan

Choisissant une base {t,} dans l'algebre de g de dimension d, tout élément X sécrit X =

S #°t,. Nous définissons les constantes de structure de g (dans cette base) par

[toutﬁ] =C ﬁ’y ty s (139)

«

qui sont évidemment antisymétriques dans leurs deux indices inférieurs, C’oéﬁ7 = —C’ﬂcj. Pour
lopérateur ad défini en ((1.22)), on a donc

ad XY = [X,Y] =) 2*°C,Jt,
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Considérons alors l'opérateur linéaire ad XadY
adXadY Z = [X,[V, Z]] = Coy Cplay 2t .
Exercices (faciles!) : montrer que l'identité de Jacobi est équivalente a l'identité

€ é € 0 € 6
D (CosCa) + CosCLd + CL5CL0) =0 (1.40)
5
(bien noter la structure : permutation cyclique sur les trois indices «, 3,7 a € fixe et § sommé) ;
et montrer que cette identité s’exprime encore comme
lad X,adY]Z = ad [X,Y]Z . (1.41)

En prenant la trace de cet opérateur linéaire ad X ad Y, on définit la forme de Killing

(V) = b (0 XadY) = Y G/, = g™ L
~,0

qui est une forme bilinéaire symétrique (un produit scalaire) sur les vecteurs de 'algebre de

Lie. Autrement dit, le tenseur symétrique g,g est donné par

Gop = Z C,s'Cy0 = tr(adt, adty) .
~,0

(La symétrie en «, 3 est manifeste sur la lére expression, elle résulte de la cyclicité de la trace
dans la 2eme.)

Noter que cette forme de Killing est invariante sous ’action de tout ad Z :
VX, V,Z€eg (adZX,)Y)+ (X,adZY) = ([Z,X],Y)+ (X,[Z,Y]) =0 (1.43)

(penser a l'action de ad Z comme celle d'un générateur infinitésimal agissant & la maniére d’une
dérivation, soit sur le premier terme, soit sur le second). En effet par , le premier terme
vaut tr (ad Zad XadY —ad Xad ZadY') et le second tr (ad Xad ZadY — ad Xad Yad Z), et ils
sont opposés grace a la cyclicité de la trace. On démontre que dans une algebre de Lie simple,
une forme bilinéaire invariante est nécessairement multiple de la forme de Killing.

On peut alors utiliser le tenseur g,g pour abaisser le 3eme indice de C’a;, définissant ainsi
C — o _ C ) nC €
afy - a8 9vé aB Yye Yok

Montrons alors que ce C,p., est completement antisymétrique en a, 3, y. Compte tenu de 1’anti-
symétrie en a, 3 déja connue, il suffit d’établir que C,g, est invariant par permutation cyclique.

Cela découle de (|1.43) qui peut étre écrite sous une forme plus symétrique selon
(X,[Y,Z]) = (Y, [Z,X]) = (Z,[X,Y]) = Cop,2®y’2" = Cpray’ 272 = CLupz 2y’  (1.44)

ce qui établit la propriété annoncée.
Un théoreme tres remarquable d’E. Cartan affirme :

e (i) Une algeébre de Lie est semi-simple ssi la forme de Killing est non-dégénérée, c’est-a-dire
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det g # 0.

e (ii) Une algebre de Lie semi-simple réelle est compacte ssi la forme de Killing g est définie
négative.

Ce sont les critéres de Cartan.

Dans un sens, la propriété (i) est aisée a établir. Supposons que g n’est pas semi-simple et montrons que
det g = 0. Soit J un idéal de g, choisissons une base de g faite d’une base de J, {t;}, ¢ = 1,---r, complétée par
te, a =7r+1,---d. Calculons, pour 1 <i,5 <7, g;; = Zaﬁ C’i’ijﬁo‘. La propriété d’idéal nous dit que « et

3 sont eux-mémes entre 1 et 7, g = <4 <, Ci #C;;*. donc la restriction de la forme de Killing de g & J est

la forme de Killing de J. Si en outre, on suppose I'idéal abélien, g;; = 0 et g;o = 0. La forme est clairement
dégénérée (det g = 0). La réciproque, det g = 0 = g non semi-simple, est un peu plus délicate a établir.

De méme, la propriété (ii) est assez aisée a établir dans le sens compacité = forme définie négative. Partons
d’une forme bilinéaire symétrique définie positive arbitraire ; par exemple dans une base {t, } donnée, considérons
(X,)Y) = Zxayﬁ . Pour un groupe G compact, on peut rendre cette forme invariante en moyennant sur
G:o(X,Y) := [du(g){gXg ' ,gYg'). Elle est invariante ¢(gXg~',gY g™ ') = p(X,Y), soit sous forme
infinitésimale, ¢([Z, X], Y]+ (X, [Z,Y]) = 0, (cf (L.43)). Elle est aussi définie positive. Soit e, une base qui la
diagonalise, p(eq,eg) = 0. Calculons dans cette base la matrice de Popérateur ad X et montrons qu’elle est

antisymétrique, (ad X )5 = —(ad X)gq -

(ad X)as = ¢(ea; [X, eg]) = —¢(es, [X, ea]) = —(ad X)gq -
Donc la forme de Killing

(X, X)=tr(ad Xad X) = Z(adX)ag(adX)ga = —Z((adX)ag)2 <0
a,3 a,B
est semi-définie négative, et si 'algebre est semi-simple, définie négative, q.e.d.

Exemple. Le cas de SO(3) ou SU(2) est bien familier. Les constantes de structure sont
données par le tenseur completement antisymétrique Cunp, = €43y. La forme de Killing est
Gap = —204p3. Exercice : calculer la forme de Killing pour I'algebre so(2, 1) (voir Exercice B).

[Sous-algebres dérivées de g

9(0) =g g(n) — [g(ﬂfl),g(nfl)]

L’algebre est soluble si 3n : g(®) = 0. Théoreme de Lie : Toute représentation d’une alg soluble sur C (de dim
finie) est equiv & une rep triangulaire. |
Enfin un dernier théoreme important (toujours de Cartan!) énonce que

e Toute algebre de Lie semi-simple g est somme directe d’algebres de Lie simples g;
g = Digi -

Ceci est une conséquence simple de . Considérons une algebre semi-simple g ayant un idéal J et
appelons € le complément de J par rapport a la forme de Killing, ¢’est-a-dire (J, €) = 0. Par , ([¢,7],3) =
(€,[3,3]) = (€,7) = 0 (puisque J est une sous-algebre), et ([€,7],€) = (J,&) = 0 (puisque J est un idéal),
donc [€, J], orthogonal & tout g pour la forme de Killing non dégénérée, s’annule, [€, 3] = 0, ce qui signifie que
g = J @ C. En itérant 'argument sur €, on obtient la propriété annoncée.

Ces propriétés ont été mises a profit par Cartan pour classifier les algebres de Lie simples

complexes ou réelles. Nous reviendrons au Chapitre 3 sur cette classification.
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1.4.5 Opérateur(s) de Casimir

Avec les notations précédentes, étant données une algebre g semi-simple, donc dotée d’une

forme de Killing g inversible, et une base {t,} de g, on définit

Cy =Y gt (1.45)
Oé,,@

ot g®? est l'inverse de gng, c’est-a-dire g,,g"? = 6°.

Formellement, cette combinaison des ¢ qui ne fait pas appel au crochet de Lie ne vit pas dans l’algebre de
Lie mais dans son algébre enveloppante universelle Ug, définie comme ['algebre associative des polynémes dans
les éléments de g. Ici, puisque nous nous sommes restreints & g C M (n,R), Ug peut aussi étre considérée comme

une sous-algebre de M (n,R).
Montrons que Cy a un crochet (commutateur) nul avec tout ¢, donc avec tout élément de

g. Cest opérateur de Casimir quadratique.

Coty] = 3 g% ltats, 1]
a?ﬁ
= 37 6% (taltp ty) + [tas t3)t5)
a7ﬁ

= Z g*7Cy (tats + tsta) (1.46)
«,B,0

= > 979" Chonltats +tsta) .
3,0,
Le terme ) Br g*? g‘;”Cg,m est antisymétrique en « < ¢, tandis que le terme entre parentheses
est symétrique. La somme s’annule donc, ged.

On démontre que dans une algebre de Lie simple, (plus précisément dans son algebre en-
veloppante universelle), une expression quadratique dans les t qui commute avec tous les ¢ est
proportionnelle a 'opérateur de Casimir C5. Autrement dit, 'opérateur de Casimir quadratique
est unique a un facteur pres.

Exemple. Dans I'algebre so(3)2 su(2), 'opérateur de Casimir Cy est (& un signe pres) J?,
qui, comme chacun sait, commute avec les générateurs infinitésimaux J¢ de 1’algébre. Dans une
algebre non simple, il y a autant d’opérateurs de Casimir quadratiques qu’il y a de composantes
simples, voir par exemple les deux opérateurs de Casimir J? et K? dans I'algebre du groupe
de Lorentz complexifiée (see Chap. 0 § ; ou P? et W? dans l'algébre de Poincaré (non
semi-simple), see Chap. 0, § 0.6.5.

Il peut exister d’autres opérateurs de Casimir de degré plus élevé. Vérifier ainsi que

C, = g™ g0 ... gorce Pag B Oa,ﬂ?ltaita’g ot (1.47)

a1f1 T azfB2

a un crochet nul avec tout t,. Que vaut Cs dans su(2) ? Voir Bourbaki [Bo|] pour la discussion de ces opérateurs

de Casimir généraux. Voir aussi ’exercice C ci-dessous.

Si on se rappelle que les générateurs infinitésimaux (vecteurs de l'algebre de Lie) s’in-
terpretent comme des opérateurs différentiels dans les coordonnées sur le groupe, on congoit
que les opérateurs de Casimir fournissent des opérateurs différentiels invariants (puisque com-
mutant avec les générateurs infinitésimaux). En particulier, I'opérateur de Casimir quadratique
correspond & un laplacien sur le groupe (see Chap. 0, §[0.2.3 pour le cas de SO(3)).
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Ces opérateurs de Casimir vont jouer un role important dans 1’étude des représentations

des groupes.
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Bibliographie sommaire

Ouvrages mathématiques

[Bo] N. Bourbaki, Groupes et Algébres de Lie, Chap. 1-9, Hermann 1960-1983.

[Bu] D. Bump, Lie groups, Series “Graduate Texts in Mathematics”, vol. 225, Springer
2004.

[Ch| C. Chevalley, Theory of Lie groups, Princeton University Press.

[D] J. Dieudonné, Eléments d ‘analyse, Gauthier-Villars, en particulier tomes 5-7 (tres com-
plets mais difficiles!).

[DNF] B. Doubrovine, S. Novikov et A. Fomenko, Géométrie contemporaine, Editions de
Moscou, en particulier, les §14, 23 et 24 du volume 1 et les chapitres 1 (variétés) et 4 et 5
(homotopie) du volume 2. La version frangaise étant épuisée, voici les références de la version
anglaise : Dubrovin, B. A.,; Fomenko, A. T., Novikov, S. P. Modern geometry—methods and
applications. Part 1. The geometry of surfaces, transformation groups, and fields. Graduate
Texts in Mathematics, 93. Springer-Verlag, New York, 1992. Part II. The geometry and topology
of manifolds. Graduate Texts in Mathematics, 104. Springer-Verlag, New York, 1985. (a third
volume deals with homology. . .)

[Ki-Jr] A. Kirillov Jr, An Introduction to Lie groups and Lie algebras, (Cambridge Studies
in Advanced Mathematics), Cambridge Univ. Pr., 2008.

[Po] L.S. Pontryagin, Topological Groups, Gordon and Breach, 1966.

[W] H. Weyl, Classical groups, Princeton University Press

Un ouvrage récent écrit par une mathématicienne, mais avec un contenu et dans un esprit
proches du présent cours, est celui de
[K-S] Y. Kosmann-Schwarzbach, Groupes et symétries, Groupes finis, groupes et algébres de

Lie, représentations, Les Editions de I'Ecole Polytechnique, 2006.

Théorie des groupes pour physiciens
[Wi] E. Wigner, Group Theory and its Applications to Quantum Mechanics. Academ. Pr.
1959
[Co| J.F. Cornwell, Group theory in physics. An introduction, Academic Pr. contient beau-
coup d’information mais utilise une terminologie parfois différente du reste de la littérature. ..
[Gi] R. Gilmore, Lie groups, Lie algebras and some of their applications, Wiley
[Ha] M. Hamermesh, Group theory and its applications to physical problems, Addison-Wesley
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Appendix A. Corps des quaternions et groupes symplec-

tiques

A.1 Quaternions

L’ensemble des quaternions est l’algebre engendrée par 4 éléments 1, e;, ¢ = 1,2, 3,

q=q21+qWe; +qPes +¢Pes Y ecC (A1)
dotée de la multiplication ef = ejegeg = —1, d’ou il découle que
€1€2 = —€2€1 = €3

et ses permutations cycliques. On peut représenter les e; en termes des matrices de Pauli : ¢; — —io;.

Le conjugué d’'un quaternion g est le quaternion

7=q"1-qWe; — ¢Pey — q¥es . (A.2)
a ne pas confondre avec son complexe conjugué
¢ =q "1+ qD%er + P er + qP%es . (A.3)
Noter que ¢7 := |q|2 = |¢ @2 + [¢M]? + [¢@|?> + |¢®®|?, la norme carrée du quaternion, et donc ¢! = g/|q|? si
sa norme est non nulle.
On définit encore le conjugué hermitique de ¢
¢ =7 =q"""1—¢Wre; — ¢Prey — ¢Pey (A.4)
(en accord avec le fait que les matrices de Pauli sont hermitiennes).
Noter que la conjugaison et la conjugaison hermitique renversent 1’ordre des facteurs
(1192) = @@ (ma2)' = ald] - (A.5)

Un quaternion réel est un quaternion de la forme {) avec ¢ € R, donc identique & son complexe
conjugué.
L’ensemble des quaternions réels forment un corps, qui est aussi un espace de dimension 4 sur R. Il est

désigné par H (H comme Hamilton).

A.2 Matrices de quaternions

On considere des matrices @ d’éléments quaternioniques (Q);; = ¢i;, ou @ = (g;;). On peut appliquer & Q les

conjugaisons définies plus haut. En outre, on peut transposer Q. L’hermitique conjugué de @ est défini par

@i =dl; . (A.6)
Le dual Q® d’une matrice quaternionique @ est la matrice
(Q%)ij = @ji - (A7)

(Cela joue pour les matrices quaternioniques le méme role que le conjugué hermitique pour des matrices

complexes.) Une matrice quaternionique est donc dite self-duale si
Q" = Q= (gi5) = (@) (A.8)
elle est quaternionique réelle si
Q"=Q" donc ¢y =qj;, (A.9)

donc si ses éléments sont des quaternions réels.
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A.3 Groupes symplectiques Sp(2n,R) et USp(n), algebres de Lie sp(2n)
et usp(n)

Soit la matrice 2n x 2n

0 I,
(2 %) o

ou I, est la matrice identité en dimension n, et la forme bilinéaire alternée (“skew-symmetric” en anglais)

associée
n

(X,Y)=XTSY = Z(Iiyi—&-n — YiTitn) - (A.11)
i=1

Le groupe symplectique Sp(2n,R) est le groupe de matrices réelles 2n x 2n préservant cette forme

BTSB=5. (A.12)

1
Dans la base ot XT = (21, Znt1, T2, Tnt2, -+ ), la matrice S = diag ( 0) = diag (—e2) en termes quater-
nioniques, et le groupe symplectique est alors engendré par des matrices quaternioniques n x n Q) satisfaisant
(@)
ij
pour a = 0,2 et imaginaires purs pour @ = 1,3. Ce groupe n’est pas compact. Son algebre de Lie sp(2n, R) est

QT.Q = I, (le vérifier!) ; cependant, la matrice B étant réelle, les éléments de @ sont tels que les ¢, sont réels

engendrée par les matrices réelles A telles que A7S + SA = 0. La dimension de ce groupe ou de son algebre de
Lie est n(2n 4+ 1). Pour n = 1, Sp(2,R)=SL(2,R).

Un groupe relié est le groupe USp(n) engendré par les matrices n X n unitaires et quaternioniques réelles
QY = QF = Q7. Cest le groupe d’invariance de la forme hermitienne quaternionique > Z;y;, =,y € H".
Il est compact car c’est un sous groupe de U(2n). Son algebre de Lie usp(n) est engendrée par les matrices
quaternioniques réelles antiselfduales A = —Af = — AT (le vérifier). Elle a aussi n(2n + 1) pour dimension. Pour
n =1, USp(1)=SU(2).

En exprimant la condition sur les matrices A de sp(n,R) en termes de quaternions, on constate que les deux
algebres sp(2n,R) et usp(n) ont la méme algebre complexifiée, qui n’est autre que sp(2n,C). Seule usp(n) est

compacte.

Appendix B. Rappels et compléments de topologie et de

géométrie différentielle

B.1 Petit lexique de quelques concepts de topologie utilisés dans ces

notes

Espace topologique : ensemble E doté d’une collection de sous-ensembles, dits ouverts, avec
la propriété que I'union d’ouverts ou l'intersection d’un nombre fini d’ouverts est un ouvert, et
que E et () sont des ouverts.

Fermé de E : complémentaire d’un ouvert dans F.

Voisinage d’un point x : sous-ensemble de E contenant un ouvert contenant x. Soit V(z)
I’ensemble des voisinages de x.

Un espace topologique est séparé (ou de Hausdorff) si deux points distincts possedent deux
voisinages distincts. On supposera toujours cette propriété satisfaite dans ces notes.

Base de voisinages B(x) d’un point x : sous-ensemble de V(z) tel que tout V' € V(x) contient

un W € B(x). (Intuitivement, une base est constituée de “suffisamment” de voisinages.)
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FEspace compact E : espace topologique (séparé) tel que de tout recouvrement de E par des
ouverts, on peut extraire un recouvrement fini;
Conséquences : si FE est compact,
— toute suite infinie de points de £ admet un point d’accumulation ;
—si f: E— F est continue, f(F) est compact;
— toute fonction continue sur E est bornée.
Si E est un sous-espace de R", E compact < E borné et fermé (théoreme de Heine-Borel).
FEspace localement compact : espace (séparé) dont tout point a au moins un voisinage com-
pact. Exemples : R n’est pas compact mais localement compact ; Q n’est ni compact ni locale-

ment compact.

B.2 Notion de variété

Une variété M (manifold en anglais) de dimension n est un espace qui localement, au voisinage
de chaque point, “ressemble” a R™ ou C". Des contre-exemples sont fournis par deux droites
sécantes, ou par —(). Plus précisément, il existe une base de voisinages U; couvrant M, avec
des cartes f;, fonctions inversibles et bicontinues (homéomorphismes) entre U; et un ouvert de
R™ : f;(U;) C R™. Soit m un point de M, m € U;, et f;(m) = (2!, 2?,...2™) son image dans R"™ :
(', 2%, ... 2™) sont les coordonnées locales de m, elles dépendent de la carte. Il est fondamental
de savoir changer de carte (de systéeme de coordonnées). On dit que la variété est différentiable
de classe C* si pour toute paire d’ouverts U; et U; d’intersection non nulle, f;o £, qui applique
fi(UinU;) C R sur f;(U; NU;) est de classe C*.

Exemple : la sphere S? est une variété analytique de dimension 2. On peut choisir comme
deux ouverts la sphere privée de son pole Nord, resp. Sud, avec comme carte la projection
stéréographique (cf Probleme ci-dessous) a partir de ce pole.

Une variété riemannienne est une variété différentiable réelle dont ’espace tangent est muni
d’un produit scalaire défini positif. Si ce produit scalaire est seulement supposé non dégénéré
et de signature (+1)P, (—1)"?), la variété est dite pseudo-riemannienne. Dans des coordonnées
o
et I’élément de longueur carrée sont donnés par le tenseur métrique g

locales z*, un vecteur tangent (voir ci-dessous § B.3) s’écrit X = X* et ce produit scalaire

(X,Y) = g; X'Y7, ds® = gjdx'da’ . (B.1)

B.3 Espace tangent

En géométrie différentielle, un vecteur tangent X a une variété M en un point zy est un opérateur différentiel
linéaire, du premier ordre dans les dérivées en x, agissant sur les fonctions f sur M. En coordonnées locales

',

; 0
X: f(x)H;XZ 5], @)

et par changement de coordonnées {z'} — {y'}, ces opérateurs se transforment par la matrice jacobienne

@ . y y . re
aiyj => gzj 52 avec la transformation des X* — Y7 qui en découle.
. R
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FIGURE 1.4 — Le champ de vecteurs tangents a la courbe C'(¢) est un champ invariant a gauche

Vecteur tangent d une courbe : si une courbe C(t) passe par le point xg en t = 0, on peut dériver une

fonction f le long de cette courbe

Cela définit le vecteur tangent & la courbe C' au point xq, appelé aussi vecteur vitesse et noté C’(t)|;=o = C’(0).

L’espace tangent a M en g, noté T, M, est 'espace vectoriel engendré par les vecteurs vitesses a toutes

les courbes passant par xy. L’espace T, M a pour base les % 2o il a la méme dimension que M.
On appelle champ de vecteurs sur une variété M la donnée en tout point x € M d’un vecteur X, tangent

a M en x.

B.4 Groupe de Lie. Application exponentielle

Soit un groupe G, e son identité. Soit C(t) une courbe passant par C'(0) = e, et soit X, = (C’(t))t=o son
vecteur vitesse en e. Pour g € G, on définit la translatée a gauche g.C(t) de C par g. Son vecteur vitesse en g,
X, =1(9.C(t));—o , est appelé vecteur translaté a gauche de X.. Le champ de vecteurs g — X est dit invariant
a gauche, ce qui se justifie, puisque c’est ’ensemble des vecteurs translatés a gauche de X.. L’espace tangent
en e et I’espace des champs de vecteurs invariants sont donc isomorphes, on les note g.

Inversement, étant donné X, un vecteur tangent a G en e, on note
C(t) = exptX, (B.2)

I'unique solution de ’équation différentielle

C'(t) = Xog) (B.3)

qui exprime que la courbe C(t) est tangente en chacun de ses points au champ de vecteurs invariant & gauche,
équation complétée par la condition initiale C'(0) = e. Cette équation différentielle du premier ordre a en effet
une solution déterminée & une constante (dans le groupe) pres, constante qui est fixée de fagon unique par la
condition initiale.

La fonction définie par satisfait la propriété (L.15)). En effet, si C(t) satisfait (B.3)), C(t+1') la satisfait
aussi et differe donc de C(t) par une constante, C(t +t') = k.C(¢), (k dans le groupe), constante qui est fixée
en prenant t = 0, C(t') = k, donc C(t +t') = C(¢')C(t) et C(—t) = C(t)~!, qed.

Dans le cas des groupes matriciels considéré dans ce cours, cette fonction exp s’identifie bien sir a la fonction
exponentielle définie par son développement de Taylor .
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Appendix C. Mesures invariantes sur SU(2) et sur U(n)

Le groupe SU(2) isomorphe a une sphere est compact et on peut donc intégrer une fonction
sur ce groupe avec une grande variété de mesures d’intégration du(g). La mesure invariante,
c’est-a-dire telle que du(g.g1) = du(g1.g9) = du(g™) = du(g), est, elle, unique & un facteur pres.

Une maniere possible de trouver cette mesure est de considérer la transformation U — U’ =
U.V ou U,V et donc U’ sont unitaires de la forme ((0.10) (c’est-a-dire U = ugl —u.0, u € S etc) ;
si on relache momentanément la condition que u2 +u? = 1 (mais qu'on garde v +v? = 1), cela
définit une transformation linéaire v — u’ qui conserve la norme det U = u2 +u? = u? +u’? =
det U’. C’est donc une isométrie de I'espace R* qui préserve la mesure naturelle d*u 6(u? — 1)
sur la spheére unité S® d’équation det U = 1. En d’autres termes, cette mesure sur la sphere
S3 fournit une mesure invariante a droite : du(U) = du(U.V). On démontrerait de la méme
fagon que cette mesure est aussi invariante a gauche : du(U) = du(V.U). Cette mesure est aussi
invariante par U — U™!, car l'inversion dans SU(2) est la restriction & S® de la transformation

orthogonale 1y — g, u — —u de R*, qui préserve bien siir la mesure naturelle sur S® :
du(U) = dp(UV) = du(VU) = du(U™") .

La forme explicite de la mesure dépend de la paramétrisation utilisée. Si on adopte la

direction n (ou ses deux angles polaires 6 et ¢) et 'angle de rotation v, on prendra
L. o¥ .
du(U) = 5 sin §sm6dw df d¢ (C.1)

normalisée pour SU(2) a

T 27 2
2(SU(2)) = /S L 40 = % /0 d0sin 0 /0 dé /0 dq/Jsm?% P (C.2)

qui est 1’“aire” de la sphere unité S® et le “volume” de SU(2). Pour SO(3) ou l'angle v est
restreint & (0,7), on a plutot v(SO(3)) = f50(3) du(g) = 2.
On obtient I'expression dans tout autre systeme de coordonnées, par exemple les angles

d’Euler, en calculant le jacobien adéquat,
1
du(U) = gsinﬁda dgdy . (C.3)

(Noter que 0 <« < 47 pour SU(2), tandis que 0 < v < 2w et 0 < 5 < ).

Comparer ces formules avec celles trouvées par une autre méthode au Chapitre 0, App. 0.

e Cas de U(n).
Examinons finalement rapidement le cas du groupe U(n) en lui appliquant la méthode du Chap. 0, App. 0.

Toute matrice unitaire U € U(n) peut se diagonaliser sous la forme
U=VAVT, (C.4)

ot A = diag (A1,---, ) et les \; sont en fait des phases A\; = e'®. Les \; peuvent étre considérées comme
des variables “radiales”, tandis que V représente les variables “angulaires”. Noter que V doit étre restreint a

ne pas commuter avec la matrice diagonale A. Supposant cette derniere générique, avec des valeurs propres \;
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toutes distinctes, V' vit dans U(n)/U(1)". La métrique naturelle, invariante par U — U'U ou — UU’, s’écrit
tr (AUAUT). Or dU = V(dA + [dX,A])VT, oit dX := V'dV est antihermitienne (et sans termes diagonaux,
pourquoi 7). On a donc tr (AUdAUT) = 3, |dag|? +2 Doic |dX ;%A — A\j]? ce qui définit le tenseur métrique gng
dans les coordonnées £* = (o, ReX,;, SmX,;) et détermine la mesure d’intégration

du(U) = \/detngfo‘ = const. |A(e™)|? Hdaidu(V) . (C.5)

Ici A(A) est le déterminant de Vandermonde

APt Apt
AN =T =x) =] ° . (C.6)
1<j )\1 )\2 e >\n
1 1 1

La partie “radiale” de la mesure d’intégration est donc donnée par |A(e@)|? [T da; & un facteur constant pres,

soit encore
du(U) = const. Hsin2 (ai;aj) H da; x partie angulaire . (C.7)

i<j
Noter que cette partie radiale de la mesure est suffisante si on a a intégrer sur le groupe une fonction de U
invariante par U — VUVT, V €U(n). Par exemple [ du(U)tr P(U), avec P un polyndme.
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Exercices et probleme du chapitre 1

A. Action d’un groupe dans un ensemble.
Soit E un ensemble, G un groupe. On dit que le groupe G agit dans ’ensemble F §’il existe un homomorphisme
0 de G dans le groupe des bijections de F dans lui-méme.

1. Ecrire précisément les conditions requises.
[g— B(g) € Bii(E), g~' = B(g™") = B(9) ™", 91.92 = B(91.92) = B(91)-B(92), Ble) = idp
ou plus simplement Vg € G, Vo € E, (g,z) — [(g)(z) = g-x € E est t.q. ((g.h) -z = g- (h-x) 7associativité”.]
On définit alors 'orbite O(x) d’un point & € E comme ensemble des images 3(g)z pour g € G.

2. Montrer que lappartenance & une méme orbite est une relation d’équivalence. [z ~y <& Jg € G : y =
B(g)x, réflexif : x = B(e)x, symétrique x = B(g~ 1y, transitif .. ]

3. Exemple : action du groupe O(n) sur espace R™. Que sont les orbites ? [sphéres de centre O ou origine
O]

4. Un espace est homogene s’il n’a qu’une seule orbite. Exemple trivial : R™ sous ’action des translations.
Plus généralement, qu’en est-il de I’action & gauche de G sur lui-méme, avec E = G 7 [G homogene car Va,y 3g =
y.x
R3, cone de lumiere ou hyperboloide p? > 0, p° > 0, etc ]

: g.x = y| Donner d’autres exemples d’espaces homogenes pour G = O(3) ou £ =0(1,3). [sphere dans

5. On définit aussi le groupe d’isotropie, (appelé aussi stabilisateur, ou, par les physiciens, petit groupe) S(x)
de I'élément = € E : c’est le sous-groupe de G laissant = invariant :

S(z) ={g € GIB(9)z = x} .
Montrer que si et y appartiennent & la méme orbite, leurs groupes d’isotropie sont conjugués. [Si y ~ = donc
dg € G 1y = Bg)r, considérons S(y) = {¢'|6(¢")y = y}, donc B(¢")B(g)x = B(g)x donc B(g~'g'g)r =
c’est-a-dire g~lg’g € S(z), donc g~1S(y)g C S(x) et en fait en inversant les opérations, g~ 1S (y)g = S(x), qed.]
Quel est le groupe d’isotropie d’un point z € R™ sous l'action de SO(n) ? d’un vecteur de genre temps p dans
I’espace de Minkowski ?

[S(z) ~ SO(n —1); S(p) =0(3) si p = p = (m,0) donc de facon générale, un groupe conjugué a O(3) :
p = Ap, VR € O(3), ARA"'p = p. | Le stabilisateur S(z) est-il un sous-groupe invariant? [en général non,
puisqu’on sait qu’un sous-groupe invariant est égal & tous ses conjugués : si S(z) était invariant, il serait égal a
tous les stabilisateurs S(y) des points y de O(z). Dans le cas de SO(3), par exemple, absurde .. ]

6. Montrer qu'’il existe une bijection entre les points de orbite O(z) et Pensemble quotient G/S(z). [(g ~ ¢
en ce sens que ¢ tg = h € S(z)) & B(g9)r = B(g")B3(h)x = B(¢g')z donc g et g’ sont équivalents (méme left
coset) par rapport & S(x) ssi ils définissent le méme point sur 'orbite O(z).] Pour un groupe fini G, en déduire
une relation entre les ordres de G, de O(z) et de S(z). [Va |G| = |O(x)| x |S(x)|.] Cet ensemble G/S(z) est-il
un espace homogene pour I'action de G ?[oui puisque toute orbite I’est.]

Le sujet du chapitre 2 porte sur le cas particulier ot E est un espace vectoriel avec comme bijections les

transformations linéaires du groupe GL(E) : on parle alors de représentations du groupe G dans E.

B. Groupes et algébres de Lie de dimension 3

1. Rappeler la définition du groupe SU(1,1). [matrices 2 x 2 complexes A telles que AgAT = g avec g =
diag (1, —1).] Quelle est sa dimension ?

2. Quelle équation définit son algebre de Lie? [X.g + ¢XT = 0.] Quelle conséquence cela implique-t-il sur
les éléments de matrices de X € su(1,1) ? [X11 et Xao imaginaires purs, X12 = X3;.] Montrer qu’on peut écrire
une base de su(1,1) en termes des 3 matrices de Pauli et en calculer les relations de commutation. [par ex.,
s3 = 103, S1 = 01 et sy = o9, relns de comm. [s1, s2] = 253, [s2, s3] = —2s1, [83,51] = —2s5. | Cette algebre
est-elle isomorphe a Palgebre de so(3) ?[Non! D’une part on ne peut pas trouver de changement de base qui
amene une algebre sur I'autre ; de Pautre on va voir plus bas que I'une est compacte et 'autre pas.]

3. On considére maintenant le groupe linéaire réel SL(2,R). Quelle est sa définition ? Comment son algebre
de Lie est-elle définie ? En donner une base en termes de matrices de Pauli. [matrices réelles de trace nulle, base

el = 01,63 = i09,e3 = 03, €1, €2] = 2e3, [e2, €3] = —2eq, [e3,e1] = 2es.]
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4. Montrer 'isomorphisme des deux algebres su(1,1) et sl(2,R). [(es, e1, e2) < (s1, 2, S3)]

5. Mémes questions avec 1’algeébre so(2,1) : définition, dimension, relations de commutation, isomorphisme
avec I'une des précédente ? [groupe SO(2,1) : groupe d’invariance de la forme 22 +y? — 22, donc matrices B 3 x 3
satisfaisant (i) BgB! = g olt ¢ = diag (1,1 — 1), ce qui donne 6 conditions, (dimension de O(2,1)=9—6 = 3), et
(ii) det B = 1 qui ne réduit pas la dimension puisque (det B) = 1 comme conséquence de (i). Pour 'algebre,
la forme infinitésimale de la condition (i) est X g+ gX* = 0, qui dit que les éléments diagonaux de X sont nuls
et X12 = —Xo1 (cf Pantisymétrie habituelle dans O(3)), tandis que Xo3 = X392 et X33 = X31, et la condition

0 0 O 0 0 1
(i) dit que tr X = 0. Une base est donnée par les 3 matrices J;, = |0 0 1|, J.=[0 0 0], J3=
01 0 1 0 0
0 -1 0
1 0 0], quisatisfont donc aux relations de commutation [jl, jg] = Js, [jg, jg] =—J, [jg, jl] =—Js,
0 0 O

isomorphes a celles de su(1,1) et sl(2,R). ]

6. En utilisant les criteres de Cartan, discuter la semi-simplicité et la compacité de ces différentes algebres.
Quelle est leur complexifiée et leur relation avec su(2) ? [On calcule la forme de Killing, par exemple de so(2,1) :
g11 = 2C1,°C15% = 2, goo = 2 et g33 = —2, indéfinie, de signature (+,+, —), donc I'algébre est semi-simple mais
pas compacte.]

(Pour la relation géométrique entre les groupes SU(1,1), SL(2,R) et SO(1,2)), cf. le §13, vol. 1 de [DNF].

C. Opérateurs de Casimir de u(n).

1. Montrer que les n? matrices tajy, 1 <,i,5 < n, matrices n x n d’éléments (t(;;))ab = didjp forment une
base de I'algebre u(n). En calculer les relations de commutation et les constantes de structure. [[t;;), k)] =
5jkt(il) - 5ilt(k-j) = C(i;;?}f}ﬁ@”ﬁ) avec C(U()T]fl)) = 51-m5jk5m - 5km5il5jn]

2. Calculer la forme de Killing dans cette base et en vérifier les propriétés liées aux criteres de Cartan.
[g(ij)(kl) = 2n00j — 20;;0r is degenerate since for any matrix X = x1, g(;jyk) Xt = 0. This is of course due
to the U(1) factor in U(n) or u(n)=u(1)® su(n). ]

3. Montrer que les éléments de algebre enveloppante C") = Zlgihig,--.ugn Livin)t(inis) " L(i,iy) COMmMutent
avec tous les t(;;) [commutateur = somme télescopique périodique!] et sont donc des opérateurs de Casimir de
degré r.

4. Comment modifier ce qui précéde pour l’algebre su(n) ? ([Bu], chap 10) [Introduce traceless matrices f(ij),
= (t(ij))ab = ia0jb — +0ij0ap]

Probléme : Transformations conformes

I-1. On rappelle que dans une théorie (classique) des champs locale invariante par translations, on sait définir
un tenseur énergie-impulsion ©,, () tel que
— sous l'effet d’'un changement de coordonnées infinitésimal z# — a'* = z* + a#(z), 'action subit une

variation

0S8 = /ddm (Opa,) O* () ; (1.49)

— Oy, est conservé : 0,0 (x) =0 ;

— on suppose O, symétrique en u, v.

Montrer que si © est en outre de trace nulle, © /* = 0, 'action est aussi invariante sous l'effet des dilatations,
at — 't = (14 6\)zr.

2. Dans un espace riemannien ou pseudo-riemannien de dimension d, doté d’une métrique g,,,, () de signature
{(+1)?, (~=1)4P}, on appelle transformation conforme une transformation des coordonnées z# — z'* qui dilate

localement les longueurs

ds® = g (v)datdz” — ds"* = g, (z')dz""d2’" = a(z)ds? (1.50)
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a) Ecrire la forme infinitésimale de cette condition, quand z# — z* = z# + a*(z). (On reliera le parametre de
dilatation 1+ da & a* en prenant une trace adéquate.)
b) Montrer que pour un espace euclidien ou pseudo-euclidien de métrique g,, = diag {(+1)?, (—1)?"?}, la
condition se ramene a )

Oua, + 0va, = Eglwapa” . (1.51)

3. Montrer en utilisant (1.49), (1.51) que sous les conditions du 1. et du 2.b, toute théorie invariante par
translations, rotations et dilatations I’est aussi sous 'effet des transformations conformes.

4. On va maintenant étudier les conséquences de 1) On pose D := ga,,ap.

— a) En dérivant (1.51)) par rapport & =¥, montrer que

d*a, = (2 —d)0,D. (1.52)

— b) En dérivant par rapport a x*, montrer qu’en dimension d > 1, D est une fonction harmonique :
0°D = 0.

— ¢) On suppose dans la suite que d > 2. En dérivant par rapport a ¥, en symétrisant en u et v et
en utilisant (1.51)), montrer que si d > 2, alors 0,0, D = 0. En conclure qu’il existe une constante h et un
vecteur constant k tel que D = k2t + h.

~ d) En dérivant par rapport a x° et en antisymétrisant en v et o, montrer que
04050y, — Ovas) = 2(guvks — guoky) = 0u(2koxy, — 2k, 24). (1.53)
— e) En déduire qu'il existe un tenseur antisymétrique constant l,, tel que
0y,a, — Opay = (2kox, — 2k, 25) + 215, (1.54)

qui combiné avec (1.51]) donne
Oy = ke — Toky + low + guakpl“p + hgya .

— f) En conclure que l'expression générale d’une transformation conforme infinitésimale en dimension d > 2
s’écrit )
ay = kox’x, — 51'0—.%'016,, +1l,,2° + hx, + ¢, (1.55)

avec ¢ un vecteur constantm De combien de parameétres réels indépendants dépend une telle transforma-

tion en dimension d?

II-1. On apprend que dans 'espace (pseudo-)euclidien de dimension d > 2, les transformations conformes
sont engendrées par les translations, les rotations, les dilatations et “les transformations conformes spéciales”,
obtenues en composant une inversion z# — x*/ 22, une translation et & nouveau une inversion. Ecrire la forme
finie puis la forme infinitésimale de ces transformations conformes spéciales, et vérifier que le résultat est bien
en accord avec , ce qui justifie ’assertion précédente.

2. Ecrire I’expression des générateurs infinitésimaux P, des translations, .J,,, des rotations, D des dilatations
et K, des transformations spéciales, comme opérateurs différentiels en x.

3. Ecrire avec le minimum de calculs les relations de commutation de ces générateurs (on utilisera les
résultats déja connus sur les générateurs P, et J,, et on tirera profit de 'homogénéité et de la définition des
transformations conformes spéciales pour réduire le seul calcul non trivial & celui de [K,, P,]). Vérifier que des
relations de commutation se ferment bien sur les générateurs P, J, D et K.

4. Quelle est la dimension du groupe conforme dans I'espace euclidien R¢ ?

III-1. Pour mieux comprendre la nature du groupe conforme, on applique I’espace R%, complété du point &

2

linfini et doté de sa métrique x> = x% + --- + 22, sur la sphere S¢. Cette sphere est définie par ’équation

7. Ce joli raisonnement est di a Michel Bauer.
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FI1GURE 1.5 — Projection stéréographique depuis le pole Nord

r? 472 1 = 1 dans lespace RI*1 et application est réalisée grace a la projection stéréographique & partir du
“pole Nord” r =0, r441 =1 (voir Fig. [1.5). Montrer que 1'on a

2% x2 -1
r—= —/—/—— T = — .
x2 41 1= e

Quelle est I'image du point & I'infini ? Quel est Ieffet de I'inversion dans R sur le point r = (r,rg441) € S¢?

2. La sphere précédente est a son tour considérée comme la section du cone de lumiere C dans ’espace de
Minkowski M q41 de métrique 2§ — z® — 23, , = 0 par I'hyperplan 2z = 1. Montrer que de cette fagon on a
une correspondance biunivoque entre les points de R? U {co} et les rayons du cone de lumiere (c’est-a-dire les
vecteurs & une dilatation pres) et que I'expression de x € R? en fonction de z = (29,2, zq11) € C est

z
X=—".
20 — Zd+1

3. On va montrer maintenant que I’action du groupe conforme dans R? découle de transformations linéaires
dans M g41 préservant le cone de lumiere. Sans aucun calcul, montrer que ces transformations doivent alors
appartenir au groupe de Lorentz de M 441, soit O(1,d + 1).

a) Identifier les transformations linéaires de z correspondant aux rotations de x dans R?. Montrer que les
dilatations de z correspondent a des “boosts” de rapidité 5 dans le plan (zg, z4+1), en donnant la relation entre
le parametre de dilatation et la rapidité.

b) On considére ensuite les transformations de O(1,d + 1) qui préservent zg — zq41. Ecrire la matrice T,
d’une telle transformation infinitésimale agissant sur les coordonnées (zg, 2z, zq4+1) telle que dz = a(zg — z4+1)
(au premier ordre en a). A quelle transformation de x € R? correspond-elle ? Calculer par exponentiation de 7,
la matrice d’une transformation finie (on pourra par exemple calculer les premiéres puissances T2, T5...).

¢) Quelle est enfin l'interprétation de l'inversion de R? dans le groupe de Lorentz de M g4+1 7 Que dire
des transformations conformes spéciales ? Quelle est la dimension du groupe O(1,d + 1) ? Qu’en conclure sur la

relation entre le groupe de Lorentz dans '’espace de Minkowski M 441 et le groupe conforme dans R??

IV. Question subsidiaire : Connaissez-vous des transformations conformes de I'espace R? autres que celles

mentionnées au I1.17
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Chapitre 2

Représentations linéaires des groupes

La question de l'action d'un groupe dans un ensemble a déja été évoquée au chapitre
précédent (Exercice A et TD). On va s’intéresser maintenant plus particulierement a l’action
linéaire d’'un groupe dans un espace vectoriel. Cette situation est rencontrée fréquemment en
géométrie et en physique (mécanique quantique, mécanique statistique, théorie des champs,. . .).
Il faut cependant garder a l'esprit que d’autres actions de groupe peuvent aussi avoir un intéret
physique : ainsi le groupe des rotations SO(n) agit sur la sphere S"! de facon non linéaire,
et cela apparailt par exemple dans des modeles de ferromagnétisme et des théories de champs
dites modeles ¢ non linéaires, cf cours de F. David.

2.1 Définitions et propriétés générales.

2.1.1 Définitions de base

On dit qu'un groupe G est représenté dans un espace vectoriel E (sur un corps qui pour
nous sera toujours R ou C), ou encore, que E porte une représentation de G, si on a un

homomorphisme D du groupe G dans le groupe des transformations linéaires GL(E) :

Vg € G g — D(g) € GL(FE)
Vg, € G D(g.9g) = D(9).D(g) (2.1)
D(e) = 1
VgeG D(g") = (D(g)”"

ou I désigne l'opérateur identité dans GL(E). Si I'espace de représentation est de dimension
p, la représentation est dite elle-méme de dimension p. La représentation qui a tout g € G
associe 1 (considéré comme € GL(R)) est appelée triviale ou représentation identité; elle est

de dimension 1.
Si G est un groupe topologique, resp. un groupe de Lie, on demandera aussi a 'application g — D(g) d’étre

continue, resp. différentiable. Dans la suite de ces notes, on supposera toujours ces conditions satisfaites.
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La représentation est dite fidéle si ker D = {e}, ou encore si D(g) = D(¢') < g = ¢'. Sinon,
le noyau de 'homomorphisme est un sous-groupe invariant H, et la représentation du groupe
G/H dans E est fidele (le vérifier). En conséquence, toute représentation non triviale d'un
groupe simple est fidele. Inversement, si G a un sous-groupe invariant H, toute représentation
de G/H fournit une représentation dégénérée (= non fidele) de G.

Si E est de dimension finie p, on peut choisir une base ¢e;, 1 = 1,...,p, et associer a tout

g € G la matrice représentative de D(g), notée avec une lettre calligraphiée

D(g)e; = e: Dij(g) (2.2)

avec, comme (presque) toujours dans ces notes, la convention de sommation sur les indices

répétés. La disposition des indices (i : indice de ligne, j indice de colonne) est dictée par la loi

(2.1). En effet, on a bien

D(g.g)er = eiDilg.9)

hence  Di(9.9') = Dij(9)Dix(g’) - (2.3)

Ezemples : Le groupe SO(2) des rotations dans le plan admet une représentation de dimension

c9s9 —sinf (2.4)
sinf  cosf

qui décrivent bien les rotations d’angle # autour de l'origine.

deux, avec des matrices

Le groupe SU(3) est défini comme I’ensemble des matrices U unitaires, 3x3 et de déterminant
1. Ces matrices forment elles-mémes une représentation de SU(3), c’est la “représentation de
définition”. Montrer que les matrices U* complexes conjuguées forment aussi une représentation

de SU(3).

De quel groupe les matrices ((1) i) forment-elles une représentation ?

2.1.2 Représentations équivalentes. Caracteres

Soient D et D" deux représentations de G dans des espaces E et E’, supposons qu’il existe

un opérateur linéaire V' de E dans E’ tel que
Vg e G VD(g) = D'(g9)V . (2.5)

Un tel V est dit opérateur d’entrelacement (“intertwiner” en anglais). Si V' est inversible (et
donc FE et E' ont méme dimension, si elle est finie), on dit que les représentations D et D’ sont
équivalentes. (C’est une relation d’équivalence entre représentations!).

Dans le cas de dimension finie, ot on identifie E et E’, on voit que les matrices représentatives
de D et D’ sont reliées par une transformation de similitude et peuvent étre considérées comme

différant par un changement de base. Il n'y a donc pas lieu de distinguer fondamentalement
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deux représentations équivalentes, et en “théorie de la représentation” on va s’attacher a étudier
les représentations inéquivalentes.

On appelle caractére d’une représentation de dimension finie la trace de 'opérateur D(g) :

x(g) =tr D(g) . (2.6)

C’est une fonction de G dans R ou C qui satisfait les propriétés suivantes (les vérifier) :

— Le caractere est indépendent du choix de base dans E.

— Deux représentations équivalentes ont le méme caractere.

— Le caractere prend la méme valeur pour les différents éléments d'une méme classe[[]de G :

on dit que le caractere est une fonction de classe : x(g) = x(hgh™").

La réciproque de cette derniere propriété, a savoir une fonction de classe peut-elle s’exprimer
en termes des caracteres, est vraie pour tout groupe fini; elle I'est aussi pour tout groupe de
Lie compact et toute fonction continue (ou de la classe de carré sommable) sur G : ¢’est 'objet
du théoreme de Peter—Weyl, voir plus bas § 2.3.1.

On notera encore que le caractere, évalué pour I'élément identité du groupe, fournit la

dimension de la représentation

x(e) =dim D . (2.7)

2.1.3 Représentations réductibles et irréductibles

Un autre type de redondance est lié a la somme directe des représentations. Supposons qu’on
a construit deux représentations D; et Dy de G dans deux espaces F; et E,. On peut alors
construire une représentation dans ’espace somme directe £ = E; @& E, et la représentation
est dite somme directe des représentations Dy et Do et notée Dy @ D,. (Rappelons que tout
vecteur de By @ E5 peut s’écrire de fagon unique comme combinaison linéaire d’un vecteur de
E; et d'un vecteur de E,). Les sous-espaces E) et Ey de E sont bien sur laissés invariants par
l'action of Dy & Ds.

Inversement, si une représentation de G dans un espace E laisse invariant un sous-espace de
E, elle est dite réductible. Dans le cas contraire, elle est irréductible. Si D est réductible et laisse
le sous-espace E; invariant, et aussi son sous-espace supplémentaire Es, on dit que la représenta-
tion est complétement réductible (on dit aussi décomposable) ; on peut alors considérer E comme
somme directe de E; et E5 et la représentation comme somme directe des représentations dans
E, et Es.

Quand on s’intéresse a un groupe topologique, resp. de Lie, il est préférable d’ajouter dans la définition de

réductibilité d’une représentation la condition que le sous-espace invariant est fermé, ou une condition de méme

nature, en accord avec la topologie. Cela sera considéré comme implicite dans la suite.
Si E est de dimension finie, ceci se traduit simplement sur les matrices de la représentation

qui prennent la forme suivante (dans une base adaptée a la décomposition!) en termes de blocs

1. Les classes du groupe G dont il s’agit ici sont celles résultant de la relation d’équivalence dans G :

g~¢g < 3heG : g =hgh ' Ne pas confondre ces classes avec celles (“cosets”) liées & un sous-groupe.
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de dimensions dim F; et dim E,

Di(9) 0
Vge G D(g) = : (2.8)

0 Ds(9)

Si la représentation est réductible sans étre completement réductible, (représentation indécomposable),
sa matrice prend la forme, dans une base constituée par une base de E; et d'une base d’un
sous-espace supplémentaire
Di(g)  D'(g)
D(g) = . (2.9)
0 Dy(g)

C’est le cas des représentations du groupe des translations a une dimension. La représentation

D(a) = ((1) ‘j) (2.10)

est réductible, puisqu’elle laisse invariants les vecteurs (X,0) mais n’a pas de sous-espace
supplémentaire invariant.

En revanche, si la représentation réductible de G dans E laisse invariant le sous-espace FEj,
il existe une représentation dans le sous-espace Fy = F/F;. Dans les notations de 1’équ. ,
sa matrice représentative est Ds(g).

Il faut encore souligner 'importance du corps de base dans la discussion de I'irréductibilité.
C’est ainsi que la représentation ([2.4]) qui est irréductible sur un espace vectoriel sur R ne I'est

pas sur C : on peut au prix d'un changement de base la récrire comme

<e;‘9 ;;) . (2.11)

2.1.4 Représentations conjuguée et contragrédiente

Etant donnée une représentation D, soit D sa matrice dans une certaine base, les matrices

D* complexes conjuguées forment une autre représentation D* dite conjuguée, puisqu’elles

satisfont bien

Dj(9-9') = Dj;(9)Dji(g") -
La représentation D est dite réelle ’il existe une base ou D = D*. Cela implique que son
caractere y est réel. Réciproquement si x est réel, la représentation D est équivalente a sa
conjuguée D*E]. Si les représentations D et D* sont équivalentes mais qu’il n’existe pas de base
ou D = D*, les représentations sont dites pseudoréelles. (C’est par exemple le cas de la repré-
sentation de spin 3 de SU(2).) Voir le probleme IIT & la fin du chapitre pour une définition plus

canonique de cette notion de représentation réelle ou pseudoréelle.

2. Ceci est vrai au moins pour les représentations irréductibles des groupes finis ou continus compacts pour
lesquelles on verra plus bas (§ [2.3) que deux représentations irréductibles non équivalentes ne peuvent avoir le

meéme caractere.
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Ce concept joue un réle dans le controle de I’“anomalie chirale non-singlet” dans les théories de jauge : si
les fermions appartiennent a une représentation réelle ou pseudoréelle du groupe de jauge, ils n’induisent pas
d’anomalie. Voir le chapitre 5 de ce cours.

La représentation contragrédiente de D est définie quant a elle par

D(g) =D"""(g)

c’est-a-dire D;j(g) = D;i(g~"), qui satisfait bien aussi (2.3). Pour une représentation unitaire, cf alinéa suivant,
Dij(g) = Dj;
réductibles ou irréductibles.

(g9), la contragrédiente s’identifie & la conjuguée. Les représentations D, D* et D sont simultanément

[Dans SL(2, C), (cf. Chapitre 00), la représentation avec indices pointés est la conjuguée de la contragrédiente.

Dans SU(2), elle est equivalent a la représentation & indices non pointés puisqu’elle est unitary. |

2.1.5 Représentations unitaires

Supposons que l'espace vectoriel F est “préhilbertien”, c¢’est-a-dire possede un produit sca-
laire (forme J(z,y) = (x|y) = (y|z)* bilinéaire symétrique sur R, ou sesquilinéaire sur C),
tel que la norme est définie positive : x # 0 = (z|z) > 0. Si la dimension de E est finie, on
peut trouver une base orthonormale ot la matrice de J se réduit a [ et y définir des opérateurs
unitaires U tels que UTU = I. Si on est dans un espace de dimension infinie, espace que
nous supposerons préhilbertien SéparableEL on sait qu’on peut trouver une base orthonormale
dénombrable, donc indexée par un indice discret. Une représentation de G dans E est dite
unitaire si pour tout g € G, lopérateur D(g) est unitaire. On a donc pour tous g € G et
r,yel

(zly) = (D(g)z[D(g)y) (2.12)
donc D(g)'D(g) = I (2.13)
et D(g") = D '(g) = D'(g) . (2.14)

On a les propriétés importantes suivantes :

(i) Toute représentation unitaire réductible est complétement réductible (théoréme de Ma-
schke).

[théoréme de Maschke : pour un groupe fini, toute rep est complt red] En effet soit E; un sous-espace
invariant, Fo = (F1), son espace supplémentaire est invariant puisque pour tous g € G, z € F;
et y € By on a

(z[D(g)y) = (D(g " )aly) =0 (2.15)
ce qui prouve que D(g)y € Ex.
(ii) Toute représentation d’un groupe fini ou d’un groupe compact dans un espace doté d’un
produit scalaire est “unitarisable”, c’est-a-dire équivalente a une représentation unitaire.

Preuve. Considérons d’abord le cas d’un groupe fini et formons

Q=Y _Di(¢)D(g) (2.16)

g'eG

3. Un espace est dit séparable s’il contient un sous-ensemble dénombrable dense.
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qui satisfait

D'(9)QD(g9) = >  D'(g'".9)D(g".9) = Q (2.17)

g'eG
“lemme de réarrangement”), (cf §|1.2.4) L’opérateur auto-

adjoint @) est défini positif, (pourquoi?), on peut donc Iécrire sous la forme

olt on a remplacé 3, par >,  (

Q=VV (2.18)

avec V inversible. (Par exemple, la diagonalisation de I'opérateur auto-adjoint () par un opérateur
unitaire, Q = UA2UT, avec A diagonal réel, permet d’en extraire la “racine carrée” V = UAUT.)

L’entrelaceur V' définit une représentation D’ équivalente a D et unitaire :

D'(g) = VD(g)V™'
D'(g)D'(g) = VITIDNg)V'VD(g)V ! (2.19)
— VIDi()QD(g)v B visigut = 1

Dans le cas d'un groupe continu compact, l'existence de la mesure invariante de Haar (cf §
permet de répéter argument avec @ = [ du(g')D'(¢')D(¢'). cqfd

Comme corollaire des deux propriétés précédentes, toute représentation réductible d’un
groupe fini ou d’'un groupe compact sur un espace préhilbertien est (équivalente a) une re-
présentation unitaire et completement réductible. Il s’agit donc pour nous de construire et de
classifier les représentations unitaires irréductibles. On va montrer plus bas que, pour un groupe

fini ou compact, ces représentations irréductibles sont de dimension finie.
. 1 a , .
Contre-exemple dans le cas d’'un groupe non compact : les matrices (O 1> forment une représentation

indécomposable (non complétement réductible).

2.1.6 Lemme de Schur

Soit deux représentations irréductibles D dans E et D’ dans E’ et un opérateur d’entrelacement
entre elles, comme défini en (2.5). On a alors I'important

Lemme de Schur : ou bien V = 0, ou bien V' est une bijection et les représentations sont
équivalentes.

Preuve : Supposons V' # 0. Alors VD(g) = D’(g)V implique que le noyau de V' est un sous-
espace de F invariant par D ; par 'hypothese d’irréductibilité, il se réduit donc a 0 (il ne peut
étre égal a F tout entier sans quoi V' serait nul). De méme, 'image de V' est un sous-espace de
E’ invariant par D', il ne peut étre nul et est donc identique a E’. Des théoremes classiques sur
les applications linéaires entre espaces vectoriels, il découle que V' est une bijection de E dans
E’ et que les représentations sont donc équivalentes. c.q.f.d.

[a) Vx € ker V| Vg € G, D(g)x € ker V puisque VD(g)x = D'(g)Vx = 0. Donc ker V est un sous-espace
invariant de E. b) Vo’ € ImV Jy € E : 2/ = Vy, et D'(g)2’ = D'(¢9)Vy = VD(g)y € ImV. Donc ImV" est

sous-espace invariant de F’. |
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N.B. Si les deux représentations ne sont pas irréductibles, c’est bien siur faux en général. Un
contre-exemple est fourni par la représentation qui commute avec les matrices V =
(0 b>.
0 0

Corollaire 1. Tout opérateur d’entrelacement d’une représentation irréductible sur le corps C
avec elle-méme, c’est-a-dire tout opérateur commutant avec tous les représentants du groupe,
est un multiple de I'identité.

En effet, sur C, V' a au moins une valeur propre A (qui est non nulle puisque V' est inversible

par le lemme de Schur). L’opérateur V' — AI est lui aussi un opérateur d’entrelacement, mais il

est singulier donc nul.

Corollaire 2. Une représentation irréductible sur C d’un groupe abélien est nécessairement de
dimension 1.
En effet, soit ¢’ € G, D(¢') commute avec tous les D(g) puisque G est abélien. Donc (corollaire
1) D(¢') = A(¢')I. La représentation se décompose en dim D copies de la représentation de
dimension 1 : g — A(g), et l'irréductibilité impose que dim D = 1.
Insistons sur I'importance du caractere algébriquement clos de C, par opposition a R,
dans ces deux corollaires. La représentation sur R du groupe SO(2) par les matrices D(0) =
cosf —sinf

0 vient fournir des contrexemples aux deux propositions précédentes : toute ma-
S1n COS

trice D(a) commute avec D(f) mais n’a pas de valeur propre réelle (si o # 0, 7) et la représen-

tation est irréductible sur R, quoique de dimension deux.

Application du Corollaire 1 : dans I'algebre de Lie d’un groupe de Lie, les opérateurs de Casimir quadra-
tiques définis a la fin du Chap. 1 commutent avec tous les générateurs infinitésimaux et donc avec tous les
éléments du groupe. Anticipant un peu sur la discussion & venir des représentations d’une algebre de Lie, dans
une représentation unitaire on peut choisir ces opérateurs de Casimir hermitiens, donc diagonalisables, ce qui
permet d’appliquer le raisonnement du Corollaire 1 : dans toute représentation irréductible, ils sont multiples
de I'identité. Ainsi pour SU(2), J2 = j(j + 1)I dans la représentation de spin j.

2.1.7 Produit tensoriel de représentations ; décomposition de Clebsch-
Gordan

Produit tensoriel de représentations

Une méthode couramment utilisée pour construire des représentations irréductibles d’un groupe
donné consiste a construire le produit tensoriel de représentations connues et a le décomposer en
représentations irréductibles. C’est aussi la situation qu’on rencontre en Mécanique Quantique,
quand on connait la transformation des composantes d’un systeme et qu’on étudie comment le
systéme composé se transforme (systeme de deux particules de spin j; et j, par exemple).
Soient F et Fy deux espaces vectoriels portant des représentations Dy et Dy d’un groupe G.
L’espace produit tensoriel[] E = E; ® E est 'espace engendré par les combinaisons linéaires de
“produits” (tensoriels) d'un élément de E; et d’un élément de By : 2 = .. 2 @ y®. L'espace

E porte lui méme une représentation, notée D = Dy ® Do, produit tensoriel (ou produit direct)

4. On trouvera a ’Appendice D un petit rappel sur les produits tensoriels et les tenseurs.
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des représentations Dy et Dy. (Voir au Chap. 0 I'exemple du groupe SU(2)). Sur I'élément =z

ci-dessus

D(g)z = Z Di(g)z" @ Do(g)y™ . (2.20)

On vérifie immédiatement que le caractere de la représentation D est le produit des caracteres
X1 et x2 de Dy et Dy

x(9) = x1(9)x2(9) (2.21)

En particulier en évaluant cette relation pour g = e, on a pour des représentations de dimension
finie

comme il est bien connu pour un produit tensoriel.

Décomposition de Clebsch-Gordan

La représentation produit direct de deux représentations irréductibles D et D’ n’est en général
pas irréductible. Si elle est completement réductible (comme c’est le cas pour les représen-
tations unitaires qui vont nous intéresser au premier chef), on effectue la décomposition de

Clebsch-Gordan en représentations irréductibles
D® D' =@®;D, (2.23)

ol au second membre apparaissent un certain nombre de représentations irréductibles Dy, - - -.
La notation @; recouvre des situations tres variées : sommation sur un ensemble fini (groupes
finis), sur un sous-ensemble fini d’un ensemble a priori infini mais discret (groupes compacts)
ou sur des variables éventuellement continues (groupes non compacts).

Si GG est fini ou compact et si ses représentations irréductibles inéquivalentes ont été classées
et indexées : D), on peut préférer a une autre écriture qui indique lesquelles de ces re-

présentations inéquivalentes apparaissent, et avec quelle multiplicité
D® D' =@,m,D" . (2.24)

Une écriture plus correcte serait EQ B/ = @,F,® F ) on F » est un espace vectoriel de dimension m,,, I’ “espace
de multiplicité”.

Les entiers m, sont non négatifs. Les équations ([2.23) et (2.24) impliquent des regles simples

sur les caracteres et les dimensions

XD-XD' = ZXj:Zme(p) (2.25)
J

P
dimD.dim D' = Y dimD; =Y m,dim D" . (2.26)
J P

Exemple : le produit tensoriel de deux copies de l'espace euclidien de dimension 3 ne forme

pas une représentation irréductible du groupe des rotations SO(3). Cet espace est engendré par
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les produits tensoriels de vecteurs Z et ¢ et on sait construire le produit scalaire 7.y qui est
invariant par le groupe (représentation triviale), un tenseur antisymétrique a deux indices

Aij = 2iyj — 2y
qui se transforme comme une représentation irréductible de dimension 3 (de spin 1),|ﬂ et un

tenseur symétrique de trace nulle

2 — —
Sij = xiyj + Y — §5ij9€~y

qui se transforme selon une représentation irréductible de dimension 5 (spin 2); on peut donc

décomposer tout tenseur x;y; selon

1., 1 1
riyj = §5ij$-y + 5141']' + §Sij ;

le total des dimensions est bien sir de 9 =3 x 3 =143+ 5 et en repérant dans ce cas simple

les représentations par leur dimension, on écrit
D® @ DB =pWa p® g pt (2.27)
Ou encore, dans la notation en “spins”
MHed)=(0e@)e?2)
ou on reconnait bien sir les régles familieres d’“addition du moment angulaire” (voir Chap. 0)
G) & () = &%) - (2.28)
En itérant, on trouve de méme
D®¥ @ D® g DB = pW g 3B 2D ¢ DO | (2.29)

avec cette fois des multiplicités.

Invariants.
Un probleme rencontré fréquemment consiste a compter le nombre d’invariants (par l’action
d’un groupe G) indépendants, obtenus en “combinant” (par produit tensoriel) des quantités
ayant des transformations prescrites (c’est-a-dire se transformant selon des représentations

données de ). C’est précisément I'information contenue dans les décompositions en représenta-

tions irréductibles comme ([2.24} [2.27] [2.29)), ou la multiplicité de la représentation identité four-

nit bien ce nombre d’invariants dans le produit tensoriel des représentations considérées. Exer-
cice : interpréter en termes d’'invariants géométriques classiques les multiplicités mo = 1,1, 3
de la représentation identité apparaissant dans les représentations (1) ® (1), (1) ® (1) ® (1),
(1)®(1)® (1) ® (1) de SO(3). On fera grand usage de ce type de considérations au Chap 4 en
discutant les amplitudes invariantes par le groupe SU(3). Voir aussi le Probleme 1T a la fin de

ce chapitre.

5. (un tel tenseur est “dual” d’un vecteur : A;; = €121, 2 =T AY.)
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Coefficients de Clebsch-Gordan

La formule (2.23)) décrit comment dans une transformation du groupe les matrices de re-

présentation se décomposent en représentations irréductibles. Il est aussi souvent important

de savoir comment les vecteurs des représentations concernées se décomposent. Soit el ), a =

1,---,dim D une base de vecteurs de la représentation p. On cherche & développer le produit

de deux tels objets, soit e((f ) ® e(o), sur des egT). Comme la représentation 7 peut intervenir un

nombre m, de fois, il convient d’introduire un indice supplémentaire ¢ = 1,--- ,m,. On écrira
e&ﬂ) ® e(ﬁa) = Z Coo; o,817i,y egﬂ) : (2.30)
TV

ou encore avec des notations plus familieres en Mécanique Quantique

p.as0,8) = |pa)loB) =Y (mlp, s 0,8) |mv) - (2.31)

57,2

Les coefficients C)a.08my = (Tiv|p,; 0,8) sont les coefficients de Clebsch-Gordan. Au
contraire des m, de , ils n’ont aucune raison d’étre entiers, comme on 1’a vu au Cha-
pitre 00 dans le cas du groupe des rotations, ni méme réels en général. Supposons que les
représentations considérées sont unitaires et que les bases ont été choisies orthonormées. Les
coefficients de C.-G. qui représentent un changement de base orthonormée dans I’espace F ® Ey

satisfont donc a des relations d’orthonormalité et de complétude

> (mlp. s o, B8)(Tvlp s 0,8) = bawbpp (2.32)
T, Y,
Z(Ti’ﬂp,a; U,ﬁ><7;7/|p,06; 0-76>* = 6777'5777/517j . (233)
a,B

Ceci permet d’inverser la relation (2.31)) en

|7—Zr>/> = Z(Tz’ﬂp? a; Uaﬁ>*|p7 Qs Uvﬂ) (234)
a,B
et justifie la notation
(p,o; 0,0|my) = (T7|p, 05 0, B)° (2.35)
7o) = {pas o, Bl )p, s 0, 8) (2.36)
a76

Finalement en appliquant une opération du groupe aux deux membres de (2.31)) et en utilisant
ces relations, on décompose le produit des matrices D® et D@ de facon tout a fait explicite

DODG), = 3 (rlp aso.B) (77 lp, o0, 5 ) D) (2.37)

s
T)’y"y 17/

On verra plus bas (§ [2.4.4)) une application de ces formules au théoréme de Wigner-Eckart.
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2.1.8 Décomposition d’une représentation d’un groupe en représen-

tations irréductibles d’un sous-groupe

Etant un sous-groupe H d’un groupe G, toute représentation D de G fournit par restriction a

H une représentation D’ de ce dernier
Vh e H D'(h) = D(h) . (2.38)

Il s’agit la d’une méthode souvent utilisée pour fabriquer des représentations de H, une fois
connues celles de G. En général, si D est irréductible (sur G), D’ ne 'est pas (sur H), et se pose
a nouveau la question de la décomposer en représentations irréductibles. Par exemple, étant
donné un sous-groupe fini de SU(2), il s’agit de dresser la liste (finie, comme on verra plus
bas) de ses représentations irréductibles a partir de celles de SU(2). Autre exemple rencontré
souvent en physique : un groupe de symétrie G est “brisé” en un sous-groupe H ; comment les
représentations de G se décomposent-elles en représentations de H 7 Exemples : en physique des
solides, le groupe G' C SO(3) de symétrie “ponctuelle” (c’est-a-dire de rotations et réflexions)
d’un cristal est brisé en H par un champ extérieur; en physique des particules, on rencontrera
aux chapitres 4 et 5 les cas de SU(2)C SU(3); U(1)xSU(2)x SU(3) C SU(5), etc.

2.2 Représentations des groupes et représentations des

algebres de Lie

2.2.1 Définition. Universalité

La notion de représentation s’applique aussi aux algebres de Lie.

On appelle représentation d’une algebre de Lie g dans un espace vectoriel £ un homomor-
phisme de g dans I’algebre de Lie des opérateurs linéaires sur I'espace F, c¢’est-a-dire une appli-
cation X € g — d(X) € End E qui respecte linéarité et crochet de Lie : X,Y € g, [X,Y] —
d([X,Y]) = [d(X),d(Y)] € End V. Un corollaire de cette définition est que dans toute représen-
tation de I'algebre, les (représentants des) générateurs satisfont les mémes relations de commu-
tation. Autrement dit, dans des bases bien choisies, les constantes de structure sont les mémes
dans toutes les représentations. Plus précisément, si ¢; est une base de g, avec [t;,t;] = C; ",
et si T; = d(t;) est son image par la représentation d

[Tz‘,Tj] = [d(ti>>d(tj>] = d([tivtjb = Cij kd<tk) = Cij ka :

Ainsi des calculs menés dans une représentation particuliere mais faisant appel uniquement
aux regles de commutation de I'algebre de Lie demeurent valables dans toute représentation.
On a vu au Chap. 0, §[0.2.2] une illustration de cette propriété d’universalité.

En revanche, les opérateurs de Casimir prennent des valeurs différentes dans des représen-

tations irréductibles différentes.
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En parallele avec les définitions du § [2.1.1] on définit les notions de représentation fidele
d’une algebre de Lie (son noyau ker d = {X|d(X) = 0} se réduit a I’élément nul de g), de

représentation réductible ou irréductible (existence ou non d’un sous-espace invariant), etc.

2.2.2 Représentations d’un groupe de Lie et de son algebre de Lie

Toute représentation différentiable D de G dans un espace E fournit une application d de
I’algebre de Lie g dans l'algebre des opérateurs sur E. On l'obtient en prenant la forme infi-
nitésimale de D(g), pour g(t) = I +tX (ou g = ')

d
d(X):=—| D(g(t 2.39
(X) == D). (2:39)
ou encore, pour t infinitésimal,
D(etX) = !X (2.40)

Montrons que cette application est bien compatible avec les crochets de Lie, et que c¢’est donc
une représentation de l'algebre de Lie. Pour cela nous répétons la discussion du chap. 1, §
3.4, pour faire apparaitre le commutateur de facon naturelle. Soient g(t) = e et h(u) = ¥
deux sous-groupes a un parametre, pour t et u infiniment petits et du méme ordre. On a

eXeWe tXe=Y = eZ gqvec Z = ut[X, Y]+ -+, et donc

ed(Z) — D(eZ) — D(etXeuYe—tXe—uY) — D(etX)D(euY)D(e—tX)D(e—uY)
etd(X)eud(Y)eftd(X)efud(Y)

eutld(X),d(Y)] 4 7 (2.41)

d’ou en identifiant les termes dominants, d([X,Y]) = [d(X),d(Y)], ce qu'il fallait démontrer.

o Ce passage d’une représentation de G a une représentation de g s’applique en particulier
a une représentation de G' qui joue un role spécial, la représentation adjointe de G' dans son

algebre de Lie g. Cette représentation est définie par ’action suivante
Xeg Dg)(X)=gXg", (2.42)

ce qu'on note Ad g X. (Il faut comprendre le membre de droite de (2.42]) soit comme résultant

1 soit, selon le point de vue généralement adopté dans

de la dérivation en t = 0 de ge'*g~
ces notes, au sens de la multiplication matricielle, les matrices g et X agissant dans le méme
espace.)

La représentation adjointe de G donne lieu a une représentation de g dans l'espace g,
également appelée représentation adjointe. On 'obtient en prenant la forme infinitésimale de
([2.42), formellement g = I + tY, ou encore en considérant le sous-groupe & un paramétre
engendré par Y € g, g(t) = exptY et en calculant Ad g(t)X = g(¢t) X g~ (t) = X+t[Y, X]+O(#?)
(cf. chap.1 (3.15)), et donc

Lpnagmx| = Y, X]=adY X . (2.43)
dt t=0
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ou on retrouve (et justifie) notre notation ad du chap. 1.
Exercice : montrer que les matrices T} définies par (T})’, = C,7 satisfont les relations
de I'algebre de Lie comme conséquence de l'identité de Jacobi, et forment donc une base de

générateurs dans la représentation adjointe.

N.B. A une représentation unitaire de G correspond une représentation de g par des opérateurs (ou matrices)

153
(3

anti-hermitien(ne)s. Les physiciens, qui aiment bien les opérateurs hermitiens, incluent en général un devant

les générateurs infinitésimaux : cf e~/ [J,, Jy] = i€apede, ete.

o Inversement, une représentation d'une algebre de Lie g engendre une représentation de
I'unique groupe G connexe et simplement connexe ayant g comme algebre de Lie. Autrement
dit si X +% d(X) est une représentation de l'algebre, eX s e¥X) en est une du groupe G. En
effet, la formule de BCH étant “universelle”, c’est-a-dire n’impliquant que des combinaisons
linéaires de crochets dans I’algebre de Lie et étant donc insensible a la représentation de g, on
a:

XY — o7, pdX)

ce qui prouve que I’homomorphisme des algebres de Lie s’integre en un homomorphisme des
groupes au voisinage de l'identité. On démontre enfin qu'un tel homomorphisme infiniment
différentiable et local (au voisinage de l'identité) d’un groupe simplement conneze G dans
un groupe G’ (ici, le groupe linéaire GL(FE)) s’étend de fagon unique en un homomorphisme
infiniment différentiable de tout G dans G’. En résumé, il suffit donc pour trouver les représen-
tations (éventuellement unitaires) du groupe G de trouver les représentations par des opérateurs
(éventuellement antihermitiques) de son algebre de Lie g.

C’est ce principe fondamental qui a déja été illustré au Chap. 0 sur les deux cas concrets
de SU(2) et de SL(2,C).

2.3 Représentations des groupes de Lie compacts

Dans cette section, nous allons nous intéresser aux représentations des groupes compacts
sur le corps des complexes C. La plupart des résultats qu’on va obtenir reposent sur le fait
qu’on peut effectuer la sommation sur le groupe avec la mesure de Haar dyu(g). On comparera a
I'occasion avec la situation du cas non compact. Dans toute cette discussion, il est bon d’avoir
toujours & 'esprit les deux cas de référence : le groupe compact U(1)= {e™*} avec x € R/27Z
(un angle modulo 27), et le groupe non compact R, groupe additif des réels. On mentionnera
aussi rapidement, “pour mémoire”, le cas des groupes finis, tres proche de celui des groupes

compacts.

2.3.1 Orthogonalité et complétude

Soit G un groupe compact. Nous admettrons que ses représentations irréductibles inéquivalentes
sont indexées par un indice discret, qu'on mettra en position supérieure : D). [Heuristiquement,
pour un groupe compact, le Casimir Cy ~ le laplacien sur le groupe est un opérateur elliptique sur un domaine

compact, donc a un spectre discret. Une irrep est indexée par une de ses valeurs propres et 'indice p représente
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donc cette v.p de Cy. ] Ces représentations sont a priori de dimension finie ou infinie, mais on verra

plus bas que la dimension de D) notée n, est en fait finie ; dans une base finie ou dénombrable,

((fg peuvent étre supposées unitaires d’apres le résultat du paragraphe [2.1.3} (Au

les matrices D

contraire, une représentation générique d’'un groupe non compact dépend d’un indice continu.

Et on va voir que ses représentations unitaires sont nécessairement de dimension infinie.)

Dans nos deux cas de référence, les représentations irréductibles de U(1) (donc de dimension 1 pour ce groupe
abélien) sont telles que D®) (z)D®) (') = D®)(x + 2), elles sont de la forme par D®)(z) = e*** avec k € Z,
cette derniere condition garantissant que la représentation est univaluée quand on change de détermination

xr — 2 + 2mn. Pour G = R, on peut encore prendre z — e***, mais rien ne restreint k € C, sauf 'unitarité qui
force k € R.

Théoreme : Pour un groupe compact, les matrices D((lpg satisfont les propriétés d’orthogonalité

sutvantes

di(9) 10) ( A DP)* 1
/ ?}(G) Dapﬁ (Q)Dap/ﬁ/ (g) = n—p5pp/5aa/5ﬂﬁ/ (244)

et leurs caracteres satisfont donc

/ i’éég))x(p) (X" () = by - (2.45)

4

Dans ces formules, du(g) désigne la mesure de Haar et v(G) = [du(g) est le “volume du
groupe”.

Preuve : Soit M une matrice quelconque de dimension n, X n,y. Considérons alors la matrice

V= [ duls)D ) MDY (g) (2.46)

Le membre de gauche de (2.44) est (a un facteur v(G) pres) la dérivée par rapport a Mgg de
Vs Les représentations étant unitaires, D'(g) = D(g71), il est facile, en utilisant I'invariance

a gauche de la mesure du(g’) = du(gg’), de vérifier que V' satisfait
VD) (g) = DV (g)V (2.47)

pour tout g € GG. La matrice V' est donc par le lemme de Schur nulle si les représentations p et
p' sont différentes, et un multiple de l'identité si p = p'.
a) Dans le premier cas, en choisissant une matrice M dont le seul élément non nul est Mg = 1
et en identifiant ’élément de matrice V,,s, on obtient la propriété d’orthogonalité ([2.44)).
b) Si p =/, choisissons d’abord Mj; = 1, les autres Mgg nuls. On a V' = ¢;1, ou le coefficient
c1 est obtenu en prenant la trace : ¢in, = v(G)D11(I) = v(G), ce qui prouve que la dimension
n, est finie.
¢) En répétant 'argument avec une matrice M arbitraire, on a a nouveau V = ¢y I et on
calcule ¢j; en prenant la trace : cyn, = v(G)tr M, ce qui, par différentiation par rapport a
Mpgg , conduit a I'orthonormalité , cqfd.

La proposition découle simplement de la précédente en prenant la trace sur a = (3 et
o =0

Soulignons deux conséquences importantes de cette discussion :
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— on vient de voir que toute représentation irréductible (et unitaire) d’un groupe compact
est de dimension finie;

— la relation implique que deux représentations D) et D) sont équivalentes (en
fait identiques, compte tenu de notre convention d’indexation) ssi leurs caracteres sont

égauX : X(p) — X(J)

Cas d’un groupe non compact

La plus grande partie du calcul précédent s’applique aussi & un groupe non compact pourvu qu’il soit doté
d’une mesure invariante a gauche (ce qui est vrai dans une large classe de groupes, cf chap. 1, fin du §
et que la représentation soit dans un espace préhilbertien séparable, donc doté d’une base discrete, et soit de
carré intégrable : D,z € L?(G). En choisissant M comme en b), on a a nouveau [ du(g) = c¢q trI. Au membre
de gauche, l'intégrale sur le groupe (le “volume du groupe” G) diverge. Au membre de droite, tr I, la dimension
de la représentation, est donc infinie.

De facon générale, on peut dire que
Toute représentation unitaire de carré intégrable d’un groupe non compact est de dimension
infinie.

Bien siir, la représentation triviale g — 1 (qui n’est pas L?*(G)) échappe a cet argument.

Testons a nouveau ces résultats sur les deux cas de U(1) et R. Pour la représentation unitaire
et de U(1), la relation (2.44)) (ou (2.45)), cela ne fait pas de différence pour ces représentations

de dimension 1) exprime que
2m d
xXr . TN
/ _ezkxe k'z 5kzk’ 7
0

2T

comme on sait bien. Par contre pour R elle conduirait a

/ dre* e = ons(k — k')

—00

avec la fonction de Dirac. Bien str, cette expression n’a pas de sens pour k& = £/, la représen-

tation n’est pas de carré intégrable.

Complétude

Revenons au cas d'un groupe compact. On peut démontrer que les matrices Dgﬁ(g) satisfont

aussi une propriété de complétude

> PP (e) = v(G)olg.9) | (2.48)
P
ou encore si on préfere
> nPB@DRN ) = D (9.9 = v(@)ilg,g) RGN
pvavﬁ P

ou 6(g,¢g’) est la distribution de Dirac adaptée & la mesure de Haar, c’est-a-dire telle que

[ du(g)f(g')0(g,q") = f(g) pour toute fonction f sur G suffisamment réguliere.
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Cette propriété de complétude est importante : elle nous apprend que toute fonction sur le

groupe, continue ou de carré intégrable, a valeurs dans C, peut étre développée sur les fonctions

D5(9)
19) = [ duta)(0.16) = X nPa) [ LD ) 16) = 3 0,001

pya,B pya,B

(2.49)
Cest le théoréme de Peter—Weyl, non trivial, que nous admettrons. Un corollaire dit alors que
les caracteres x») d’un groupe compact forment un systeme complet de fonctions de classe,
c’est-a-dire invariante par g ~ hgh~!'. Autrement dit, toute fonction de classe continue peut se

décomposer sur les caracteres irréductibles.
Donnons la démonstration de cette derniere assertion. Soit f une fonction de classe continue, f(g) =
f(hgh™1), appliquons lui le théoreme de Peter-Weyl, et examinons 'intégrale apparaissant dans (2.49) :

R L R O L A e B
_ [ ) dpld) o Do)t D@ (D@ -1
-/ @) iy 1P P o
- / (( ))f( DY (g )—505575 par (2.44)
=[S s (o (250)

d’ott il découle que ([2.49) se réduit bien & un développement sur les caracteres, cqfd.
Testons a nouveau ces relations de complétude sur le cas U(1). Elles expriment dans ce cas

o0

Z ehre= ke — ongp(x — ) (2.51)

k=—o00
o dp(z—a')=> 2 d(x—a' —2xl) est la distribution de Dirac périodique (alias “peigne de
Dirac”). Et (2.49) signifie que toute fonction périodique de période 27 (et avec des conditions

adéquates de régularité) peut étre représentée par sa série de Fourier

fa)= > ety fi= / e (2.52)
k=—0o0
Pour le groupe non compact R, la relation de complétude (qui est encore vraie dans ce cas)
équivaut a la transformation de Fourier

f(a) = / " dkF (k) F(k) = / T8 et (2.53)

o0
Le théoreme de Peter—Weyl pour un groupe quelconque est donc une généralisation des

décompositions de Fourier.
Le groupe des rotations dans le plan SO(2) est isomorphe au groupe U(1). Noter que si on s’intéresse &
des représentations irréductibles réelles, la dimension n’est plus égale & 1 (sauf pour la représentation identité!)

mais a 2

DM (a) = <COS koo —sin ka) , keN* . X" (a) = 2coska (2.54)

sinka  coska

Que deviennent les relations d’orthogonalité et de complétude ?
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2.3.2 Conséquences

Pour un groupe compact,

(1) toute représentation étant complétement réductible, son caractere s’écrit

x=_ mx" (2.55)
P
et les multiplicités peuvent se calculer par la formule
du(g) (p)
= *(q) . 2.56
m, / o(G) x(g)x""(g) (2.56)

On a aussi ||x||* :== [ ‘ff(‘—g))|x(g)|2 = >_,m2, un entier supérieur ou égal a 1. Par conséquent, une
représentation est irréductible ssi son caractere satisfait la condition ||x||? = 1. De fagon générale
le calcul de ||x||* nous donne des indications sur le nombre de représentations irréductibles
apparaissant dans la décomposition de la représentation de caractere y, une information souvent
tres utile dans les problémes évoqués aux § et 2.1.8

Plus généralement, toute fonction de classe peut se décomposer sur les caracteres irréductibles
(théoréme de Peter-Weyl). Comme on vient de le voir, cette décomposition des fonctions de
classe sur les caracteres irréductibles est une généralisation de la décomposition de Fourier.

(ii) De méme on peut déterminer les multiplicités dans la décomposition de Clebsch-Gordan
d’un produit direct de deux représentations en projetant le produit de leurs caracteres sur les
caracteres irréductibles.

[lustrons ceci sur le produit de deux représentations irréductibles p et o
DY g DY = @ m DT
Yy = ZmrX(T) (2.57)
du(g) (p) (o) (7)%
m,; = / oG ¥ (X7 (9)x""(9) ,

donc la représentation 7 apparait dans le produit p ® o avec la méme multiplicité que ¢* dans
p ® 7. Exercice : vérifier qu’en particulier, la représentation identité apparait dans le produit

des irreps p et o ssi o0 = p*, la représentation complexe conjuguée de p.

Cas de SU(2)

C’est un bon exercice de comprendre comment les différentes propriétés discutées dans ce
paragraphe sont réalisées par les matrices de représentation de SU(2). Cela sera discuté en
détail en TD et dans I’Appendice E.

2.3.3 Cas des groupes finis

Nous n’évoquerons que tres brievement le cas des groupes finis. En fait les théoremes ([2.44)
2.45| [2.48)) et leurs conséquences ([2.55] 2.56 [2.57]), qui étaient basés sur l'existence d’une me-

sure invariante, sont bien stur toujours vrais. Il suffit de remplacer dans les expressions de ces
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théorémes le volume v(G) par 'ordre |G| (=nombre d’éléments) de G, et [ du(g) par Y- 4

1
g D ’L;’ (g) = _5pp’5aa’5,66’ (258)
!GI n,
geG
N D) DY)(¢) = 3 2.59
|G| af (g) 9.9" * ( : )
pya,

Mais les représentations des groupes finis jouissent de propriétés supplémentaires. Montrons

ainsi que les dimensions des représentations irréductibles non équivalentes vérifient
2
d n2=|Gl. (2.60)
P

Cela découle du fait que le systeme d’équations ([2.5812.59)) peut étre vu comme exprimant que
1

la matrice U, o3, 4 1= (%) : Déﬁ( ) de dimensions »_ n: x |G| satisfait UUT =T, UU =1, ce
qui n’est possible que si ¢’est une matrice carrée, qud.
Cela implique en particulier que le nombre r de représentations irréductibles inéquivalentes est
fini, et nous allons montrer que

Proposition. Le nombre r de représentations irréductibles est fini et égal au nombre m des
classes C; dans le groupe
Preuve : En notant X ) la valeur du caractere x'?) dans la classe C;, on peut récrire les relations

d’orthogonalité et de complétude des caracteres selon
1 & Ny
FIZ Gl X = 6, (2.61a)
IGI v '

(Exercice : déduire la deuxieme relation de (2.49) et (2.50)), appliquées a un groupe fini.)
1

Mais a nouveau, ces relations expriment que la matrice IC,; := (H%D : XEP ) de dimensions 7 x m
satisfait KT = I, KTK = I, donc est carrée (et unitaire), m = r, cqfd.

La table de caractéres d'un groupe fini est le tableau carré constitué par les nombres (réels ou complexes)
XEP), p=1,---r,i=1,--- ,m=r. Ses lignes et colonnes satisfont les propriétés d’orthogonalité .

Tllustrons cela sur ’exemple du groupe 7', sous-groupe du groupe des rotations laissant invariant un tétraedre
régulier. Ce groupe d’ordre 12 a 4 classes de conjugaison Cj;, celle de 'identité, celle des 3 rotations de 7 autour
d’un axe joignant les milieux d’arétes opposées, celle des 4 rotations de 27/3 autour d’un axe passant par un
sommet, et celle des 4 rotations de —2m/3, voir Fig.

Ce groupe a donc 4 représentations irréductibles, dont on vérifie aisément a [’aide de que les dimensions
ne peuvent étre que n, = 1,1,1 et 3. La table des caracteres est donc un tableau 4 x 4 dont on connait déja
une ligne, celle de la représentation identité D;, et une colonne, celles des dimensions n,. La représentation
de spin 1 de SO(3) fournit une représentation de dimension 3 de T dont le caractére x prend les valeurs

ICi] |2

Xi = 1+ 2cosf; = (3,—1,0,0) dans les quatre classes; selon le critere du § 3.2, [|x]|? = >, el Ixi|? = 1 donc

ce caractere est irréductible. Cela nous fournit une deuxieme ligne (celle notée D). La représentation de spin 2
de SO(3) fournit une représentation de dimension 5 qui est elle réductible (selon le méme critére) en somme de

3 irreps, mais orthogonale & D;. C’est la somme des trois lignes Do, D3 et Dy, dans lesquelles j = e27/3

j+ji=-1

, avec
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Lirreps. p \ Classes C; — || C(0) | C(x) C(%’“) C(-%’T)
Dy 1 1 1 1
Do 1 1 j 2
Ds 1 1 52 j
Dy 3 -1 0 0

| R R

Vérifier que les relations (2.61)) sont bien satisfaites. Expliquer aussi pourquoi le groupe T n’est autre que
le groupe A4 des permutations paires de 4 objets.

[Une autre propriété non triviale est que la dimension de toute irrep d’un groupe fini G divise 'ordre |G|.]

2.3.4 Récapitulation

Pour un groupe compact, toute représentation irréductible est de dimension finie et équivalente
a une représentation unitaire. Ses éléments de matrice et caracteres satisfont des relations d’or-
thogonalité et de complétude. L’ensemble des représentations irréductibles est discret.

Pour un groupe fini, (cas qu'on n’a traité que tres superficiellement dans ce cours), ces
mémes propriétés d’orthogonalité et de complétude sont satisfaites. Mais on a des propriétés
supplémentaires, par exemple le nombre des représentations irréductibles inéquivalentes est fini,
et égal au nombre de classes du groupe.

Pour un groupe non compact, les représentations unitaires sont généralement de dimension
infinie. (Par contre il peut exister des représentations non unitaires de dimension finie, cf le
cas de SL(2,C) au Chap. 0). L’ensemble des représentations irréductibles est indexé par des

parametres discrets et continus.

2.4 Représentations projectives. Théoreme de Wigner

2.4.1 Définition

On appelle représentation projective d'un groupe G une représentation linéaire a une phase

pres de ce groupe (on se restreint ici a des représentations unitaires). Pour g, 92 € G, on a

U(g1)U(g2) = eig(glm)U(ngQ) . (2.62)
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On peut toujours choisir U(e) = I, et on a donc Vg ¢(e,9) = ((g,e) = 0. On peut aussi
redéfinir U(g) — U'(g) = €9 U(g), ce qui change

C(91,92) — ¢'(91,92) = C(91,92) + alg1) + ag2) — a(g192) - (2.63)

La fonction ((g1,92) de G x G dans R forme ce qu’on appelle une 2-cochaine. Elle est fermée (et on 'appelle

alors 2-cocycle) en raison de la propriété d’associativité :

Vo1,92,93  (9C)(91,92,93) := C(g1,92) + ((9192,93) — C(92,93) — ((91,9293) =0 (2.64)

(le vérifier). En général, pour une n-cochaine (g, - ,gn), on définit Popérateur 0 qui fait passer des n-

cochalnes aux n + 1-cochaines :

n

@) (g1: -+ 2 gni1) = D (=1 (g1, 92, (9igir1)s -+ Gnt1) — ©(g2, -+ s gnr1) + (1) 0(g1,-  gn) -
=1

Pour une 1-cochaine a(g), 0a(g1,g2) = a(g1.92) — a(g1) — a(gs), et donc (2.63) s’exprime par ¢’ = ¢ — da.
Vérifier que 0% = 0.
La question de savoir si la représentation U(g) est intrinséquement projective ou peut étre ramenée & une

représentation ordinaire par un changement de phase équivaut a savoir si le cocycle ( est trivial, c’est-a-dire s’il

existe un a(g) tel que dans (2.63)), ¢’ = 0.
Autrement dit, le 2-cocycle ¢, qui est fermé (0¢ = 0) par (2.64)), est-il exzact, c’est-a-~dire de la forme { = da?
C’est un probléme typique de cohomologie. La cohomologie des groupes de Lie est un vaste sujet qui a été tres

étudié. . . mais dont nous ne dirons rien de plus dans ce cours.

On peut résumer une discussion un peu longue et complexe (esquissée plus bas au § en
disant que pour un groupe semi-simple G, tel SO(n), 'origine de ces représentations projectives
est a chercher dans le caractere non simplement connexe de GG. Dans ce cas, les représentations
unitaires de é, recouvrement universel de GG, fournissent des représentations a une phase pres
de G. Par exemple, on retrouve que les représentations projectives de SO(3) (a un signe pres)
sont les représentations de SU(2). C’est le cas aussi du sous-groupe EL du groupe de Lorentz
O(1,3), dont le recouvrement universel est SL(2,C).

Avant de poursuivre, il est légitime de se poser la question : pourquoi les représentations
projectives intéressent-elles les physiciens ? La raison est que les transformations d’un systeme

quantique y font appel, comme on va le voir.

2.4.2 Théoreme de Wigner

Soit un systeme quantique dont les états (purs) sont représentés par les rayons d’un espace
de Hilbert Hﬁ observables sont des opérateurs auto-adjoints sur H. Supposons qu’il existe

une transformation g du systéme (états et observables) qui laissent inchangées les quantités

[{p| Al )|?, c'est-a-dire
W) —9Y), A—9A tel que (| AJp )| = [(999A|19 )] . (2.65)

On démontre alors le théoreme suivant

6. rayon = vecteur a un facteur scalaire pres, ou a une phase pres s’il est normalisé
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Théoreme de Wigner. Si une bijection entre les rayons et entre les opérateurs auto-

adjoints d’un espace de Hilbert 'H préserve les modules des produits scalaires

(ol Al = [{(“olPAl)] (2.66)

alors cette bijection est réalisée par un opérateur U(g), linéaire ou antilinéaire, unitaire sur H,

et unique a une phase pres, c¢’est-a-dire

99y =Ulg)l¢) , ‘A=U(g)AU(g) ; UgU'(g) =U(g)'U(g)=1.  (2.67)

Rappelons d’abord ce qu’on entend par opérateur antilinéaire. Un tel opérateur satisfait

UA¢) +ple) = N'U[9) + p*Uld) (2.68)

et son adjoint est défini par

(o|UTw) = (Uglw)" = (¢|Us) (2.69)
de facon & étre compatible avec la linéarité :
(AU ) = X (g|UT0) . (2.70)
Sil est en outre unitaire,
(lo) = (glv) = (d|UTUp) = (Ug|Up)" (2.71)
donc (Ug|Uy) = (¢¢).

La preuve du théoreme est un peu laborieuse. Elle consiste a montrer que si on a une base
orthonormée |1 ) de H, on peut trouver des représentants |9¢) des rayons transformés tels
qu’un représentant du rayon transformé de Y cx|tx) soit Y ¢} [9¢x) avec avec ou bien tous les
¢, = Ck, ou bien tous les ¢, = c;. Autrement dit, l'action |¢p) — |99 ) est a travers tout H soit
linéaire, soit antilinéaire.

Une fois connue la transformation des états par 'opérateur U(g), on détermine celle des
observables 94 = U(g)AU'(g) de facon & avoir

(99l7A[9p) = (UglUAUYUY)
= (gU'UAU'U|y)*
= (olAl)* (2.72)
avec # = rien ou % selon que U est linéaire ou antilinéaire.
Le cas antilinéaire n’a pas qu’'un intérét académique. Il se rencontre dans 1’étude du renver-

sement du sens du temps. En effet cette opération T laisse I'opérateur position x inchangé, mais change le

signe des vitesses, donc de I'impulsion p
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Les relations de commutation canoniques ne sont compatibles avec cette transformation que si U(T) est anti-
linéaire
25 p%] = —[zj,pe] = —ihdji
= UMz, p)UNT) = U(T)ihd ;U (T) (2.75)

Autre argument : U(T') commute avec les translations dans le temps dont le générateur est ¢ fois ’hamiltonien :
U(T)iHUY(T) = —iH (puisque t — —t). Si U était linéaire, on conclurait que UHUT = —H, ce qui est génant
si on veut que Spec(H) > 0!

Les transformations d’un systéeme quantique, c¢’est-a-dire les bijections du théoréeme de Wi-
gner, forment un groupe G : si g; et go sont de telles bijections, leur composition g;gs en est
une aussi, ainsi que g; . Les opérateurs U(g) qu’on va supposer linéaires dans la suite de ce
cours forment donc une représentation a une phase pres (cf I'unicité a une phase pres dans le

théoreme), c’est-a-dire une représentation projective de G.

Une parenthése sur un point important de terminologie

Jusqu’a ce point, nous avons mené la discussion des transformations d’un systeme quantique
sans rien supposer sur son éventuelle invariance sous ces transformations, c’est-a-dire sur la
fagon dont elles affectent (ou non) sa dynamique. Ces transformations peuvent étre envisagées
d’un point de vue actif : on considere en parallele le systeme initial et le systeme transformé,
ou d’un point de vue passif : il s’agit du méme systeme, examiné dans deux systemes de
coordonnées, deux référentiels, différents, obtenus I'un a partir de I'autre par la transformation

considérée.

2.4.3 Invariances d’un systéme quantique

Supposons maintenant que sous 'action d'un certain groupe de transformations G, le systeme
est invariant, en ce sens que sa dynamique, controlée par son hamiltonien H, est inchangée. On
va écrire

H =U(g)HU'(g)

ou encore

[H,U(g)] =0 . (2.76)

On définit donc une invariance (ou symétrie) d’un systeme quantique sous ’action d’un groupe
G comme l'existence d’une représentation projective unitaire (linéaire ou antilinéaire) de ce
groupe dans l'espace des états, qui commute avec I’hamiltonien.

e Cette situation implique l'existence de lois de conservation. En effet toute observable

fonction des U(g) commute avec H, donc est une quantité conservée

mw _ [F(U(g)), H] = 0 (2.77)

et chacune de ses valeurs propres est un “bon nombre quantique” : si le systeme appartient a

un sous-espace propre de F au temps £, il y demeure lors de son évolution dans le temps. Si G
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est un groupe de Lie, pour g une transformation infinitésimale et si T" désignent les générateurs

infinitésimaux dans la représentation considérée,
U(g) =1—1id6cT;

(ol on choisit les 7" auto-adjoints pour avoir U unitaire), les T sont des observables commutant

avec H, donc des quantités conservées, mais en général, pas simultanément mesurables.
Exemples.

Groupe des translations — P, énergie-impulsion;  groupe des rotations — M, moment

cinétique.

Noter encore que ces opérateurs 7T; qui réalisent dans la théorie quantique les opérations in-

finitésimales du groupe G, forment d'un point de vue mathématique une représentation de

I’algebre de Lie g. On peut donc affirmer qu’ils satisfont les relations de commutation

T, T)) = iC,} T, (2.78)

[Pk

(avec un “i” parce qu'on a fait un choix d’opérateurs hermitiens). Le nombre maximal de
ces opérateurs qu’on peut diagonaliser simultanément, donc de ces quantités conservées qu’on
pourra fixer, dépend de la structure de g et de ces relations de commutation.

e Mais I’hypothese d’invariance faite plus haute a une autre conséquence, d’application
fréquente et importante. Si 'espace des états H qui “porte une représentation” du groupe G
est décomposé en représentations irréductibles, dans chaque espace E®) | supposé de multiplicité
1, 'hamiltonien est multiple de I'identité en vertu du lemme de Schur. On a donc dans ce cas une
information complete sur la nature du spectre : espaces propres E(®) et multiplicités des valeurs
propres &, de H égales a dim E®) . Si certains espaces de représentation E(*) apparaissent avec
une multiplicité m, supérieure a 1, il faut encore diagonaliser H dans la somme de ces espaces
@, BV ce qui est tout de méme plus simple que le probleme de diagonalisation dans I’espace
‘H de départ. On verra plus bas que le théoreme de Wigner-Eckart permet de réduire encore la
complexité de ce dernier calcul. La théorie des groupes nous a donc considérablement simplifié

la tache ... mais elle ne nous fournit pas les valeurs des énergies propres &,.
Dans ce qui précede, nous avons considéré le point de vue hamiltonien. Comme on le sait, on peut mener une
discussion paralléle dans le formalisme quantique — classique ou quantique —. La, les invariances du lagrangien (ou

de laction) se traduisent par Pexistence de courants de Noether de divergence nulle et de quantités conservées.

2.4.4 Transformations des observables. Théoreme de Wigner—Eckart

Selon (2.67), la transformation d’un opérateur sur H obéit & : A — U(g)AU(g)". Supposons
qu’on a un ensemble de tels opérateurs, A,, a = 1,2,---, qui se transforment linéairement les

uns dans les autres dans ces transformations, c’est-a-dire qui forment une représentation :

Ao = U(9)AaU(9)" =D AwDaaly) - (2.79)

7. 1l peut arriver que la multiplicité d’une valeur propre de H soit plus élevée, soit a cause de I'existence d’un
groupe de symétrie plus grand que G, soit parce que certaines représentations viennent en paires complexes

conjuguées, soit pour une autre raison.
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Si la représentation D est irréductible, les opérateurs A, forment ce qu’on appelle un opérateur
(ou “tenseur”) irréductible. Par exemple, en physique atomique, 'opérateur moment cinétique
J et I'opérateur moment dipolaire électrique ), ¢;7; se transforment comme des vecteurs sous
I’effet des rotations. Utilisant les notations de la sect. 2, supposons que les A, se transforment
par la représentation irréductible D) et appliquons les sur des états |03 ) se transformant selon

la représentation irréductible D). L’état résultant se transforme selon

U(9)AaloB) = U(9)AuU(9) U (9)l08) = DEL(9)DS)(9) Al ) (2.80)

c’est-a-dire selon le produit tensoriel des représentations D® et D(®). Comme on l'a fait en

(2.37)), on peut développer sur des représentations irréductibles

DO (DSH9) = 3 (mlp.as o, B) (i p,a’50,8') D (g) - (2.81)

i
Ty, 5%

Supposons maintenant que le groupe G est compact (ou fini). Les matrices des représentations

satisfont les propositions d’orthogonalité (2.44]). On peut alors écrire
(t7[AaloB) = (7

Y
&

U(9) U (9) Al ) Vge G
H9) U (0) U () Al )

(G
DG (9)( | Awlo 8 YDL) (9)D)(9)

)

S
S~—

&@
\_/\/

(g

U aﬂ//

Z (tivlp, a0, B) (v |p 0, B7) (v | Aw|oB7) . (2.82)
o By i

3||_A

Notons
(Al ok = 3 (e lpaion ) (7 AaloB) (2.83)
7/6/ /
I1 en découle que (théoreme de Wigner—Eckart) :

(Ty1AaloB) = (I Allo)i(Tylp,a50,8) (2.84)
i=1
dans laquelle les éléments de matrice “réduits” (. || A || .); sont indépendants de «, f3,7.

L’élément de matrice du membre de gauche dans s’annule si le coefficient de Clebsch-
Gordan est nul (en particulier si la représentation 7 n’apparait pas dans le produit de p et o).
Ce théoreme a de nombreuses conséquences en physique atomique et nucléaire, ou il occasionne
des “regles de sélection”. Voir par exemple a I’Appendice E.3 le cas des opérateurs moments
multipolaires électriques.

Ce théoreme nous permet aussi de simplifier encore le probleme de diagonalisation de I'ha-
miltonien H mentionné a la fin du § quand un espace de représentation apparait avec

une multiplicité m,. En repérant par un indice ¢ = 1,---m,, les différentes copies de la repré-

sentation, on a en vertu de ([2.84))

(pailH|pa/i") = baor(pi || H || pi") (2.85)
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et le probleme n’implique plus que la diagonalisation d’une matrice de taille m, x m,.
Exercice. Pour le groupe SO(3), soit K" les composantes d’un opérateur irréductible vectoriel (par
exemple, 'opérateur moment dipolaire de I’Appendice B.3). Montrer en utilisant le théoréme de Wigner-Eckart

que

. . . ‘ (J.K);
K" = Jm Ar 4
<]am1| 1 ‘jam2> <]7m1| |]am2>.7(]+1)
ou (jI? ); désigne la valeur moyenne de J.K dans l'état j. En d’autres termes, on peut remplacer K par sa

. TR,
projection Jij(jﬂ)f .

2.4.5 Forme infinitésimale d’une représentation projective. Exten-
sion centrale
Si G est un groupe de Lie, d’algebre de Lie g, soit ¢, une base de g
[tmtb] = Cabctc .

Dans une représentation projective, examinons la composition de deux transformations infinitésimales de la
forme I 4+ at, et I + Btp. Comme ((I,g9) = ((g,1) =0, (I + aty, I + Btp) est d’ordre af

iC(I + ate, I + Bty) = afzap - (2.86)
Les t, sont représentés par T,, et en développant au deuxiéme ordre, on trouve
eI tota THBR) ] (ote )] (P0) = U (¢*eeftt) = U (e(atﬁﬁtb)e%aﬁ[tu,tb})

aT,

et donc, avec U(ete) = e*Ta etc,

1 1
Oéﬁ (Zabl + §[Ta7Tb} — 2CabcTc> = O

(ce qui prouve que zg, doit étre antisymétrique en a,b). On trouve donc que les relations de commutation des

T sont modifiées par un terme central (¢’est-a-dire commutant avec tous les autres générateurs)
[Ta, Tb] = CabcTC + 2zap .

L’existence de représentation projective peut donc se traduire par la réalisation d’une extension centrale de
lalgebre de Lie. On appelle ainsi la nouvelle algebre de Lie engendrée par les T, et par un (ou plusieurs)

nouveau(x) générateur(s) Cqp commutant avec tous les T, (et entre eux)
[Ta, Tb} = CabcTc + Cap [Cab; Tc} =0 [Cab, Ccd] =0. (2.87)

(Dans une représentation irréductible de 1’algebre, le lemme de Schur nous assure que Cgp, = cqpl.) La trivia-
lité (ou non-trivialité) du cocycle (¢ se traduit sous forme infinitésimale par la possibilité (ou l'impossibilité)

d’éliminer le terme central par une redéfinition des T
T, —To=To+X, [Ta,Ty)=C, T, (2.88)

en exploitant les contraintes sur les C ;¢ et Cgp, provenant de I'identité de Jacobi.

Exercice. Ecrire la contrainte supplémentaire que I'identité de Jacobi met sur les constantes C ;¢ et Cyp.

Montrer que Cyp = C,,° D, en fournit une solution et qu'une redéfinition telle (2.88) est alors possible.
On démontre (Bargmann) que pour un groupe de Lie connexe G, les cocycles sont triviaux si

1. il n’existe pas d’extension centrale non triviale de g;

2. @ est simplement connexe.
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En ce qui concerne le point 1, un théoreme de Bargmann nous assure qu’il n’existe pas d’extension centrale
non triviale pour tout algébre semi-simple, comme celles des groupes classiques SU(n), SO(n), Sp(2n). C’est
donc plutot le point 2 qui nous intéresse. [par contre, Galilée ?]

Si le groupe G n’est pas simplement connexe, on étudie les représentations (disons unitaires) de son recou-
vrement universel G , qui sont des représentations & une phase pres de G (le groupe 71 (G) = G /G est représenté
sur U(1)). C’est le cas des groupes SO(n) et de leur recouvrement universel Spin(n), (par exemple du groupe

SO(3)), ou du groupe de Lorentz O(1,3), comme rappelé plus haut.
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Outre les références déja données dans I'Introduction et au chap. 1,
Théorie générale des représentations

[Ki] A.A. Kirillov, Elements of the theory of representations, Springer.

[Kn] A. Knapp, Representation Theory of semi-simple groups, Princeton U. Pr.

[FH] W. Fulton and J. Harris, Representation Theory, Springer.
Pour la démonstration du théoreme de Peter-Weyl, voir par exemple

[BrD] T. Brocker and T. tom Dieck, Representations of compact Lie groups, Springer.
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Sur les représentations projectives, voir
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Appendix D. “Tenseurs, vous avez dit tenseurs ?7”

Le mot de tenseur recouvre plusieurs concepts reliés mais pas tout a fait identiques. Le but

de cet appendice est d’éclaircir ces choses. . .

D.1. Définition algébrique

Soient deux espaces vectoriels E et I, leur produit tensoriel est par définition ’espace vectoriel
E ® F engendré par les paires (z,y), x € E, y € F, notées z ® y. Un élément de F ® F peut

donc s’écrire

2= 32l @yl (D.1)

avec une somme finie sur des vecteurs 2(® € E, y(® € F (on a absorbé dans le vecteur 2(® un

éventuel coefficient scalaire A\, dans la combinaison linéaire).
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Si A, resp. B, est un opérateur linéaire agissant dans E, resp. F, A ® B est 'opérateur

linéaire agissant dans E' ® F' selon

A® B(zr®y) Az ® By (D.2)
A@BY (™ @y@) = Y A @ By (D.3)

En particulier si & et F' ont deux bases ¢; et f;, z =2 ®y = Zij z'yle; f;, la base de E @ F
et les composantes de z sont indexées par des paires d’indices (7,j), et A ® B est décrit dans

cette base par une matrice qu’on lit sur
(A@B)z= > AwBja'yeif; = (AQ B)ijp2'7 e; @ f; (D.4)
i G
soit
(A® B)ijirje = Aw By (D.5)

formule qui est parfois prise comme définition du produit tensoriel de deux matrices.

D.2. Action d’un groupe

Si un groupe G admet des représentations D et D’ dans deux espaces vectoriels E et F,
x € E — D(g)x = ¢;D;a?, ibid. pour y € F, on définit la représentation produit tensoriel
D ® D' dans F ® F par

D(g)® D'(g)(x ® y) = D(g)x ® D'(g9)y (D.6)

en accord avec (D.2). La matrice de D ® D" dans une base e; ® f; est Dy D]
Autre facon de dire les choses : si x < se transforme par la représentation D « et y par D',

sous 'action de g € G, 2’ = D(g)z, v/ = D'(9)y, t @y — 2’ @ ¢/, avec
(¢ @y)7 = a'y’ = DpDjya’y” (D.7)

autre formule parfois prise comme définition d'un tenseur (sous l'action de G).

La construction que 'on vient de faire des tenseurs 2% de rang 2 peut s’itérer pour construire
des produits tensoriels E} @ Fy ® - -+ E, et des tenseurs 2" de rang p. C'est ce que nous
avons fait au Chap. 0, § , dans la construction des représentations de SU(2) par produits
tensoriels symétrisés de la représentation de spin %, ou au § 6.3 pour celles de SL(2,C) par
produits tensoriels symétrisés des deux représentations a indices pointés (0, %
(1.0

) ou non pointés

Appendix E. Compléments sur les matrices de représentation
de SU(2)

On revient ici sur les matrices D7 des représentations de SU(2) définies au § du Chap.
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E.1. Orthogonalité, complétude, caracteres

Nous faisons appel a la mesure invariante sur le groupe SU(2) introduite au Chap. 1 (§
et Appendice C) pour énoncer des propriétés d’orthogonalité et de complétude des matrices
DJ. Nous avons construit au Chap. 0 toutes les représentations unitaires de SU(2). Selon la

discussion du § 2.3, les éléments des matrices D’ satisfont des propriétés d’orthogonalité et de

complétude
@i +1) [ B D 01027, 0) = Sy (B.1)
> _(2) + )P, (V)DL (U) = 20%6(U,U").
jmn

La fonction §(U, U’) qui apparait dans le second membre de (E.1)) est celle adaptée a la mesure
du(U), telle que [ du(UNS(U,U")f(U') = f(U); dans les angles d’Euler a, 3,y par exemple,

(U, U") =85(a — a')d(cos 8 — cos ) (v — 7)), (E.2)

(voir Appendice C du Chap. 1). La signification de la seconde équation (E.1)) est que les fonctions
Di, (U) forment une base complete sur I'espace des fonctions (continues ou de carré intégrable)
sur le groupe SU(2). C’est le théoreme de Peter-Weyl, qui généralise donc le théoreme de Fourier.

Les caracteres des représentations de SU(2) se déduisent des expressions précédentes

i(U)=x;() = D)= Y ™

m=—j

_ sin(f%y) (E.3)

in %
sin 5

Noter que ces expressions sont des polynomes (dits de Tchebichev de 2eme espece, Chebyshev
dans la transcription anglo-saxonne) de la variable 2 cos ¥ (voir I'exercice D en fin de chapitre).

En particulier

Xo(®) =1 X%(@/J) = 2008% X1(¢¥) =1+ 2cost etc . (E.4)

On est alors en mesure de vérifier toutes les propriétés attendues

unitarité et réalité x; (U™ =x;(U) = x;(U )
parité et périodicité x;(=U) = x;2m +¢) = (=1)%x;(U) (E.5)
orthogonalité fo% depsin® L (1) xj () = w8
complétude 37, o1 x;(¥)x;(¥) = Sm;r%é(z/; ) = mMCOS% — cos )

La derniere exprime que les caracteres forment une base complete des fonctions de classe, c’est-
a-dire des fonctions paires périodiques de %w. On retrouve la une variante du développement

de Fourier.
Les formules de multiplicité (2.57)) conduisent-elle bien aux formules connues ([2.28]) 7
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E.2. Fonctions spéciales. Harmoniques sphériques

On a déja vu a plusieurs reprises qu’un générateur infinitésimal agissait dans chaque représen-
tation comme un opérateur différentiel. Cette propriété est vraie en particulier dans le cas de
SU(2) qui nous occupe ici : les générateurs J; apparaissent comme des opérateurs différentiels
par rapport aux parametres de la rotation, cf. le cas d'un sous-groupe a un parametre exp —i.J1)
ou J = id/0. Cela va donner lieu a des équations différentielles satisfaites par les Dfn,m et
faire apparaitre leur relation avec des “fonctions spéciales” de la Physique Mathématique.

On a déja noté que la discussion des matrices D de Wigner au Chap. 0 § s’applique

non seulement aux matrices de SU(2) mais aussi a des matrices quelconques A = Z du
C
groupe linéaire GL(2,C). L’équation (0.70) du Chap. 0 est donc toujours vraie dans ce cas
Pin(& 1) Zij (&mD2m(A) . [0-70)
La combinaison (a& + ¢n)? ™™ (b€ + dn)’~™ satisfait évidemment
0? 0? L -
— ITOE +dn)y ™ =0 E.6
(00~ ) a6 + eny =@ +an) (5:6)
donc en raison de l'indépendance des Pj,(€,7), les D’ , (A) satisfont la méme équation. Si
maintenant on impose que d = a*, ¢ = —b*, mais p? = |a|* + |b|? est arbitraire, les matrices A
satisfont AAT = p%I, det A = p? donc A= pU, U € SU(2), et (E.6) conduit &
. O? O? )
AD?, (A) =4 D, (A) =0 E.7
Pyl ) =4 (50 + 5 ) Do A (©:7)

ol A, est le laplacien dans 'espace R* des variables ug, u, avec a = ug + iug, b = u; + iusg. [le 4

0 1 0 1
car dans les coordonnées a,a*, g,, = % <1 ) =gt =2 < 0), donc A = %()i P”’\/Ea?,, =4---] En

0 1
coordonnées polaires,

0?2 30 1
Ay=—+- —A E.8
1= 5p T e, T als (E.8)
ol le dernier terme, laplacien sur la sphere S®, n aglt que sur les “variables angulaires” U €
SU(2) (voir Chap. 0, App. 0). Les fonctions D’ étant homogenes de degré 2j en a, b, ¢, d donc

en p, on a finalement
1 , .
GBS DI(U) = G + D)D)y (U) (E.9)

Par exemple, en utilisant la paramétrisation des angles d’Euler, on trouve que (voir (0.122))

[0y L[ O e O |41} D08 ) = 0. (E10)
sin —2co08 f——r a mm = 0. (E.

sin 303 op sm26 da2 0?2 dady a T

Pour m = 0 (donc j nécessairement entier), la dépendence en v disparait (cf. (00.3.14)).

Choisissons par exemple 7 = 0 et effectuons le changement de notations (j,m') — (I, m)

et (B,a) — (0,¢), afin de retrouver des notations traditionnelles. L’équation se réduit a

1 0 9, 1 02 l
[sin@@@ b7+ sin2937)2”(l+1)}9m0(¢,9,0)—0. (B.11)
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L’opérateur différentiel constitué des deux premiers termes est le laplacien Ag2 sur la sphere
unité S?. L’équation (E.11)) définit donc les harmoniques sphériques Y;™(0, ¢) comme vecteurs

propres du laplacien Ag2. La normalisation correcte est que

{2l+1

2| phato0.0 = v 6.0). (6.12)

e Introduisons encore les polyndomes et fonctions de Legendre P,(u) et P/™(u) définies pour [

entier et u € [—1,1] par

B(u) = ﬂw(u - 1) (E.13)
PMu) = (1- u2)5mdd—Pl(u) pour 0 <m <. (E.14)
um

Les polynomes de Legendre P;(u) sont des polynomes orthogonaux sur Iintervalle [—1, 1] avec

le poids 1 : f_ll duPy(u)Py(u) = 5250w Les premiers Py sont

1 1
Ph=1 P =u P2:§(3u2—1) P3:§(5u3—3u) (E.15)
tandis que P? = P, P! = (1—u2)2 P/, etc. Les harmoniques sphériques sont reliées aux fonctions

de Legendre P™(cosf) (pour m > 0) par

6.0 = (- | LIS pposg)ene (E.16)
donc
DL ,(0,0,0) =d’ () = (—=1)™ H;;Zﬂ ’ P™(cosf) = (;j 1)2 (6, 0) . (E.17)

En particulier, d),(0) = P(cosf). En général, d , (6) est relié au polynéme de Jacobi

P ) = (_1?1 (1—u) (1 + Nd% [(1 = u)* (14 )] (E18)

par

| N — T ! e
o= [EH (2) (nt) e
7+m)l(j —m)!

Polynomes de Jacobi et de Legendre relevent de la théorie générale des polynomes orthogonaux dont on

montre qu’ils satisfont des relations de récurrence linéaires a trois termes. Ils satisfont en outre des équations

différentielles. C’est ainsi que les polynomes de Jacobi sont orthogonaux pour la mesure

! atBHip(] Dr(+p+1
e B plaB) \plad)y s 2 (+a+ DI+ 6+1)
/_ldu(l W (14 ) P ) P ) = by e e (E.20)
et satisfont la relation de récurrence
21+ 1)1+ o+ B+ 1)@ +a+ B) P () (E.21)
=@+a+B8+D)[@+a+B)2+a+B+2uta®— P () — 20+a)l+8)2+a+B+2)P4 .
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(a,8) (u)

Le polynéme de Jacobi P, est solution de ’équation différentielle

{(1—u2>d%+[ﬁ—a—<2+a+ﬁ> W I ot B DYE ) =0 (E.22)

Les polynémes de Legendre correspondent au cas a = 3 = 0. Ces relations apparaissent ici comme reliées a
celles des D7. Cela est un phénomene général : de nombreuses fonctions spéciales (Bessel, etc) sont reliées & des
matrices de représentations de groupes. La théorie des groupes permet donc de mettre dans une perspective

géométrique des résultats de 'analyse classique.

e Revenons aux harmoniques sphériques et a leurs propriétés.

(i) Elles satisfont les équations différentielles

(Agz +1(I+1)Y," =0 (E.23)
0
J.Y" = —za—¢Y}m =mY™ (E.24)
et peuvent s’écrire
m _ (_l)l <2l + 1)(l + m>‘ imeo . —m d o s 21
Y,"(0,¢) = ST Tl — ) e?sin”™ 6 Toos 0 sin“ 0 . (E.25)

(ii) Elles sont normalisées a 1 sur la sphere unité et plus généralement y satisfont des propriétés

d’orthogonalité et de complétude

2T T
/ QY™ Yy = /0 d¢ /0 dO sin 0 Y™ Y = 0l (B.26)

iiyzm* Y, ) = o)== 7

sin 0
=0 m=—1

= §(cosf —cos®)o(p — ) (E.27)

(iii) On peut considérer Y;™(0, ¢) comme fonction du vecteur unitaire n d’angles directeurs 6, ¢.

Si le vecteur n est transformé en n’ par la rotation R, on a
Y (') = V7" (0)D'(R) (E.28)

ce qui exprime que les Y, se transforment comme des vecteurs de la représentation de spin /.

(iv) On vérifie sur 'expression ci-dessus les relations de symétrie en m
Y™ (07 ¢) = <_1)m}/l_m('97 ¢) (E29)
et de parité
Y"™Mr = 0,0 +m) = (=1)'Y"(0,9) . (E.30)

Noter qu’a 8 = 0, Y;(0, ¢) s’annule sauf pour m = 0, cf. (E.13] [E.16).
(v) Les harmoniques sphériques satisfont aussi des relations de récurrence de deux types : celles

issues de l'action de Ji, opérateurs différentiels qui agissent selon ({0.116))

etie iaae + zcotg@ 0 = VIl +1) —m(m £ 1)y ! (E.31)
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et celles provenant de la multiplication des représentations de spin 1 et [,

mcosmm:(“*m)“‘m)f ZT1+<<l+m+1><l_m+1))é mo (B.32)

20—-1 20+ 3

On a plus généralement la formule de produit

(20 + 1)(20 + 1)]5 -

Y™ (0,) /”’(9,@=Z<lm;1’m’\f:,m+m’>{ LT | @9, (B3

L

(vi) Finalement citons la tres utile “formule d’addition”

20+1
Py(cosb) Y, (n)Y,™ E.34
Ry mz (x) (.34)
ou 6 désigne 'angle entre les directions n et n’. Cette formule peut se vérifier en démontrant
que le membre de droite satisfait bien les équations différentielles satisfaites par P, (exercice 1
ci-dessous).

Exercices.

1. Démontrer que le polynéme de Legendre P, vérifie
(Ag2 +1(1+1)) P(nn') =0

comme fonction de n ou de n’, ainsi que (J+J') P, =0 ou J et J’ sont les générateurs des rotations de n et
n’ respectivement. En déduire qu’il a un développement sur les harmoniques sphériques donné par le théoréme
d’addition de (E.34)) (On rappelle que P;(1) = 1).

2. Montrer qu'une fonction génératrice des polynomes de Legendre est

l
P (u E.35
V1-2ut+ 2 Z 1 (E-35)

On pourra vérifier que I'équation différentielle des P, (cas particulier de (E.22) pour a = 8 = 0) est bien
satisfaite et que les coefficients P, apparaissant dans cette formule sont bien des polynémes en u. En déduire

I'identité (on suppose r’ < ),

1 = ot )
o Z TlHPz(COS 0) = Z T—HWYZ ()Y (n') . (E.36)
1=0

s

Les expressions des premiers Y;” peuvent étre utiles

1
Yy = —
0 Var
3 3 -
o_ ./ 1 [0 g Eid
Y] 1 08 7 Y] F/ 5, sin fe (E.37)

15 , /| 15 ,
3cos’ ) — 1) Y;H' = F4/==cosfsinfe*? Y2 = 378111 20 et
T

0
Yo = 167 ( 8
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E.3. Applications physiques
E.3.1. Moments multipolaires
On considére un potentiel créé par une distribution de charge statique p(7)

s — / &' p(7)

47eg |7 — 7|

et on le développe sur les harmoniques sphériques selon (E.36[). II vient

I 1 ™)
= — E — m E.38
o) €0 20+ 1 ritd @ ( )
ou les )y, définis par
Qum = /d%'p(?’)r'l}ﬁm(n’) (E.39)

sont les moments multipolaires de la distribution de charge p. Par exemple, si p(7) = p(r) est

invariant par rotation, seul Qg est non nul, égal a la charge totale (a 1/v/47 pres)

Qu = = = Vix [ 2ot o) =

Pour un p(7) quelconque, les trois composantes de )y, reconstruisent le moment dipolaire

[ &' p(7")7. Plus généralement, sous leffet des rotations, les @, forment les composantes

d’un opérateur tensoriel se transformant selon la représentation de spin [ (et cf. , de
parité (—1)!).

En Mécanique Quantique, les @)y, deviennent des opérateurs. On peut leur appliquer le

théoreme de Wigner-Eckart et en conclure que

(J1,m1|Quml g2, ma ) = (J1l|Qill72 ) (1, ma|l, m; G2, ma)

avec un élément de matrice réduit indépendant des m_. En particulier, si j; = jo = j, la valeur

moyenne de (J; n’est non nulle que pour [ < 2j.

E.3.2. Etats propres de moment angulaire en Mécanique Quantique
Les harmoniques sphériques peuvent s’interpréter comme les fonctions d’onde dans les coor-

données 0, ¢ des états propres du moment angulaire L=h]=h"AV

V"0, ) = (0, 0[l,m)

en analogie avec
1

™ = (19

(On a pris h = 1.) En particulier, supposons que dans un processus de collision décrit par un

Hamiltonien invariant par rotation, un état d’impulsion initiale p; selon I'axe des z, (c’est-a-dire
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6 = ¢ = 0), interagit avec un certain centre diffuseur et ressort dans un état d’impulsion p,

avec |p;| = |ps| = p, selon la direction n = (0, ¢). On écrit 'amplitude

(p.0.0[T|p,0,0) = > Y™0,8)(p,l,m|T|p,I',m")Y;"*(0,0)

'mm/

= > Y"™(0.6){p.L m|T|p,1,m)Y™"(0,0) (E.40)
m

= Zl: 26; 17}(]))]31((:08 6)

selon a nouveau la formule d’addition et ( plm|7 |pl'm’') = 610 Zi(p) exprimant U'invariance
par rotation. C’est le développement en ondes partielles de 'amplitude de diffusion, tres utile

dans 'analyse des résultats expérimentaux et dans la modélisation.
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Exercices et problemes du chapitre 2

A. Représentations unitaires d’un groupe simple

Soit G’ un groupe simple non abélien. Soit D une représentation unitaire de G.

1. Montrer que det D est une représentation de dimension 1 du groupe, et que c¢’est un homomorphisme du
groupe dans le groupe U(1).

2. Que peut-on dire du noyau K de cet homomorphisme ? Montrer que tout “commutateur” gig29; ! gy !
appartient a K et que K ne peut donc étre trivial.

3. En conclure que la représentation est unimodulaire (de déterminant 1).

4. Peut-on appliquer cet argument & SO(3) ? & SU(2) ?

[Exemple : les représentations unitaires de SO(3) sont a priori unimodulaires, donc les générateurs infi-
nitésimaux de trace nulle, ce qu’on constate bien sur la construction explicite des représentations de spin j
entier. (Pour le groupe SU(2), qui n’est pas simple, le méme argument ne peut étre appliqué, mais la conclusion

demeure, comme on le sait : toutes les représentations unitaires de SU(2) sont unimodulaires.)]

B. Représentation adjointe

1. Montrer que si ’algebre de Lie g d’'un groupe de Lie G est simple, la représentation adjointe de G est
irréductible. [Si elle ne I'était pas, elle laisserait un sous-espace b de g invariant : Vg € G Ad(g)h = ghg™' C b, et
donc, en en prenant 'action infinitésimale, [g, h] C h et h serait donc un idéal de g ce qui contredit ’hypothese
de simplicité. QED.]

2. Montrer que si g est semi-simple, sa représentation adjointe est fidele : kerad = 0. [Si elle ne 1’était
pas, kerad # 0, donc 3X : ad X = 0, c’est-a-dire IX,VY : [X,Y] = 0, donc kerad forme un idéal abélien,

contradiction avec semi-simplicité.]

C. Produit tensoriel D @ D*

Soit G un groupe compact. Soient D(?) ses représentations irréductibles. On note D) la représentation
identité, D(?) la représentation conjuguée de D).

Quelle est la multiplicité de D) dans la décomposition en représentations irréductibles de D) @ D(@) ?

D. Polynomes de Tchebichev

Soit 1'expression
sin(l +1)6

1= -
sin 6

ou [/ est un entier > 0.

1. Par un calcul trigonométrique élémentaire, exprimer U;_; + U1 en fonction de U;, avec un coefficient
indépendant de [.

2. En déduire que U; est un polynéme en z = 2 cos 6 de degré I, qu’on notera Uj(z).
3. Quelle est l'interprétation groupiste du résultat obtenu en 1) ?

4. Avec le minimum de calculs supplémentaires, que peut-on dire de

% /_1 dz (1= 2%)2 Uy(2)Ur (2)

et
%[1 dz(1— 22)% Ui (2)Up (2)Upi (2) 7

Les Uj(z) sont les polynémes de Tchebichev (Chebyshev dans la transcription anglo-saxonne) de 2éme espéce.
Ils sont orthogonaux (la premiere des relations de la question 4) et satisfont une relation de récurrence a trois

termes (question 1), qui sont deux propriétés générales des polyndémes orthogonaux.

E. Harmoniques sphériques
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Montrer que l'intégrale
/ 4™ (0, 6)Y." (0, 6)Y;"™ (0, )

est proportionnelle au coefficient de Clebsch-Gordan (—1)™3 (11, my;la, ma|ls, —mg ), avec un coefficient indépendant

des m qu’on déterminera.

Probleme I. Décomposition d’une amplitude

On considére deux représentations réelles et unitaires (p) et (o) d’un groupe de Lie simple compact G de

dimension d. On note |p, ), resp. |o, 5 ), deux bases de ces représentations, et T(i’;), , Tesp. T(g?“, a=1,---d,les

matrices de représentation d’une base de ’algebre de Lie orthonormée pour la métrique de Killing. Ces matrices

sont supposées antisymétriques réelles et satisfont donc tr T%T® = —§,;,. On va s’intéresser a la quantité

(yﬂ a’ﬁ/ = ZTO(LZ)/G é%?a . (289)

Pour simplifier I’écriture, on supposera que toutes les représentations apparaissant dans le produit tensoriel des
représentations (p) et (o) sont réelles et sans multiplicité. Soit |7y ) une base d’une telle représentation. On

introduit alors les coefficients de Clebsch-Gordan (réels) qu’on écrit comme des matrices
(M) = (rlpasos) (2.90)

1. Rappeler pourquoi ces coefficients satisfont des propriétés d’orthogonalité et de complétude qu’on écrira.
2. En déduire qu’on peut écrire
X o — ( <m>) (T<p>a <m>T<o>a) , 2.91
aﬁ’a B Z M a,G M o/ﬁ’ ( )
™y

3. En faisant agir le générateur infinitésimal T'* sur les deux membres de la relation

pazos) =" (M) |r) (2.92)
T,y llﬁ
montrer qu’on obtient

; Té;}“ (M(TV’))QB - ; (M(Tv)>a,ﬂ (TP) 0 + Z (M(m))ag/ (T)%) 5,5 (2.93)

’
my

ou encore en termes de matrices de dimensions dim(p) x dim(o)

ZT(T)CL — —7Wa (™) 4 pmOnlo)a (2.94)

4. En utilisant de fagon répétée cette relation (2.94]) dans (2.91f), montrer qu’'on a

1
Xagiag = 5 D (Cp+Co = Cr) (M) (M) 2.95
B B 2;( b+ ) o5 v (2.95)
ou les C sont les opérateurs de Casimir quadratiques, par exemple

Cp=—>» (T2, (2.96)

a

5. Pourquoi peut-on dire que les “grandes représentations” 7 tendent & rendre le coefficient (C, + C» — C-)
de plus en plus négatif 7 On pourra prendre I'exemple de SU(2) avec p et o deux représentations de spin
(entier) égal a j.

6. Pouvez-vous imaginer une théorie de champs dans laquelle le coeflicient X,3.q/3 apparaitrait dans une
amplitude de diffusion & deux corps (& lapproximation en arbres)? Quelle conséquence la propriété

discutée aurait-elle sur cette amplitude ?
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F1GURE 2.2 — Diagramme de Bratteli : construction graphique des n,

Probleme II. Produit tensoriel dans SU(2)

1. On considere la représentation IR 1 de spin % de SU(2) et on veut calculer le nombre n, de fois ou la re-
présentation identité apparait dans la décomposition en représentations irréductibles du produit tensoriel

de r copies de R%.
(a) Interpréter n, en termes du nombre d’invariants linéairement indépendants multilinéaires en &1, - - - , &,
ou les &; sont des spineurs se transformant selon la représentation R 1
(b) Par convention ng = 1. Sans aucun calcul, que valent ny et ny ?

(¢c) Montrer que l'on peut exprimer simplement n, & l’aide d’une intégrale impliquant les caracteres
X; (1) de SU(2), cf les formules (A.3-A.5) du chapitre 2 du cours. (On ne cherchera pas & calculer
explicitement cette intégrale pour r arbitraire.)

(d) Vérifier que cette formule donne bien les valeurs de n; et ny obtenues au b).

(e) On va montrer que l'on peut aussi obtenir les n, par la méthode graphique et récursive suivante.
Sur le graphe de la Fig. 1, on attache ng = 1 au sommet le plus & gauche, puis a chaque sommet .S,

la somme o« = 3 4 v des nombres situés aux sommets situés a sa gauche et directement reliés a S.

i. Montrer que les n, sont les nombres figurant sur ’axe horizontal. Quelle est I'interprétation
des axes horizontal et vertical 7

ii. Calculer avec cette méthode la valeur de ny et ng.
2. On cherche a répéter ce calcul pour la représentation Ry de spin 1, et donc & déterminer le nombre N,
de fois ou la représentation identité apparait dans le produit tensoriel de r copies de Ry.

(a) Comment le graphe de la Fig. ?? doit-il étre modifié pour obtenir les N,. 7

(b) Calculer ainsi N3, N3 et Ny. [Ng,---,N5,=1,0,1,1,3,6,--- : “nombres de Motzkin” |
(¢) Que représentent ces nombres en termes de vecteurs Vi, -+, V,. se transformant selon la représen-
tation R; ? [Le nombre d’invariants indépendants multilinéaires en Vi, , V... |

Probleme III. Représentations réelles, complexes et quaternioniques
Question préliminaire

Etant donné un espace vectoriel E de dimension d, on note E ® E lespace des tenseurs de rang 2 et
(E® E)g, resp. (F ® E)_4, espace des tenseurs de rang 2 symétriques, resp. antisymétriques, appelé encore
produit tensoriel (anti)symétrisé. Quelle est la dimension des espaces EQE, (EQE)s, (EQFE)4? [d?, d(d+1)/2,
d(d-1)/2]
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Chap.2. Représentations linéaires des groupes

A. Représentations réelles et quaternioniques

1.

10.

Soit G un groupe compact. Si D(g) est une représentation de G, montrer que D! T(g) en est une autre,
qu’on appelle la représentation contragrédiente. [g — D~'7(g) est bien un homomorphisme de groupe

comme on le vérifie immédiatement. |

[g+— D717 (g) est bien un homomorphisme de groupe comme on le vérifie immédiatement. ]

. Rappeler sommairement pourquoi on peut toujours supposer que les représentations de G sont unitaires,

ce que l'on fera dans la suite. [Si G est compact, on peut unitariser ses représentations, cf le cours ]

Montrer que la représentation contragrédiente s’identifie alors a la représentation complexe conjuguée.
[On a alors D~ 7(g) = D™ (g) = D*(g) ]

On suppose que la représentation unitaire D est (unitairement) équivalente & sa contragrédiente (ou sa

conjuguée). Montrer qu’il existe une matrice S (unitaire) telle que
D=Sp1Tg-1 (2.97)

unitairement equivalente a D™ = unitaire t.q. .
D unitai t équivalente & DT < 3S unitaire t 1

Montrer que (2.97) signifie que la forme bilinéaire S est invariante. [(1) se récrit D;; D;jr Sy = S5 qui

exprime bien I'invariance de la forme S.]

Cette forme est-elle dégénérée ? [S unitaire donc det S # 0, forme non dégérée. |

Montrer en manipulant (2.97) que
DSS™'T =85~ 1TD . (2.98)

[Transposant (1) on a DT = S7TD=1ST qu'on reporte dans (2.97) : D = SS=TDSTS~! qui donne
(12.98)). ]

Montrer alors que si D est irréductible, S = AST | avec A2 = 1. [SS~!T entrelace D avec elle-méme, donc,
lemme de Schur, SS™!7 = XI, S = AST, A2 =1]

En conclure que la forme invariante S est soit symétrique soit antisymétrique. [Si A = 1, resp. = —1, la
forme S est symétrique, resp. antisymétrique. |

Dans le premier cas (symétrique), la représentation est dite réelle, dans le second (S antisymétrique), elle

est dite pseudoréelle (ou quaternionique). On peut montrer que dans le premier cas, il existe une base
sur R dans laquelle les matrices de la représentation sont réelles, et qu’il n’en existe pas dans le second.

Connaissez-vous un exemple du second cas ? [La représentation de spin % de SU(2) est “pseudoréelle”. |

B. Indicatrice de Frobenius—Schur

1.

Soit G un groupe fini ou un groupe de Lie compact. On repére ses représentations irréductibles par un
indice p et on note x () (g) leur caractere. Soit x(g) le caracteére d’une représentation arbitraire, réductible

ou non.

(a) Pour toute fonction F' sur le groupe fini G, on note ( F') sa moyenne

1
(F)=1ar > F(g) . (2.99)

geqG

Par quoi faut-il remplacer cette définition dans le cas d’un groupe de Lie compact (et d’une fonction
F' continue) ? [Il faut substituter a ﬁ > gec lintégration sur le groupe avec la mesure de Haar

normalisée du(g)/v(G). |
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(b) - Rappeler pourquoi ( x) est un entier et ce qu'’il vaut.
- Si p dénote la représentation conjuguée de la représentation irréductible p, rappeler pourquoi
(X(p) X(ﬁ)> = 1 et ce que cela implique sur la décomposition en représentations irréductibles de
p® p. [{(x) est la multiplicité de la représentation identité dans la représentation considérée;
( X(p)x(ﬁ)> = 1 est une des relations d’orthogonalité entre caracteres irréductibles, elle implique
que la représentation identité apparait toujours une fois et une seule dans la décomposition en

représentations irréductibles de p @ p. |

(c) Montrer qu'une représentation irréductible p est équivalente & p si et seulement si

(@) ) =1.

Que vaut cette expression si p n’est pas équivalente & p? [La méme relation d’orthogonalité de
caracteres irréductibles dit que <X(ﬂ) X(&)> = 0,0, donc I'expression ci-dessus vaut 1 ssi p ~ p, et 0

sinon. |
2. On considere la représentation D(?) agissant dans un espace E, et son carré tensoriel D) ®2 qui agit
sur les tenseurs de rang 2 de £ ® F.

(a) Ecrire explicitement Daction de D®) ®2 sur un tenseur ¢t = {t/},
Fi i —

[tqzj s i — D(ﬂ)li’D(p)ajlti/j’_]

(b) Montrer que tout tenseur de rang 2, t = {t¥}, est la somme dun tenseur tg symétrique et
d’un tenseur t4 antisymétrique dans leurs deux indices, se transformant selon des représenta-
tions indépendantes. Ecrire explicitement les matrices de transformation de tg et t4 en veillant
bien aux propriétés de symétrie des objets considérés. [Les tenseurs de rang 2 symétriques, resp.

antisymétriques, se transforment selon

ij ij 1 i j i j i'5
£ t/SJ _ 3 (D(P) . (g)'D(p)jj,(g) + D(P) . (g)D(P)Jj/(g)) 7

A A A

]

(c) Montrer que les caractéres des représentations des tenseurs symétriques et antisymétriques sont

respectivement

K5 () = % ()2 £x(gY) - (2.100)

[Cela s’obtient en prenant la trace des matrices de la question précédente.]

(d) Que valent ces caracteres pour g = e, I'identité dans le groupe ? Ces résultats étaient-ils prévisibles ?

(p®@p)

[Pour ¢ = e, on a x i(e) = dim Ds = 3d(d £ 1), dimensions des espaces de tenseurs

symétriques, resp. antisymétriques de rang 2, dans un espace de dimension d, cf Question préliminaire.

]

3. On définit alors I'indicatrice de Frobenius—Schur de la représentation irréductible p par
ind(p) = (x"(g%)) - (2.101)
(a) Montrer en utilisant les résultats du 2. que l'on peut écrire

ind(p) = (xP#Ps ) — (e ) .

[Trivial & partir de (2.100)).]
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(b) Montrer en utilisant les résultats du 1. que

(X' (9))?) = (xPEPs ) 4+ (x(PEP)a )

prend la valeur 0 ou 1, selon des cas que l'on précisera [C’est égal & 1 ou 0, selon que p ~ p ou non,
cf question 1.c).]

(¢) - Montrer que ( x(P®P)s ) et ( x(P@P)a) sont des entiers non négatifs, et qu'ils fournissent une mul-
tiplicité que I'on précisera. [( x(P®P)s ) et ( x(P@P)a) sont des entiers (cf question 1.b)), qui donnent
la multiplicité de la représentation identité (c’est-a-dire le nombre d’invariants) dans (p® p)g, resp.
(p®p)a.]

- Montrer que finalement 'indicatrice de Frobenius-Schur ne peut prendre que les trois
valeurs 0 et +1 selon des cas que l'on précisera. [Si p ~ p, leur somme est 1, leur différence est donc
ou bien 1 ou bien —1; si p +/ p, leur somme est 0, donc leur différence est nulle. On a donc trois
cas
1 sip~pet (xP2)s) =1
indlp] =q¢ 0 siptp
—1 sip~pet (xPEPIa) =1

]

(d) Commentez la relation entre cette discussion et celle de I'exercice A.
[Dans le premier cas, ot { x(?®P)s ) = 1, qui signale I'existence d'un tenseur (ou forme) invariant(e)
bilinéaire symétrique dans V() @ V(¥ la représentation est réelle, selon la terminologie du A ;
dans le dernier cas, ou la forme est antisymétrique, la représentation est quaternionique. Enfin, la
représentation est complexe si elle n’est pas équivalente a sa conjuguée. |
4. % On se restreint au cas d'un groupe fini. Pour tout h € G, on définit Q(h) :== >, ind(p)x® (h).

Démontrer le

Théoréme. Q(h) = #{g € Glg*> = h}

[Proof . Q(h) = (32, x”(g%)x?)(h) (since only representations p ~ p contribute, we may drop the com-

plex conjugation of the second character). The sum over p gives &%(5[92]%]. Thus Q(h) = ﬁ > gec 0121 1n]-

But each element in [h] has the same number of “square roots” : h = g2 < h/ = yhy™! = (ygy~1)% = g2

and g1 # g2 & ¢; # g5. Hence Q(h) = 1/|[h]|#{solutions of [g?] = [h]} = #{solutions of g% = h}, qed. |
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Chapitre 3

Algebres de Lie simples, classification

et représentations

3.1 Sous-algebre de Cartan. Racines. Forme canonique
de ’algebre.

On considere une algebre de Lie g semi-simple (pas d’idéal abélien). [On pourrait méme supposer
g simple en vertu du théoreme de décomposition du chapitre 1, § 3.7. ] On se propose de construire une

forme canonique des relations de commutation calquée sur le cas de SU(2)
/., Ju] = £Jy [y, J]=2J, . (3.1)

Il sera important de considérer 1’algebre sur C, c¢’est-a-dire d’utiliser C comme corps de nombres
(au prix de la complexifier si elle était réelle). La représentation adjointe va étre utilisée. Comme
elle est fidele pour une algebre semi-simple (ad X = 0 = X = 0), cf exercice B du Chap. 2, on
ne perd pas d’information.

Il peut etre utile de se rappeler que I'algebre complexe a une version réelle compacte dans
laquelle les constantes de structure réelles conduisent a une forme de Killing définie négative,
et, les représentations y étant unitarisables, les éléments de 'algebre de Lie (générateurs in-
finitésimaux) peuvent étre considérés comme hermitiens soit comme antihermitiens, selon nos

besoins.

3.1.1 Sous-algebre de Cartan

On définit d’abord la notion de sous-algébre de Cartan. On appelle ainsi une sous-algebre
abélienne mazimale de g telle que tous ses éléments sont diagonalisables (donc simultanément
diagonalisables) dans la représentation adjointe, donc dans toute représentation. Le fait qu'une

telle algebre existe est non trivial et doit étre établi, mais nous I’admettrons.
Si on choisit de travailler avec la version réelle unitaire de la représentation adjointe, les éléments de g sont

des matrices hermitiennes, et les matrices de hh qui commutent entre elles sont simultanément diagonalisables.
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Cette algebre de Cartan n’est pas unique, mais on démontre que deux choix distincts sont

reliés par un automorphisme de 1’algebre.
Ainsi si g est l'algebre de Lie d’un groupe de Lie G et si h est une sous-algebre de Cartan de g, tout conjugué

ghg~! de b par un élément quelconque g de G est aussi une sous-algebre de Cartan.

Soit h une telle sous-algebre de Cartan. Soit ¢ sa dimension, elle est indépendante du choix
de b et on I'appelle le rang de 'algebre g. Pour su(2), ce rang est 1, (le choix de J, par exemple) ;
pour su(n), le rang est n — 1. En effet, pour su(n), une algebre de Cartan est engendréeﬂ par

les matrices diagonales de trace nulle. Une base en est donnée par les n — 1 matrices

H, = diag(1,-1,0,---,0), Hy =diag(0,1,—-1,0,---,0),---, H,_y =diag(0,---,0,1,—1) .

(3.2)
Une matrice quelconque de 'algebre de Lie (dans cette représentation), (anti-)hermitienne et
de trace nulle, est diagonalisable par une transformation unitaire; sa forme diagonale est de
trace nulle et s’exprime donc comme combinaison linéaire des h; ; la matrice de départ est donc
conjuguée, par une transformation unitaire, d’'une combinaison linéaire des h;. Cette propriété
est générale, et on démontre (Cartan, cf [Bu], chapitre 16) que

Si g est I’algebre de Lie du groupe G, tout élément de g est conjugué par G d’un élément de §.

Application. Forme canonique des matrices antisymétriques. En utilisant ce théoréme, démontrer la

Proposition Si A = A* = — AT est une matrice réelle antisymétrique de dimension N, alors on peut trouver

0 .
une matrice orthogonale réelle O telle que A = ODOT ou D = diag(( lg) ) si la dimension
—Hy
J

j=1,---,n

0 .
N =2n et D = diag (0, ( Mj) ) si N =2n+ 1, avec des p; réels.
—Hj _
j=1,---,n

Si on s’autorise a complexifier les matrices orthogonales, on peut complétement diagonaliser la matrice A sous

L 0 L 0
la forme D = diag ( W . ) ou D = diag (0, g . ). Pour une démonstration ne

0 —iyy il 0 —ipy il
faisant appel qu’a la théorie des matrices, voir par exemple [M.L. Mehta, Elements of Matriz Theory, p 41].

[Proof : the eigenvalues of A are purely imaginary (or zero). Let X + iY be an eigenvector of A for the

e-value ij. Then AX = —puY, AY = pX, and XTAX = —(XTAX)T = —uXTY = 0. Thus if u # 0,
XTY = 0. Moreover, since XTAY = pXTX and YTAX = —uYTY = —(XTAY)T = —puXT X, one may
normalize simultaneously XX = Y7Y = 1. Then by Schmidt orthogonalization procedure, one may construct

an orthogonal matrix, whose first two columns are X and Y, O; = (X,Y, Q). Let us compute

X7 0 p XTAQ, 0 u 0
YTIAXY Q)=|—-pn 0 YTAQ, | =|-p O 0
Q7 0 0 QTAQ 0 0 QTAQ

where the last form follows from the antisymmetry of the lhs. One may then iterate, and construct a matrix O
satisfying the property of the Lemma.]
3.1.2 Base canonique de I’algebre de Lie

Soit H;,2=1,--- ,¢ une base de h. Il est commode de choisir les ad H; hermitiens. Par définition

[H;, Hj| = 0 (sous-algebre abélienne), ou plus précisément puisqu’on est dans la représentation

1. Nous nous plagons momentanément dans la représentation “de définition” (matrices n X n) et non plus

dans la représentation adjointe.
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adjointe,
[ad Hi; ad Hj] =0. (33)

[[ad H;,ad H;] = 0 = ad [H;, H;] < [H;, H;] = 0] On peut diagonaliser simultanément ces ad H;. On
en connait déja des vecteurs propres de valeur propre nulle puisque Vi, j, ad H; H; = 0, et on

peut trouver un ensemble de vecteurs propres F, indépendants des H;

ad H; E, = ag)E, (3.4)
c’est-a~dire un ensemble d’éléments de g tels que

[Hi, Es] = a@ By (3.5)

avec des ay;) pas tous nuls (sans quoi la sous-algebre abélienne h ne serait pas maximale).
L’espace h*. Dans ces expressions, les a(; sont les valeurs propres des opérateurs ad H;.
Puisqu’on a choisi les ad H; hermitiens, leurs valeurs propres ;) sont réelles. Par combinaison

linéaire, pour un élément arbitraire de b écrit H =Y, h'H;,
ad HE, = a(H)E, , (3.6)

ou la valeur propre de ad H sur E, est o(H) = ), hia(i), qui est une forme linéaire sur
h. (Rappel : d'une fagon générale, les formes linéaires sur un espace vectoriel E forment un
espace vectoriel E*, appelé I’espace dual de 'espace E.) On peut donc considérer la racine a de

composantes o ;) comme un vecteur de I'espace dual de b, donc o € h*. Noter que o(H;) = ).

[Réalité de a.. En outre, les matrices H; (toujours dans la représentation adjointe) ont pour éléments de

matrice ad (H;),> = iC,,", qui sont antisymétriques imaginaires pures. Leurs valeurs propres non nulles viennent

donc en paires de nombres réels et opposés

ad (HZ) Ea = a(i)Ea ad (Hl) E,a = —Oz(i)E,a .

Les racines jouissent des propriétés suivantes

— (i) si « est une racine, —«a en est une autre;

— (ii) l'espace propre correspondant a la valeur propre « est de dimension 1 (pas de multi-

plicité) ;

— (iii) si a est une racine, les seules racines de la forme Ao sont +a;

— (iv) les racines « engendrent tout I'espace dual h*. (voir exercice).

Pour une preuve des points (i-iii), voir plus bas, pour (iv), voir Exercice A.

Nombre de racines. Les matrices H; ayant été supposées diagonalisables, le nombre de leurs
vecteurs propres E,, plus celui de leurs vecteurs propres H; de valeur propre nulle doit étre égal
a la dimension de 'espace, ici la dimension d de la représentation adjointe (donc la dimension
de l'algebre g). Comme toute racine non nulle vient accompagnée de son opposée, le nombre
de racines a non nulles est pair et égal a d — ¢. On note A 'ensemble des racines.

Dans la base {H;, E,} de g, la forme de Killing prend une forme simple

(H;, E,) =0 (Ea, Ez) =0  saufsi a+5=0. (3.7)
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En effet (H,[H', E,]) = a(H')(H, E,,), mais aussi, en utilisant la définition de la forme de Killing et la cyclicité
de la trace

(H,[H',E,]) =tr(ad Hlad H',ad E,]) = tr ([ad H,ad H'| ad E,,) = 0 (3.8)

puisque [ad H,ad H'] = 0. Il en découle que VH, H' € b, a(H')(H, E,) = 0, donc que (H, E,) = 0. De méme
([H’ Ea]>Eﬁ) = O‘(H)(EavEﬁ) = —(Ea, [H7 Eﬁ]) = —ﬁ(H)(Ea,E,g> (39)

a nouveau par la cyclicité de la trace, et donc (E,, Eg) =0si 3H : (a+ 3)(H) # 0, c’est-a-dire si a« + 5 # 0.

Noter que le point (i) découle simplement de (3.7) : si —« n’était pas racine, E, serait orthogonal & tous
les éléments de la base donc a tout élément de g, et la forme serait dégénérée, contrairement a I’hypothese de
semi-simplicité. Pour une démontration élégante [(mais partielle pour (iii) puisqu’il ne considere que k € Z]des
points (ii) et (iii), voir [OR, p. 29].

La restriction de cette forme a la sous-algebre de Cartan h est non-dégénérée, sans quoi on
aurait 3H € h, VH' € h : (H,H') =0, mais (H, E,) = 0, autrement dit VX € g, on aurait
(H, X) = 0 donc la forme serait dégénérée sur g, contrairement a I’hypothese de semi-simplicité
et a un des théoremes de Cartan (cf. Chap. 1, § 4.4). La forme de Killing étant non-dégénérée

sur b, elle induit un isomorphisme entre h et h* : & o € h* on associe I'unique H, € h tel que
VHeb (H,H):=a(H), (3.10)

et ayy = a(H;) = (Hq, H;). (Autrement dit on résout le systéme linéaire g;;h!, = a(;) qui est de
Cramer puisque g;; = (H;, H;) est inversible.) On a aussi une forme bilinéaire sur h* héritée de

la forme de Killing
<Oé,ﬂ> = (HonHﬁ) ) (311)

dont nous allons faire usage au § 2 pour étudier la géométrie du systeme de racines.
Il reste a découvrir les relations de commutation (les crochets) des E, entre eux. En utilisant

I'identité de Jacobi, on trouve que
ad Hi[EOH Eﬁ] = [Hiv [EOH Eﬁ“ - [EOM [Hi7 Eﬂ] - [E57 [H”h EC!H - (a + 6)(1') [EOM Eﬁ] . (312)

En invoquant I'absence de multiplicité, on voit que trois cas se présentent. Si o + [ est une
racine, [E,, 3] est proportionnel a E, g, avec un coefficient de proportionnalité N,g dont on
montrera plus bas (§ 2.1 et exercice C) qu’il est non nul. Si & + 5 # 0 n’est pas une racine,
[E., Eg] doit s’annuler. Enfin si a4 =0, [E,, E_,] est un vecteur propre de tous les ad H; de

valeur propre nulle, donc [E,, F_,] = H € h. Pour déterminer cet H, procédons comme dans

(3-9)

(H;,[Eo, E_,]) = tr(ad H;[ad E,,ad E_,]) = tr ([ad H;,ad E,]ad E_,,)
= ai)(Ba, E-a) = (H;, Ho)(Ea, E-a) (3.13)

donc

[Fu, E_o] = (Eu, E_o)H, . (3.14)

Pour récapituler, nous avons construit une base canonique de 1’algebre g
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[Hi7 Hj] =0
iu Cv = Oé
aBEa+ﬁ si o + 3 est une racine BT)
Ea,Eg Ea,E a si Oé—i—ﬁ:()
sinon

Jusqu’a ce point, nous n’avons pas fixé la normalisation des H; et des E,. Il est usuel de
choisir, en accord avec (3.7)

(Hi, H]) - 52’]‘ (Ea, Eﬁ) = 5a+ﬁ,0 . (315)

(En effet la restriction de la forme de Killing a b, apres la multiplication par ¢ a laquelle on a
procédé pour rendre les ad H; hermitiens, est définie positive.) Avec cette normalisation, H,
défini plus haut par (3.10) satisfait aussi

Hy,=a.H:=a;H; . (3.16)
Noter que E,, E_, et H, forment une sous-algebre su(2)
[Hy, E1o) = £ {a,a) By, [Ey, E_o] = Hy, . (3.17)

(C’est en fait H,/(a, ) que nous identifions a J,, et cette normalisation va étre utilisée plus
bas.) Toute algebre semi-simple contient donc une algebre isomorphe a su(2) associée a chacune
de ses racines.

Noter qu’avec les normalisations de , la métrique de Killing s’écrit dans la base
{H (2] Eon Efa}

Gab = . (318)

0 1
10

ol le premier bloc est une matrice identité de dimension ¢ x /.

3.2 Géométrie des systemes de racines

3.2.1 Produits scalaires de racines. La matrice de Cartan

Comme noté en(3.11)), 'espace des racines, c’est-a-dire 'espace (de dimension ¢, cf (iv) ci-dessus)

engendré par les d — ¢ racines « hérite de la métrique euclidienne de b

(o, B) := (Hu, Hg) = a(Hpg) = B(H,) = (. H, 3. H) = Za(z @ > (3.19)
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ou les différentes expressions visent a familiariser avec les notations rencontrées ci-dessus.
(Seules les deux dernieres expressions dépendent du choix de normalisation (3.15).) On va
montrer que la géométrie —longueurs et angles— des racines est fortement contrainte. Il suffit de

se rappeler les lecons de 'algebre su(2) : dans une représentation de dimension finie, J, a des

valeurs propres entieres ou demi-entieres. Donc ici, ou chaque <f‘; > joue le role d'un J, et a les
Ej3 pour vecteurs propres, ad H,Eg = («, 5 ) Ejg, c’est-a-dire
[Ho, Egl = (o, B)E3 (3.20)
nous concluons que
AP o en (3.21)
(o, )

Chaines de racines

Il est en fait utile de reprendre la discussion précédente et de I'affiner. L’idée est comme dans
su(2) d’appliquer de fagon répétée les opérateurs “montant” E, et “descendant” E_, ( “ladder
operators”) sur un vecteur propre Ez donné. On a vu que si o et [ sont deux racines avec
a+ 3 # 0, il peut se faire que 3 + « soient aussi des racines. Soit p < 0 le plus petit entier tel
que (ad E,a)|p|Eg soit non nul, donc que ( + pa soit racine, et soit ¢ > 0 le plus grand entier
tel que (ad E,)?Ej3 soit non nul, donc que  + ga soit racine. On appelle I'ensemble de racines
{B+pa, B+ (p+1)a,---, B, B+ qa} la a-chaine passant par 5. Notons que les Eg, quand
(' parcourt cette chalne, forment une base d’une représentation de dimension finie de ’algebre
su(2) engendrée par H, et F.,. D’apreés ce que nous savons de ces représentations de su(2), les

valeurs propres minimale et maximale de H, sont opposées
(a, 0 +pa) = —(a,f+qa)
soit 2(3,a) = —(q + p){ @, ), donc avec la notation (3.21)
m=-p—q. (3.22)

Mais cette construction nous montre aussi que 5 —ma =+ (p + q)«a est dans la a-chaine
passant par 3, (puisque p < —m < ¢), donc que c’est une racine.
Remarque. La discussion du § 3.1 a laissé les coefficients N,g indéterminés. On démontre (cf Exercice B) en
utilisant les relations de commutation des E le long d’une chaine que les coefficients N,z satisfont des relations

non linéaires et qu’ils sont déterminés a des choix de signes pres par la géométrie du systéeme de racines selon

[Nasl = /31~ pla(aa) (323)

Noter que comme annoncé, N,s s’annule si ¢ = 0, c’est-a-dire si aw + 3 n’est pas une racine.

Groupe de Weyl

Pour tout vecteur x dans ’espace des racines h*, définissons la transformation linéaire

(a, )

(3.24)

We () :$_2<a,oz)
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C’est une réflexion dans 'hyperplan orthogonal & a passant par lorigine : (wy)? = I, wa(a) =
—a, et wo(z) = x si z est orthogonal a a. C’est bien sur une isométrie, préservant le produit
scalaire : (wqo (), wa(y)) = (z,y). On appelle w, une réflexion de Weyl. Par définition le
groupe de Weyl W est le groupe engendré par les w,, c¢’est-a-dire I’ensemble de tous les produits
possibles de w, pour des racines a. D’apres la remarque suivant , si a et G sont deux
racines, w, () = [ — ma est une racine. L’ensemble des racines est donc préservé par 1'action
du groupe de Weyl. Le groupe W est completement déterminé par son action sur les racines, qui
consiste donc a les permuter. C’est un sous-groupe du groupe de permutations de ’ensemble
fini A, c’est donc un groupe ﬁniE|.

Exemple : pour 'algebre su(n), on montre que W = §,,, le groupe de permutations de n objets,
cf plus bas § 3.2.

Signature d’un élément de W. Soit w € W, écrit comme le produit de r réflexions élémentaires
LW = W, - - WayWe, - On définit sa signature comme sign(w) := (—1)". Cela généralise
la notion familiere dans le groupe W = §,,, et 'on montre que cette définition est cohérente et
indépendante de I’écriture de w comme produit.

Notons que si 4 = 3 + ga est la plus haute racine dans la a-chaine passant par 3, et f_ = 3+ pa la plus
basse, wo(f+) = O et plus généralement, les racines de la chaine sont échangées deux par deux par l'action de
Wq. La chaine est donc invariante par w,. Cela est une généralisation de la symétrie des “multiplets” de su(2)
(=4, —j+1,---,5—1,7), et cela sapplique & toute a-chaine passant par tout 3, et donc & tout 'ensemble des

racines. On en conclut que

L’ensemble des racines est invariant par W.

Racines positives, racines simples. Matrices de Cartan

Les racines ne sont pas indépendantes dans h*. On montre qu’on peut subdiviser leur ensemble A
en racines dites “positives” et racines “négatives”, I'opposé d’'une racine positive étant négative,
et trouver une base «;, i = 1,--- , ¢ de ¢ racines simples, telles que toute racine positive (resp.
négative) s’exprime comme combinaison linéaire a coefficients entiers positifs ou nuls (resp.
négatifs ou nuls) de ces racines simples. Une racine simple ne peut donc s’écrire comme somme
de deux racines positives (pourquoi ?).[sinon, si a; pouvait s’exprimer comme somme de racines positives
B;, elles-mémes combinaisons linéaires & coefficients € N de racines simples, cela contredirait I'indépendance des
racines simples. |

Ni le choix d’un ensemble de racines positives, ni celui de la base de racines simples n’est
unique. On passe d'un ensemble de racines simples a un autre par une opération du groupe de
Weyl.

Si v et [ sont des racines simples, &« — 3 ne peut étre une racine (pourquoi?). L’entier p

dans la discussion précédente est donc nul et m = —¢ < 0. Il en découle que («, 5) < 0.

2. Cette propriété n’est pas triviale : en général, quand on se donne m vecteurs dans l’espace euclidien
R™, le groupe engendré par les réflexions dans les hyperplans qui leur sont orthogonaux est infini. Il faut des
configurations bien particulieres des vecteurs pour que le groupe soit fini. Les groupes de réflexion finis ont
été classifiés par Coxeter. Les groupes de Weyl des algebres simples forment un sous-ensemble des groupes de

Coxeter.
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3a1+2(x2
o, o, oy ata, (x1+2(12 0, ogta, 2a1+0.2 30tl+0c2 o,
-0y ay oy oy oy
%1% )
AZ B2 GZ D2

FIGURE 3.1 — Systemes de racines de rang 2. Les deux racines simples positives sont en trait
gras. Pour les algebres By, Gy et Dy, on n’a noté que les racines positives. The two racines
simples are drawn in thick lines. For the algebras By, Gy et D, only racines positives have
been labelled.

Le produit scalaire de deux racines simples est négatif ou nul. (3.25)

On définit alors la matrice de Cartan comme

ij

ool (3.26)

Attention, cette matrice n’est pas a priori symétriqueﬂ. Ses éléments diagonaux valent 2, ses
¢éléments non diagonaux sont des entiers négatifs ou nuls.

Il faut se rappeler que le produit scalaire qui figure au numérateur de est défini
positif. Selon I'inégalité de Schwarz, {«,3)? < {(«a,a)(3,3) avec égalité seulement si a et
[ sont colinéaires. Cette propriété, avec les propriétés d’intégrité de leurs éléments, suffit a
classifier toutes les matrices de Cartan possibles, comme on va le voir.

Ecrivons (a;, ;) = ||a;]| ||y cosas,a;. Notons d’abord qu’en multipliant ou en divisant
les deux équations pour la paire {a;, o}, @ # j, a savoir C;j =m; <0 et Cj; =m; <0,
et en utilisant la propriété , on obtient que si 7 # j,

_— 1
COs Oy, &y = -3 m;m;
| o | ™ avec m;,m; € N | (3.27)
Iy | m;

et la valeur —1 du cosinus est interdite, parce que o; # —o; par hypothese, si bien que les
1 _vV2 _ V3

seules valeurs possibles de ce cosinus sont 0, —5, —%, =%, c’est-a-dire que les seuls angles
possibles entre racines simples sont 7, %“, ?jf ou %’r, avec des rapports de longueurs des racines

respectivement égaux a ?(indéterminé), 1, V2, V/3.
Il n’existe bien stur qu’une seule algebre de rang 1, c’est 'algebre su(2) complexifiée (3.1))
ou (3.17). On lui donnera désormais le nom de A;. Il est ensuite aisé de classifier les algebres

possibles de rang 2. Les quatre cas sont représentés sur la Fig. 3.1, avec leurs matrices de Cartan

3. Attention aussi que certains auteurs appellent matrice de Cartan la transposée de 1D !
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6
A 1 2 3 [ 1 2 4 5
[ *—o—0— 00 0o E6
3
7
Bl 1 2 3 l E 1 2 4 5 6
§ 7 3
8
Cl 1 2 3 l E 1 2 4 5 6 7
8 3
-1
F 1 2 3 4
D 2 2 4 &—0—o—0
1 2
Ji GZ é’

FIGURE 3.2 — Diagrammes de Dynkin

s’écrivant

Ay (2 _1) By : (2 _2> Gy : (2 _1> D : (2 0) . (3.28)
-1 2 -1 2 -3 2 0 2

La nomenclature, Ay, By, G5 et Do, est conventionnelle, ainsi que la numérotation des racines.
Le dernier cas, Dy, qui a (a1, as ) = 0, est mentionné pour mémoire : il correspond a une algebre
semi-simple, somme directe de deux algebres A;. (Rien ne force d’ailleurs ses deux racines a

avoir la méme longueur).

En général, si on peut séparer ’ensemble des racines en deux sous-ensembles mutuellement
orthogonaux, on voit que l'algebre de Lie se décompose en somme directe de deux algebres, et
vice versa. Se rappelant que toute algebre semi-simple peut toujours se décomposer en somme
directe de sous-algebres simples (fin du Chapitre 1), dans la suite, on ne considérera que des

algebres simples.

Diagramme de Dynkin

En rang plus élevé, c’est-a-dire en dimension de l’espace des racines plus élevée, il devient
difficile de représenter le systeme des racines. On adopte une autre représentation, en codant
la matrice de Cartan dans un diagramme de la facon suivante. A chaque racine simple «; est
associé un vertex ¢ du diagramme. Deux vertex sont unis par une ligne ssi ( a;, oj ) # 0; la ligne
est simple si C;; = Cj; = —1 (angle de 27/3, longueurs égales) ; elle est double (resp. triple) si
Ci; = —2 (resp. —3) et C;; = —1 (angle de ?jf resp. %7‘, avec un rapport des longueurs de v/2,
resp. \/5) et porte alors une fleche (ou plutét un signe >) entre i et j indiquant quelle racine
est la plus longue. (Attention que la encore, certains auteurs utilisent la convention opposée

pour lorientation de ces fleches!)
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3.2.2 Systemes de racines des algebres simples. La classification de

Cartan

Une analyse de tous les cas possibles a mené Cartanﬁ a une classification des algebres de
Lie simples complexes en termes de 4 familles infinies et de 5 cas exceptionnels. La notation

traditionnelle est la suivante
Ay, By, Cy, Dy, Es, FE; FEg, Fy, Gy. (3.29)

Dans chaque cas, I'indice indique le rang de I'algebre. La géométrie des systemes de racines est

codée dans les diagrammes de Dynkin de la Fig. |3.2

La preuve est un peu laborieuse et sera omise ici. Elle consiste a exploiter le fait que la matrice de Cartan
est définie positive pour montrer successivement qu’au plus un seul de ses éléments non diagonaux peut étre
différent de 0 ou —1 (une seule aréte du diagramme de Dynkin peut étre multiple), que le diagramme ne contient
pas de boucle, que la seule coordinence possible d’un vertex est 0, 1 ou 2 et qu’'un diagramme a au plus un

vertex de coordinence 3, etc, et finalement que la liste des diagrammes possibles se réduit a celle de la Fig. [3:2]
Les quatre familles infinies sont identifiées aux algebres de Lie (complexifiées) de groupes

classiques
Ay=sl(l+1,C), By=so(2(+1,C), C,=sp(2¢,C), Dy,=s0(2¢,C), (3.30)

ou a leur unique forme réelle compacte, respectivement A, =su({ + 1), By =so(2(+ 1),
Cy =usp(l), D, =so(2().

Les “algebres exceptionnelles” Fg, ..., G2 ont pour dimensions respectives 78, 133, 248, 52 et 14. Ce sont les
algebres de groupes de Lie ... exceptionnels! G5 est le groupe d’automorphismes d’octonions, Fy est lui-méme
un groupe d’automorphismes de matrices d’octonions, etc.

Parmi ces algebres, les algebres A, D, E, dont toutes les racines ont méme longueur, sont dites simple-
ment lacées. 11 est curieux de remarquer que de nombreux problémes, sous-groupes finis de su(2), singularités
“simples”, théories conformes “minimales”, etc, sont classifiés selon ce schéma ADE ... mais cela est une autre
histoire !

Les formes réelles de ces algebres simples complexes ont aussi été classifiées par Cartan. On trouve 12 séries

infinies et 23 cas exceptionnels !

3.2.3 Base de Chevalley de I’algebre

Il existe une autre base de ’algebre de Lie g, dite base de Chevalley, avec des crochets qui ont 'avantage de
ne dépendre que de la matrice de Cartan. Soient h;, e; et f;, i =1,--- ¢, des générateurs attachés aux racines

simples «; selon

1 1
Leurs relations de commutation s’écrivent
[hi,hi] = 0
[hise;] = Cjiej (3.32)
[his /5] = —Cji f;
leas f5] = dijh;

4. Ce travail de classification, entrepris par Killing a été complété et corrigé par E. Cartan, puis simplifié

par van der Waerden, Dynkin, ...
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(le vérifier). L’algebre est engendrée par les e;, fi, h; et tous leurs commutateurs contraints par (3.32)) et par les
“relations de Serre”

ad (e;)'"%ie; = 0

ad (fi)' = f; = 0. (3.33)

Cela prouve que toute 1’algébre est bien codée dans la donnée des racines simples et de leur géométrie (la matrice
de Cartan ou le diagramme de Dynkin). [Attention que les H; et E, de (3.15) forment une base de g comme
e.v., et les h;, e;, f; une base de g comme alg. de Lie!]

Noter aussi la propriété remarquable, pas évidente a priori, que dans cette base, toutes les constantes de

structure (coefficients des relations de commutation) sont des entiers.

3.2.4 Coracines. Plus haute racine. Nombres, exposants de Coxeter

Nous donnons ici quelques compléments sur des notations et concepts qu’on rencontre dans I’étude des algebres
de Lie simples et de leurs systemes de racines.

Comme la combinaison

2
<ai;ai>

pour «; une racine simple, apparait fréquemment, on lui donne le nom de coracine. La matrice de Cartan se

V.
o) =

(673 (334)

récrit donc
v
C,’j = <Oé7;70tj > . (335)
La racine la plus haute 0 est la racine positive qui a la propriété que la somme de ses composantes dans
une base de racines simples est maximale : on montre que cela suffit a la caractériser de fagcon unique. Ses

composantes dans la base des racines et celle des coracines
0= 2 0= Yo 3.36
= a; <9 0> = a; & ( )
- ; -
K3 3
appelées aussi indices de Kac ou indices de Kac duauz, jouent aussi un role, en particulier par leurs sommes,

h=1+Y a; , h'=1+) a. (3.37)

Ces nombres h et hY sont respectivement le nombre de Cozeter et le nombre de Cozeter dual. Quand il faut
choisir une normalisation des racines, ce que nous n’avons pas fait encore, on choisit en général d’imposer que
(60,0) =2.

Enfin la diagonalisation de la matrice de Cartan symétrisée

Cij =2 (@i 05) (3.38)
(g, ai)(ay,a5)
donne un spectre de valeurs propres
valeurs propres de C = {451112 (%m,) } , i=1,--- .0, (3.39)

faisant apparaitre un nouvel ensemble d’entiers m;, les exposants de Cozeter, compris entre 1 et h — 1, avec de
possibles multiplicités. Ces nombres sont importants a plusieurs titres. Ils contiennent des informations utiles
sur le groupe de Weyl. En leur ajoutant 1, (ce qui les rend > 2), on obtient les degrés des opérateurs de Casimir
algébriquement indépendants, ou encore les degrés ot le groupe de Lie a une cohomologie non triviale, etc etc.

Exemples : pour A,,_; alias su(n), racines et coracines sont identiques. La plus haute racine § = Y, a;, donc
h = hY = n, les exposants de Coxeter sont 1,2--- ,n— 1. Pour D,, alias so(2n), racines et coracines sont encore
identiques, 6 = a1 + 20 + -+ - + 202 + @p—1 + ayy, b = 2n — 2, et les exposants sont 1,3,--- ,2n — 3,n — 1,
avec donc n — 1 double si n est pair.

Voir I’Appendice F pour des données sur les algebres simples classiques.
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3.3 Représentations des algebres semi-simples

3.3.1 Poids. Réseau des poids

Nous étudions maintenant les représentations des algebres semi-simples, en suivant une démarche
parallele a celle des sections précédentes. Dans tout ce qui suit, “représentation” signifie repré-
sentation de dimension finie. On supposera aussi cette représentation unitaire : c’est le cas qui
nous intéresse pour la construction des représentations de groupes compacts. Les éléments de
la sous-algebre de Cartan commutant entre eux, ils commutent aussi dans toute représentation.
Notant avec des “bras” et des “kets” les vecteurs de cette représentation, et écrivant simplement
X (au lieu de d(X)) pour le représentant de 1’élément X € g, on peut trouver une base |\, )

qui diagonalise simultanément les éléments de ’algebre de Cartan
Hl ) = AMH)|Aa) (3.40)

ou de fagon équivalente

HiA) = Ayl ha) (3.41)

avec une valeur propre A qui est a nouveau une forme sur I’espace h, donc un élément de h*,
I'espace des racines. On donne le nom de poids a un tel vecteur A = (A(;)) de h*. Noter que pour
une représentation unitaire, les H sont hermitiens, donc A est a valeurs réelles : les poids sont
des vecteurs réels de h*. La valeur propre A pouvant apparaitre avec une multiplicité, nous avons
doté les états propres d'un indice a de multiplicité. L’ensemble des poids d’une représentation
forme dans I'espace h* le diagramme des poids de la représentation, voir Fig. ci-dessous pour
des exemples dans le cas de su(3).

La représentation adjointe est une représentation particuliere de 'algebre dont les poids
non nuls sont les racines. Les racines étudiées aux paragraphes précédents appartiennent donc
a ’ensemble des poids dans h*.

Les vecteurs |\, ) formant une base de la représentation, leur nombre total, multiplicité
incluse, égale la dimension de l'espace E de représentation. Cet espace E contient des sous-
espaces de représentation de chacune des algebres su(2) que nous avons identifiées au § 3.2,
engendrées par {H,, E,, E_,}. Par le méme argument qu’au § 3.2, on va montrer que tout

poids \ satisfait
(A a)

(@, a)

Va, 2 =m' e, (3.42)

et réciproquement, on montre que tout A € h* satisfaisant (3.42)) est le poids d’une représenta-
tion de dimension finie. On peut donc utiliser (3.42)) comme autre définition d’un poids. Pour
se convaincre que le poids de toute représentation satisfait (3.42)), on peut, comme au § 3.2,

définir la chalne maximale des poids passant par A
)\+pla7”'7)‘7”'7)\+q/05 p/§07 qlzo,

qui forment une représentation de la sous-algebre su(2), et montrer alors que m’ = —p' — ¢'.
Soient p’ le plus petit entier < 0 tel que (E_q)P[As) # 0, et ¢ le plus grand entier > 0 tel que (E4)9 [Ag ) # 0,
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H,, a pour valeurs propres sur ces deux vecteurs (A, a) + p’{a,a), resp (A, a) + ¢'{a,a). En exprimant que

les valeurs propres de 2H,,/{ o, ) sont entiéres et opposées, on a

<)\,Oz>7 . / (N a)
(o)~ 7 TG

20 +2 =-2j. (3.43)

En soustrayant membre & membre, on a ¢’ — p’ = 27, la longueur de la chaine est bien 2j + 1 (dimension de la
représentation de spin j de su(2)), tandis qu’en ajoutant membre & membre pour éliminer 27, on a
A
L)
(a,a)

=—(¢ +p)=m/, comme annoncé en ((3.42)).

Cette chaine est invariante sous ’action de la réflexion de Weyl w,,. (Cela est une généralisa-
tion de la symétrie des “multiplets” de su(2) (—j,—j + 1,---,j — 1,7).) Plus généralement,
I’ensemble des poids est invariant par le groupe de Weyl : si A est un poids d'une représentation,
wWa(A) en est un aussi, et on montre qu’il est de méme multiplicité. Le diagramme des poids
d’une représentation est donc invariant sous l'action de W.

L’ensemble des poids est découpé par le groupe de Weyl W en “chambres”, en nombre égal

a l'ordre de W. La chambre associée a 1’élément w de W est le cone
Co ={MN{(wA ;) >0, Vi=1,---,(}, (3.44)

ou les «; sont les racines simples. (Ce n’est pas tout a fait une partition, car il existe des poids
sur les “murs” de séparation.) La chambre fondamentale est Cy, correspondant a 'identité dans
W. Les poids appartenant a cette chambre fondamentale sont appelés poids dominants. Tout
poids peut étre amené dans C; par une opération de W : il est sur 1’“orbite” (pour le groupe
de Weyl) d’un unique poids dominant. Parmi les poids de toute représentation irréductible, il
en existe au moins un qui est dans Cj.

Par ailleurs, de [H;, E,] = o) E,, il découle que
HiEy|No) = ([Hi, Eo] + EoH;) Ao ) = (@) + Ao)) EalAa)

donc que E, |\, ), s’il n’est pas nul, est un vecteur de poids A + a. Or dans une représentation
irréductible, tous les vecteurs s’obtiennent a partir les uns des autres par de telles actions de
E,, d’ou il découle que
> Deux poids de la méme représentation irréductible different par une combinaison a coefficients
entiers de racines,
(mais cette combinaison n’est en général pas une racine).

On introduit alors un ordre partiel sur les poids d’'une méme représentation : on dit que
N > Asi N =X =" nq, avec des coefficients n; entiers non négatifs. Il existe (parmi les poids
de cette représentation) un unique plus haut poids A, dont on montre qu'il est de multiplicité
1. Le vecteur de plus haut poids sera noté |A) (sans indice a). Il est tel que pour toute racine
positive E,|A) = 0, (sans quoi il ne serait pas le plus haut), donc ¢’ = 0 dans ’équation
ci-dessus, et (A, o) = %(a, a)j > 0, A est un poids dominant.
> Le plus haut poids d’une représentation est un poids dominant, A € C;.
Ce vecteur de plus haut poids caractérise la représentation irréductible. (Dans le cas de su(2),
ce serait un vecteur |j,m = j).) Autrement dit, deux représentations sont équivalentes ssi elles

ont le méme plus haut poids.
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On introduit ensuite les indices de Dynkin du poids A\ par

A, @
A = 2u S/ (3.45)
< Qi, O >
avec «; les racines simples. Pour un poids dominant, donc pour tout poids le plus haut d’une
représentation irréductible, ces indices sont non négatifs, c¢’est-a-dire dans N.
Les poids fondamentaux A; satisfont par définition

A, oy

< Oy O >
Leur nombre égale le rang ¢ de 1’algebre, ils constituent une base de h*. Chacun d’eux est le plus
haut poids d’une représentation irréductible dite fondamentale; il y a donc ¢ représentations
fondamentales. Nous avons donc obtenu
> Toute représentation irréductible est caractérisée par son plus haut poids,
et par abus de notation, on désignera par (A) la représentation irréductible de poids le plus
haut A.

> Tout plus haut poids se décompose sur les poids fondamentaux, avec pour composantes ses

indices de Dynkin ,
¢
A=) "NA . NEN. (3.47)
j=1

et tout A de la forme est le plus haut poids d’une représentation irréductible.
Autrement dit, la connaissance des poids fondamentaux suffit & construire toutes les représen-

tations irréductibles de 1’algebre.

Montrer en utilisant les propriétés énoncées ci-dessus que le plus haut poids de la représentation adjointe
ne peut étre que 0, défini en eq. (3.36).

Réseaux des poids et des racines

En général, étant donnée une base de vecteurs eg,---e, dans un espace de dimension p, on
appelle réseau engendré par ces vecteurs 'ensemble des vecteurs > 5, z'e; avec des coefficients
2 € Z. On note encore ce réseau Ze; + - - - + Ze,.

Le réseau P des poids est le réseau engendré par les ¢ poids fondamentaux A;. Le réseau
() des racines est celui engendré par les ¢ racines simples a;. C’est un sous-réseau de P. Tout
poids d’une représentation irréductible se trouve sur P.

On peut considérer les différentes classes du groupe additif P par rapport a son sous-groupe
Q. Ces classes de congruence, dont le nombre fini |P/Q| se trouve étre égal au déterminant
de la matrice de Cartan, rassemblent tous les poids qui different par un vecteur du réseau des
racines. Dans le cas de su(n), il y a n de ces classes, nous y reviendrons. (Exercice : prouver
la propriété que |P/Q| = det C. Indication : comparer les deux déterminants des A; et des a;
dans la base des coracines.)

On peut aussi introduire le réseau Q¥ engendré par les ¢ coracines o (cf § 2.4). C’est le “dual” de P

puisque (o, A;) € Z.
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On montre enfin que les sous-groupes du groupe fini P/Q) sont aussi isomorphes aux groupes d’homotopie
des groupes G ayant g comme algebre de Lie! Par exemple pour su(n), on verra plus bas que P/Q = Z,, et
ces sous-groupes sont caractérisés par un diviseur d de n. Pour chacun d’eux, SU(n)/Zy a pour algebre de Lie
su(n). Le cas n = 2, avec SU(2) et SO(3), nous est familier.

Dimension et opérateur de Casimir

Il est utile de connaitre la dimension d’une représentation de plus haut poids donné et la
valeur qu’y prend l'opérateur de Casimir quadratique. Elles sont données en termes du vecteur

de Weyl p, défini par deux formules (non trivialement !) équivalentes

Po= %Zwoo‘

=LA (3.48)

Une formule remarquable, due a Weyl, exprime la dimension de la représentation de plus haut
poids A comme un produit sur les racines positives

. (A+pa)
dim(A) = - 3.49
W=1100 (49
tandis que la valeur propre du Casimir quadratique est
1
Cy(A) = §<A,A +2p) . (3.50)

Une question liée est celle de la trace des générateurs de g dans la représentation (A). Soit ¢, une base
de g telle que tr toty = Tadap, avec un coefficient T4 dont le signe dépend des conventions (¢ hermitiques ou
antihermitiques, c¢f Chapitre 1). Dans la représentation de plus haut poids A, on doit avoir (voir ci-dessous
Exercice B du Chap. 5)

tr dA(ta)dA(tb) =Trbap - (3.51)

Mais dans cette base, I'opérateur de Casimir quadratique s’écrit Co =), (da(ta))? donc en prenant la trace,

trCy =3 tr (da(ta))’ =Ta Y, 1 =Ty dimg

= Co(A) tr Iy = Co(A) dim(A) (3.52)
d’ou dim(A
Ty = Co(A) ;?;r(l g) , (3.53)

une formule souvent utile dans les calculs (théories de jauge. . .). Dans la représentation adjointe, dim(A) = dim g,
donc Th =Ty = Cy(A).
[Formule “étrange” de Freudenthal-de Vries

h .
{p,p) = 5,(6,0)dimg

Il existe une floppée de formules variées, souvent intrigantes, reliant différents aspects de la théorie des
algebres de Lie et de leurs représentations. Ainsi par exemple la “formule étrange” de Freudenthal-de Vries qui
relie les normes des vecteurs p et § & la dimension de 1’algébre et au nombre de Coxeter : (p,p) = %( 0,6)dimg.

Il existe encore une formule (Freudenthal) qui décrit la multiplicité d’un poids A au sein d’une représentation
de plus haut poids A. [(A 4 p)* — (A + p)*mult(N) =237 >0 (A + ja, aymult(X + ja) | Et aussi, question
liée, une formule de Weyl qui donne l'expression du caractere ya(ef’) de cette représentation évalué sur un

élément du “tore de Cartan”, qui résulte de 'exponentiation de I’algebre de Cartan b.
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Représentation conjuguée

Etant donnée une représentation de plus haut poids A, sa représentation conjuguée est en général non équivalente.
On sait caractériser quel est son plus haut poids A grace au groupe de Weyl. La non équivalence des re-
présentations (A) et (A) a & voir avec les symétries du diagramme de Dynkin. Pour les algebres de type
B,C, Er, Eg, Fy, Gy pour lesquelles il n’existe pas de telle symétrie non triviale, les représentations sont auto-
conjuguées. C’est aussi le cas de Ds,.. Pour les autres, la conjugaison correspond a la symétrie suivante sur les

indices de Dynkin

Ay = su(£ + 1) AN e )\[Jrl,i {>1
Dy, 1 =so(4r + 2) YRR VR {=2r+1
EG )\z — )\G—ia = 1, 2. (354)

ou l'indexation des poids fondamentaux, donc celle des indices de Dynkin, suit celle des racines simples, cf Fig.
0.2

3.3.2 Racines et poids de su(n)

Examinons maintenant ce que sont concretement les poids et donc les représentations irréductibles
de su(n).

On choisit d’abord une paramétrisation commode de I'espace h*, qui est, rappelons-le, de
dimension n — 1. Soient e;, i = 1,---n, n vecteurs de h* = R"! (donc nécessairement liés),

satisfaisant > 7 e; = 0. On les obtient & partir d’une base orthonormée é; de R™ en projetant
n

les é; dans un hyperplan orthogonal & p := >

1=

é;, donc e; = €; — lﬁ. Il est commode de se
1w n

placer dans I'hyperplan Y 7 2 = 1 de l'espace R". Ces vecteurs ont pour produits scalaires

1
(e ej) =0i — o (3.55)

En termes de ces vecteurs, les racines positives de su(n)= A,_1, en nombre égal a |A,| =
n(n —1)/2, sont
Q5 = €; — €5, 1<i1<y<n, (356)

et les £ = n — 1 racines simples sont
O = Q11 = € — €441, 1§2§n—1 (357)
Ces racines ont été normalisées a ( a, o) = 2. La somme des racines positives se calcule aisément

2p =(n—1eg+(n—3)ea+---+(n—2i+1)e;+---—(n—1e,
=n—-1ar+2(n—2)ag+---+i(n—i)a; + -+ (n — L)a,_1. (3.58)

On vérifie que la matrice de Cartan est bien

2 sii=j

Cij={ i, 05) = o
—1 sie=75+£1
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FIGURE 3.3 — Poids de su(2). Les parties positives des réseaux des poids (petits points) et des

racines (gros points)

en accord avec le diagramme de Dynkin de type A,,_1. Les poids fondamentaux A; i =1, -+ ,n—
1 s’écrivent alors aisément

%

A= e, (3.59)

j=1
e = Al, €, = Az — Ai—l for ¢ = 2, e, N — 1, €n = _An—l (360)
avec des produits scalaires
<Ai,Aj>:w, i<j. (3.61)
n

Le groupe de Weyl W = Sy agit sur les racines et les poids en permutant les e; : w € W «—

we Sy w(ei) = €q(i)-

Dimension de la représentation de poids A

En réunissant les formules (3.49) et (3.56), démontrer I’expression suivante

. . n—1
dim(a)= ] fizhivizi g S M fu=0 (3.62)
1<i<j<n Jr s
Représentations conjuguées
Si A = (A,--+, A1) est le plus haut poids d'une représentation irréductible de su(n), A =
(An—1," -+, A1) est celui de la représentation conjuguée, en général pas équivalente. On note que

ni la dimension, ni la valeur de I'opérateur de Casimir ne distinguent les représentations A et

A.

“n-alité”
Les classes de congruence de P par rapport a ) sont en nombre n. On les distingue par la valeur de
v(A) =AM +2\+---+(n—1)A -1 modn, (3.63)

a laquelle on peut donner le vilain nom de “n-alité”, par extension de la “trialité” de su(3). Les éléments du

réseau des racines ont donc v(A) = 0.

Exemples de su(2) et su(3)

Dans le cas de su(2), il n’y a qu'un poids fondamental A = A; et une racine positive a,

normalisée & (a,a) = 2, donc (A,a) = 1, (A,A) = 1. Donc @ = 2A, A correspond & la

représentation de spin %, a a celle de spin 1. Le réseau des poids et celui des racines sont

simples a dessiner, voir Fig. [3.3] L’indice de Dynkin A; s’identifie a I'entier 2j, les deux classes
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FIGURE 3.4 — Poids de su(3). Seule la premiére chambre de Weyl C;a été détaillée, avec quelques
plus hauts poids. Les poids de trialité 0 (réseau des racines) sont représentés par un gros disque,

ceux de trialité 1, resp. 2, par un disque plein, resp. vide.

de congruence de P par rapport a () correspondent aux représentations de spin entier ou demi-
entier, la dimension dim(A) = A\; +1 = 2j + 1 et Vopérateur de Casimir Co(A) = TA1 (A +2) =
j(j+ 1), en accord avec les expressions bien connues.

Pour su(3), le réseau des poids est triangulaire, voir Fig. sur laquelle on a indiqué la
trialité 7(A) := A\ +2X mod 3 et porté les poids fondamentaux et les poids les plus hauts des

premieres représentations. Selon 'usage, les représentations sont repérées par leur dimensionﬂ
) 1

complétée par une barre pour distinguer la représentation de sa conjuguée, chaque fois que
nécessaire. La conjuguée de la représentation de poids A = (Aj, Ag) est A = (g, \;). Seules les

représentations sur la bissectrice de la chambre de Weyl sont donc autoconjuguées.

Exercice. Calculer la valeur propre de 'opérateur de Casimir quadratique en termes des indices de Dynkin
A1, Ag grace aux formules et . [sauf erreur : (AZ + A A2 + A3)/3 + (A1 + A2)]
[Does the cubic Casimir distinguish a representation from its conjugate ? sauf erreur, C5 = %()\1—>\2) (%()\1 + )2 + %)\1 Ao+ A
L’ensemble des poids des représentations les plus basses est représenté sur la Fig. |3.5] apres
rotation des axes des figures précédentes. L’axe horizontal, porté par «aq, et ’axe vertical, porté
par Ay, vont en effet acquérir une signification physique : celle d’axes des coordonnées d’isospin
et d’“hypercharge”, voir chapitre suivant.
N.B. On a détaillé le cas de su(n). Des formules analogues pour les racines, poids fondamen-
taux, etc des autres algebres simples sont bien sir connues explicitement et tabulées dans la
littérature. Voir par exemple I'appendice A pour la fiche signalétique des algebres “classiques”

de type A, B, C, D, et Bourbaki, chap.6 pour plus de détails sur les autres algebres.

5. ce qui est parfois ambigu ; par exemple, identifier sur la Fig. (3.4) le poids d'une autre représentation de

dimension 15.
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FIGURE 3.5 — Les diagrammes de poids des représentations les plus basses de su(3), désignées
par leur dimension. Noter qu'une rotation de 30° du réseau des poids a été effectuée par rapport
aux figures précédentes. Dans chaque représentation, le poids le plus haut est indiqué par une

petite indentation. Les points ont une multiplicité 1, le disque ouvert a la multiplicité 2.

3.4 Produit tensoriel des représentations de su(n)

3.4.1 Regles de Littlewood—Richardson et de Racah—Speiser

Etant données deux représentations irréductibles de su(n) (ou de toute autre algebre de Lie),
¢’est un probleme souvent rencontré de décomposer leur produit tensoriel en somme de repré-
sentations irréductibles. Si on ne désire obtenir que les multiplicités et qu’on dispose de tables
de caracteres du groupe correspondant, on peut utiliser les formules démontrées au Chap. 2, §
2.3.2.

Il existe aussi des regles assez complexes donnant la décomposition en représentations
irréductibles d’'un produit de deux représentations irréductibles (A) et (A’) de su(n). Ce sont
les régles de Littlewood-Richardson, qui font appel a la représentation en tableaux d’Young (cf
§ suivant). Mais il est souvent plus simple de procéder de proche en proche, en notant que la
représentation irréductible (A’) se trouve dans un produit adéquat de représentations fonda-
mentales, et en examinant les produits successifs de la représentation A par ces représentations
fondamentales. Par ’associativité du produit tensoriel, on ramene le probleme de départ a celui
du produit tensoriel de (A) par les diverses représentations fondamentales.

Cette derniere opération est aisée a décrire sur le réseau des poids. Etant donné le plus haut
poids A dans la premiere chambre de Weyl Cy, le produit tensoriel de (A) par la représenta-

tion fondamentale de plus haut poids A; se décompose en représentations irréductibles de la
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FIGURE 3.6 — Opération de produit tensoriel de la représentation 8 par la représentation 3

figurée sur le diagramme des poids de su(3).

maniére suivante : on ajoute de toutes les fagons possibles les dim(A;) poids de la fondamentale
au vecteur A et on ne garde comme plus hauts poids de la décomposition que les poids résultant
de cette addition qui appartiennent a C;.

[lustrons ceci sur le cas de su(3). Supposons que I'on désire calculer la décomposition de 8®8.
On sait que la représentation 8 (adjointe) se trouve dans le produit des deux fondamentales 3
et 3. Les poids de la représentation fondamentale “3” de plus haut poids A; = e; sont ey, e, €3.
Ceux de la représentation fondamentale “3” sont leurs opposés. Avec la reégle ci-dessus, on

obtient donc

33 = 336 3R3=13®8

36 = 8d10 36=3®15

38 = 306315

315 = 6015®24 (3.65)

etc, et leurs conjuguées, cf Fig. ﬂ En général on ajoute les trois vecteurs e; = (1,0), ey =
(—=1,1) et e3 = (0,—1) (dans la base Ay, Ag) & A = (A1, A2) : les poids les plus hauts de la
décomposition sont donc (A1 + 1, A), (A — 1, A3 + 1) et (A1, Ay — 1), dont on élimine ceux qui
ont un indice de Dynkin négatif. Noter la cohérence avec la trialité : toutes les représentations
apparaissant au membre de droite ont la méme trialité, somme (modulo 3) des trialités de celles
du membre de gauche. Par exemple, 7(3) = 1, 7(15) = 1, 7(6) = 2, 7(15) = 2, etc.

En itérant cette opération, on peut alors calculer
8R(138)=8R323=B06015)®3=1080G8d8® 10 10 27

d’ou on tire
8R8=1®8,®8,H10H10® 27 . (3.66)
[and more precisely (8 ® 8)s = 1 @ 8, @ 27; (8 ® 84 = 8, @ 10 @ 10.] Dans cette derniere expression,
on a ajouté un indice s ou a pour distinguer les deux copies de la représentation 8 : I'une est
symétrique, 'autre antisymétrique dans 1’échange des deux représentations 8 du membre de
gauche. Cette relation nous sera tres utile dans le chapitre suivant, dans I’étude de la symétrie
SU(3) de saveur.
Bien que fastidieux, ce processus est simple et systématique. Il existe une regle un peu plus

élaborée pour le produit tensoriel de deux représentations de plus hauts poids quelconques (A)
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et (A’) d’une algebre quelconque, voir ci-dessous. Il existe aussi des codes qui calculent ces
décompositions, tel I’étonnant LiE, voir http://wwwmathlabo.univ-poitiers.fr/~maavl/
LiE/form.html

Une généralisation des régles précédentes, valide pour toute algebre simple g, est donnée par 1’algorithme
de Racah—Speiser, qui fournit les multiplicités N A+ bour des poids les plus hauts A et u de g (les notations
précédentes ont été changées A — A\, A’ — p)

(A) @ (1) = BNy, (v). (3.67)

Considérons I’ensemble des poids o = X + p + p ot A parcourt le diagramme de poids [A] de la représentation
(A) et p est le vecteur de Weyl. Trois cas peuvent advenir :
— i) si tous les indices de Dynkin de o sont strictement positifs, A’ + p contribue & la somme sur v dans
avec une multiplicité égale & la multiplicité de o (c’est-a-dire de \');
— ii) si o ou 'une de ses images par le groupe de Weyl a un indice de Dynkin nul, ¢’est-a-dire si o est sur
le mur d’une chambre de Weyl, X + u ne contribue pas a la somme sur v;
— iii) si o a un (ou des) indice(s) de Dynkin négatif(s) (mais aucun nul), et n’est pas du cas discuté en (ii),
il peut étre appliqué dans la chambre de Weyl fondamentale par un unique élément w du groupe de Weyl.
Le poids w(o]| — p contribue alors par sign(w) fois la multiplicité de X" & la somme sur v, ou sign(w) est
la signature de I’élément w de W, définie plus haut au § 3.2.1.

Ceci est résumé dans la formule

Ny = Z Z Sign(w) Gy,w(x+p+p]—p (3.68)

’ weW
NER] wX +ptpl—pEPL

dans laquelle P, est la chambre de Weyl fondamentale (murs compris) : v € Py < v; >0Vi=1,---n.

3.4.2 Construction tensorielle explicite des représentations de SU(2)
et SU(3)

Considérons un vecteur V' € C" de la représentation de définition de SU(n). Sous l'action de
U e SU(n), V— V' =UV, ouen composantes v’ — v = U w7, avec des indices 4,7 = 1,---n.
Soit W un vecteur qui se transforme par la représentation complexe conjuguée, (tel W = V*),
soit W +— W’ = U*W. 1l est natural de noter les composantes de W avec des indices inférieurs,
puisque U* = (UN)T, donc w'; = wj(UT)ji. On note alors que V.W := v'w; est invariant, en

vertu de UT.U = I. Autrement dit le tenseur mixte 6;- est invariant
: . j/ . . .
8% = UL U6 = (UUT) =6 .

Formons maintenant des tenseurs de rang (p,m), a p indices supérieurs et m indices inférieurs,

se transformant comme V& @ W™ donc selon
1o ; ip 7ot b g1
Vot = U UG U - U (3.69)

e Dans le cas de SU(2), on sait que les représentations U et U* sont équivalentes. Cela
résulte de I'existence d’'une matrice C' = ioy, telle que CUC™! = U*, donc CV* se transforme
comme V. Ou encore, puisque C;; = €;; et €U i;U j;» = ¢;;det U = ¢, le tenseur antisymétrique

€, invariant et inversible (¢ = —¢;;, €;;¢/* = &F), peut étre utilisé pour monter et descendre les
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2 vy = —vl); et il suffit de ne considérer que les tenseurs de

indices, (v; 1= €;;07, soit vy = v
rang p a indices supérieurs. Pour toute paire d’indices, par exemple 7; et 79, un tel tenseur peut

étre écrit comme somme de composantes symétrique et antisymétrique dans ces indices

tilizn-ip — t[il,iz]mip + t{il,iz}mip

avec tlivizhiv = L(ghiztp _giziiip) of glinizkip = L(ghizip 4 ¢i200) Pour la composante an-
tisymétrique, on peut écrire ¢zl = ¢hizgiain gyec {7 = —Le, 1% et donc réduire son
rangﬁ. Donc seuls les tenseurs completement symétriques dans tous leurs p indices supérieurs
fournissent des représentations irréductibles, et on retrouve ainsi une nouvelle fois la construc-
tion de toutes les représentations irréductibles de SU(2) par produits tensoriels symétrisés de la
représentation de dimension 2, c¢f Chap. 0,, et le rang p s’identifie a 27. On vérifie en particulier
que le nombre de composantes indépendantes d’un tenseur de rang p completement symétrique
dans l'espace C? est p + 1, puisque ces composantes posseédent 0, 1, - - - p indices égaux a 1, les
autres étant égaux a 2.

Un tenseur de rang p completement symétrique sera représenté par un “diagramme d’Young”
avec p boites @ (La définition précise d'un diagramme d’Young sera donnée au paragraphe

p
suivant.) Prenons p = 3 pour fixer les idées. Le produit tensoriel d'un tel tenseur de rang 3 par

un tenseur de rang 1 sera figuré par
[(ITT] @U=[TTT1® H:D
ce qui signifie, en termes de composantes,
ATkl = (gidkyl g iRy piklyd gLyl (gidky ] aklyEy gkl ikl g (fidkyl ity kY

ou le premier terme est completement symétrique dans ses p + 1 = 4 indices, et les suivants
sont antisymétriques en (,1), (4,1) ou (k,l). Selon 'argument précédent, ces derniers peuvent

étre réduits a des tenseurs de rang 2,
(tkqyl — ki) = ¢ilfik ’ Ph = ety
ce que 'on représente en effacant les colonnes a deux boites, soit
[T @UO=>LT1eL]
ol on reconnait la régle familiere j @ 2 = (j+3) & (j — 3).
Exercice : reproduire avec cette méthode la regle de décomposition de j ® j'.

e Dans le cas de SU(n), n > 2, il faut considérer les tenseurs avec les deux types d’indices,
supérieur et inférieur, et les réduire. Mais ce n’est que dans le cas de SU(3) que cette construction
va nous fournir toutes les représentations irréductibles. Pour n > 3 il faudrait introduire d’autres
tenseurs se transformant selon les autres représentations fondamentales de SU(n) que la repré-

sentation de définition (de dimension n) et sa conjuguée.

6. Il est bon de se rappeler les identités €,p€cqd = dacdpd — daddpe €t donc €zp€pe = —dge.
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Restreignons nous dans la fin de ce paragraphe au cas de SU(3). Les tenseurs sont donc du
type t;ll'f.:zj’;n , (i.,7. = 1,2,3), se transformant selon la représentation 3¥? @ 3¥™. On a encore un

tenseur € invariant, mais cette fois de rang 3
v -/ /
Ei/j/k/UZinjUkk = €ijk detU = €ijk »

qui nous permet de troquer toute paire d’indices antisymétriques supérieurs pour un indice
inférieur et vice versa, et de réduire ainsi le rang. Mais on peut aussi contracter toute paire
d’indices supérieur et inférieur en un invariant, selon une remarque au début du paragraphe.
On se contente donc de considérer les tenseurs completement symétriques et de trace nulle de
rang (p,m). On peut démontrer que ces tenseurs forment une représentation irréductible, qui
n’est autre que celle de poids le plus haut pA; + mA, dans les notations du § 3.2. Nous nous
contenterons de vérifier que les dimensions de ces représentations sont bien en accord avec celles
données en , see Exercise E. A cette représentation on associe a nouveau un diagramme
d’Young a deux lignes, la premiere a p + m, la seconde a m boites.

Les regles de produit tensoriel, en particulier celles par les représentations fondamentales
3 et 3 (cf § 3.4.1), se retrouvent aussi dans ce langage : il faut ajouter la boite nouvelle de
toutes les fagons possibles au diagramme, et effacer toute colonne de hauteur 3 (ce qui reflete
la propriété que det U = 1). Exercice : étudier la réduction de EEED ® [ et retrouver la regle
graphique du § 3.4.1 dans ce langage.

Un cas particulier que nous allons beaucoup utiliser au chapitre suivant est le suivant : la
représentation adjointe est celle des tenseurs de rang (1,1) et de trace nulle. Cela n’est pas
étonnant : la représentation adjointe est celle engendrée par 1'algebre de Lie su(3), donc par
les matrices (anti)hermitiennes 3 x 3 de trace nulle. Un tenseur de cette représentation se

transforme par ¢! — ¢, = U%, U *];t?,, soit sous forme matricielle
t' =UtU", (3.70)

ce qui a nouveau n’est pas pour nous surprendre, cf la définition de la représentation adjointe

au chapitre 2. Quel diagramme d’Young associe-t-on a la représentation adjointe ?

3.5 Tableaux d’Young et représentations de GL(n) et
SU(n)

La construction précédente sétend & su(n), en fait au groupe GL(n), et fait intervenir des opérations de
symétrisation ou d’antisymétrisation liées au groupe symétrique des permutations S,,. On va se borner a
quelques breves indications.
Soit E = C™ ’espace vectoriel de dimension n. Le groupe GL(n,C), ou GL(n) en abrégé, est naturellement
représenté dans E
g€GL(n), zeFEF—a =gux. (3.71)

Formons la puissance tensorielle m-itme de E : F = E®™ = E® --- ® E. Dans F, le groupe GL(n) agit par
une représentation, la puissance tensorielle m-ieme de (3.71)

g €GL(n), D(g)zW® 2™ =g2Wx...0gz™ (3.72)
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qui est en général réductible. Mais dans F, agit aussi le groupe symétrique S, selon
0€Sm, DM ..z = 2 Vg...gal ™ (3.73)

Faisons le choix d’'une base e; dans E, et notons g;; les éléments de matrice de g € GL(n) dans cette base. La
représentation de GL(n) dans F' a pour matrice

D(9)fis-vim}g1dm} = 1] Gini (3.74)
k=1
et celle de S,
m
D(U){il"'im}{jl"'jm} = H 5iak ]k . (375)
k=1

Un tenseur t, élément de F', a dans cette base des composantes t* et se transforme sous I'action de g € GL(n),
resp. de 0 € S, en un tenseur ¢’ de composantes ¢ = D; ; /-, resp. ﬁi.,j_tj.. Ces deux ensembles de matrices
commutent

Y D@y P@uyy = Ihgaidik,—, = I gink
{i.}
=203 PO 5y P9 Gy ey - (3.76)
Définissons alors un diagramme d’Young. Un diagramme d’Young est formé de m cases disposées en k lignes

de longueur non croissante : fi; > fo > -+ fr, > fi = m. Voici un exemple pour m = 8, ayant f; = 4, fo =
27 f3 =2

L]

On décore ensuite les m boites d’un diagramme d’Young, le transformant ainsi en un tableau, en y distribuant
les entiers de 1 a m. Un tableau standard est un tableau dans lequel les entiers sont croissants dans chaque ligne
de gauche a droite, et dans chaque colonne de haut en bas.

Le nombre ny de tableaux standards obtenus a partir d’un diagramme Y est calculé comme suit. On définit
les nombres ¢; = f; + k—i,i=1,--- , k. Ils forment une suite strictement décroissante : £; > f5 > --- > {;. On
démontre alors que |

ny = ﬁ [T - ¢) (3.77)
1<
ou le produit du numérateur vaut 1 s’il n’y a qu’une seule ligne.

La théorie des représentations du groupe symétrique S, nous apprend alors qu’il y a une bijection entre les
diagrammes d’Young a m boites Y et les représentations irréductibles Dy. La dimension de la représentation
Dy est donnée par le nombre de tableaux standards de type Y.

On appelle tenseur de type (de symétrie) Y un tenseur se transformant par S, selon cette représentation
ﬁy. La commutation des matrices D(g) et 23(0) garantit alors que les tenseurs de type Y forment un sous-espace
invariant pour action de GL(n).

Exemple. Considérons les cas de m = 2 et m = 3. Dans le premier cas, les tenseurs de rang 2 peuvent se
décomposer en leurs parties symétrique et antisymétrique qui se transforment indépendamment sous ’action de
GL(n) . .

ini iri igi Wi igi

2 = o (1 1) 4 5 (0 — )
Cette décomposition correspond aux deux tableaux d’Young a 2 boites, disposées horizontalement ou verticale-

ment. Pour le rang 3, on écrit de méme les tenseurs associés aux 4 tableaux d’Young standards

A — tilizig + t’ig’igil + t’igil’ig + tizi]ig + tigigil + t’iligig (378)
B — tilizig + ti2i3i1 + tigiliz _ ti27;17;3 _ ti3i2i1 _ ti1i3i2 (3.79)

Cl — ti1i2i3 _ ti2i3i1 + tizilis _ ti3i2i1 (380)

Dl — ti1i2i3 _ tigilig + ti3i2i1 _ ti3i1i2 (381)
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ou pour alléger les notations on n’a pas fait figurer les indices i1, i, 13 sur A, --- , Dy. Tout tenseur se décompose
sur cette base :
6172 = A4+ B+ 2(Cy + D) .

Les indices 1 sur C et D rappellent que sous 'action du groupe Ss, ces objets se mélangent avec une autre
combinaison Cy = th1isi2 — gisiiiz | gizisin _ iizis (pegp. Dy = ti2itis 4 gizisii _ yivizis _ yiiisiz) deg ¢17F en
des représentations de dimension 2. Au contraire l’action du groupe GL(n) mélange entre elles les différentes
composantes du tenseur A, celles du tenseur B, etc. Les tenseurs C et D se transforment selon des représentations
équivalentes.

Tous les tableaux d’Young, cependant, ne contribuent pas aux représentations de GL(n) pour n donné. Il
est clair qu’un tableau a k > n lignes implique une antisymétrisation de k indices prenant leurs valeurs dans
{1,---,n} et donne donc un résultat nul. En revanche il est aisé de voir que tout tableau & k < n lignes donne
lieu & une représentation. On démontre, et nous admettrons, que cette représentation de GL(n) est irréductible

et que sa dimension est

: A(fitn—1Lfotn—2,f)
d (n) _ ) y s Jn 89
My An—1,n—2,--,0) (3.82)
olt A(ar,az, - ,an) = [, ;(ai —aj;) est le déterminant de Vandermonde des a et les f; désignent les longueurs

des lignes du tableau Y. C’est un polynéme de degré m = f; en n. Comparer & (3.62)).

Dans le cas d’un tableau & une ligne, la formule résulte d’'un argument combinatoire simple. La dimension
est égale au nombre de composantes du tenseur completement symétrique ¢;, ...;,, ol on peut supposer 1 <3 <
ig < --- < i, < n. Il s’agit de disposer de toutes les fagons possibles n— 1 signes < parmi les m indices i1, - , i,
pour marquer les blocs successifs de 1, 2, ..., n. La dimension cherchée est donc le coefficient binémial C7, ,, 1,
en accord dans ce cas particulier avec .

Dans 'exemple précédent avec m = 3, les deux derniers tenseurs C; et D se transforment selon des

représentations équivalentes. On dit donc que E®3 se décompose en
[T+ @ +2 EF]

ol la troisiéme apparait avec la multiplicité deux. En général, la multiplicité dans E®™ d’une représentation de
GL(n) indexée par un tableau d’Young est égale a la dimension de la représentation correspondante de S,,.

Cette remarquable relation entre les représentations de S,, et de GL(n) est due & Frobenius et Weyl et
appelée dualité de Frobenius—Weyl.

On peut étendre ces considérations & d’autres groupes de transformations linéaires, SL(n), O(n), U(n), ...
En raison des conditions additionnelles sur les matrices g dans ces groupes, une réduction supplémentaire des
représentations peut étre possible. Par exemple, on a vu a la sect. 2.2 du chap. 2 que la puissance E®? de
Pespace euclidien & 3 dimensions se réduisait sous 'action de SO(3) en trois sous-espaces, correspondant & des

tenseurs de symétrie définie et de trace nulle et a un scalaire invariant.

Relations entre les diagrammes d’Young et les poids de su(n)

Donnons pour finir la relation entre les deux descriptions des représentations irréductibles obtenues pour SU(n)
ou son algebre de Lie su(n). Dans ce cas, il suffit de limiter le nombre de lignes du diagramme d’Young Y &
k < n — 1 pour obtenir toutes les représentations irréductibles. Le i-eme poids fondamental est représenté par

un diagramme d’Young fait d’une colonne de hauteur i, par exemple A3 = [_|. Et la correspondance entre le

poids le plus haut A avec ses indices de Dynkin \; et le tableau Y avec ses lignes de longueur f; est comme suit

n—1
A= ) oY =(fi=> N). (3.83)
j=i

Autrement dit, Ax est le nombre de colonnes de Y de hauteur k, voir Fig.
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F
oS

Tl

FIGURE 3.7 — Correspondance entre diagramme d’Young et poids le plus haut (ou ses indices de
Dynkin). Iei Y <~ A = (2,2,0,0,1,0,2)

Références additionnelles

La description de la construction des poids et racines peut se trouver dans de nombreuses
références données plus haut (Bump ; Brocker et Dieck ; Gilmore . ..) mais encore dans
J. E. Humphreys, Introduction to Lie Algebras and Representation Theory, Graduate Texts in
Mathematics 9, Springer.

Le chapitre 13 du “Gros livre jaune” de P. Di Francesco, P. Mathieu et D. Sénéchal, [DFMS],
Conformal Field Theory, Springer, est une mine d’informations sur les algebres de Lie simples,
leurs représentations, les produits tensoriels d’ycelles ...

Pour le calcul des expressions explicites des constantes N,g, voir [Gi], ou Wybourne, Clas-
sical groups for physicists, John Wyley.

Sur les octonions et les groupes exceptionnels, voir larticle trés complet (et disponible en
ligne) de John C. Baez, Bull. Amer. Math. Soc. 39 (2002), 145-205.

Pour la classification des formes réelles, voir S. Helgason, Differential Geometry, Lie groups

and Symmetric spaces, Academic Press, 1978, ou Kirillov, op. cit. au chap. 2 .
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Appendix F. Les algebres classiques de type A, B,C, D
F.1 SI(N): AN—I

Rang = | = N — 1, dimension N? — 1, nombre de Coxeter h = N, nombre de Coxeter dual h¥ = N.

ei, i =1,---, N un ensemble de vecteurs de RY tels que Zfr ei =0, (e;ej) =0; — %

Racines a;; = e; —ej, i # j = 1,--- N ; racines positives ;; = e; —e;, 9 < j ; leur nombre |A | = N(N —1)/2;
racines simples o; == ;41 =€; — €41 ¢ =1,--- N — 1.

Racine la plus haute = a1 +---+any_1 =2e1 +e2+---+ey_1 =AM +Any_1 =(1,0,---,0,1).

Somme des racines positives

20 =(N—-1e1r+(N—-3)ea+---+(N—=2i+1)e;+---— (N —1)en
=N -1 +2(N —2)as+---+i(N —i)o; +--- + (N — L)an_1. (F.1)
2 sii—j
Matrice de Cartan (a;, ;) =< —1 sii=j+1
0 sinon

Poids fondamentaux A; i = 1,--- ,N —1, A; =

j=1€js €1 = A,ei;=AN —A;j_y pouri =2,--- N—1,

EN = _AN7_1~ 4
<Ai,Aj> = w pour ’L Sj

Groupe de Weyl : W = Sy agit sur les poids en permutant les e; : w € W« w € Sy : w(e;) = g
Exposants de Coxeter {1,2,--- ,N —1}.

F.2s0(2l+1)=8B,1>2

Rang = I, dimension /(2] + 1), nombre de Coxeter h = 2I, nombre de Coxeter dual hY = 2] — 1
ei,i=1,---,1, (e, e;)=0d;; une base de R,

Racines £e;, 1 < ¢ <[ et de; £e;, 1 <4 < j <[. Base de racines simples o; = €; —€;41, ¢ =1,--- 1 — 1, et
o) = €.

Racines positives

e = Zak, 1<4i<1,

i<k<l
ei—e = Yy ap 1<i<j<l, (F.2)
i<k<j
e;t+e = Zak+2zak7 1<i<j <,
i<k<j J<k<l

leur nombre est |A | = 2.
Racine la plus haute 8 = e; + e5 = a1 + 2a + -+ - + 2ay.
Somme des racines positives
20 = (2—Der+(20—3)ea+---+ (2l —2i+1)e; +---+3e1-1 + €
= (20— Dag + 220 — 2)ag + -+ +i(2l — i)y + -+ - + oy, (F.3)

2 sil<i=j<I
1 osil<i=(j+£1)<i-1
Matrice de Cartan (a;, o) ) = -2 sii=1-1,j=1

1 sii=1l,j=1-1

0 sinon

29 décembre 2013 J.-B. Z M2 ICFP/Physique Théorique 2012



134 Chap.3. Algebres de Lie simples, classification et représentations

Poids fondamentaux A; = ZZ ej,t=1,---,1—-1, A = %Z;:l ej; donc e = A; = (1,0,---,0), e =

j=1
Ai_Aiflz(Of" 7_17170"'>7i:2,"' 7l_1a el:2Al_Al71:(O,"' 707_172)'
Indices de Dynkin des racines
051:(25_170a"')7a’i:(05"' a_1727_150"')7i:2a"' 7l—2;0[1_1:(0,"' ,O,—1727—2);O[l:(07"‘ 507_1a2

et 6 =(0,1,0,---,0)
Groupe de Weyl : W = S; x (Z3)!, d’ordre 2'.1!, agit sur les poids en permutant les e; et e; — (£1);e;.

Exposants de Coxeter {1,3,5,--- ,2] — 1}.

F.3.sp(2))=C), 1 >2

Rang = [, dimension (2] + 1), nombre de Coxeter i = 2/, nombre de Coxeter dual ¥ =1+ 1

e, i=1,---,1, (e e;) = 15;; une base de R' (Attention! au facteur 2 qui assure la normalisation 62 = 2).
Base de racines simples a; = e; —e;11, 1 =1,--- , 1 — 1, et oy = 2e;.

Racines £2¢;, 1 <i <let fe;*e;, 1 <i<j <L

Racines positives

ei—e; = Y o, 1<i<j<l,
i<k<j
ei+e; = Zak+22ak+al, 1<i<j<lI, (F.4)
1<k<j i<k<l
2; = 2> apto, 1<i<l,
i<k<l

leur nombre est |A | = I2.
Racine la plus haute 8 = 2e; = 21 + 22 + -+ - + 2041 + .

Somme des racines positives

21 + (21 —2)ea + -+ (2L — 21+ 2)e; + -+ - + de—1 + 2¢

2p
1
= 2o + 2(21 — 1)@2 + -+ ’L(Ql — 1+ ].)Cu +---+ (l — 1)(l — 2)04[,1 + §l(l + l)al. (F5)

2 sil<i=j<I

1 osil<i=(j+1)<i-1
Matrice de Cartan (o, o) ) = -1 sii=1—1,j=1
2 sii=l,j=1—-1

0 sinon
Poids fondamentaux A; 222:1 ej,i=1,---,l,donce; = Ay = (1,0,---,0),¢;, =A;—A;—1 = (0,--- ,—1,1,0---),
1=2,--- 1
Indices de Dynkin des racines
o =(2,-1,0,-+-), s = (0,--- ,—1,2,-1,0---),4=2,--- I —1; ¢ = (0,---,0,—2,2) and § = (2,0,---,0)

Groupe de Weyl : W = §; x (Zg)l, d’ordre 2%.1!, agit sur les poids en permutant les e; et e; — (£1);e;.

F.4.s0(2)) =Dy, [ >3
Rang = I, dimension /(2] — 1), nombre de Coxeter = nombre de Coxeter dual h = 2] — 2 = h"

ei,i=1,---,1, (e, e;)=0d;; une base de R,

Base de racines simples a; = e; —e;41,1=1,---, I —1, et oy =e;_1 + €;.
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Racines positives

e; —e; = Zak, 1<i<j<lI,
i<k<j

eite; = Y a+2 Y, oktaato, 1<i<j<i-d, (F.6)
i<k<j j<k<l—1

e;,+e = Z ap+a, 1<:1<I1-1,
i<k<l—2

leur nombre est Ay | =1(1 —1).
Racine la plus haute 0 = e; + e = a1 + 200 + -+ 20q_2 + a1 + .

Somme des racines positives

20 = 2(l—Der+2(I1—2)ea + -+ 2¢;1
(1-1
2

= 2(l-1a1 +22 -3)ag+---+i2 —i — Do + -+ )(oq_1+ocl). (F.7)
Groupe de Weyl : W = §; x (Zg)l_l, of order 2!=1.1!, agit sur les poids en permutant les e; et e; — (£1);e;,
avec [[,(£1); = 1.
Exposants de Coxeter {1,3,5,---,20 — 3,1 — 1}, avec [ — 1 appaissant donc deux fois si [ est pair.
2 sil<i=j<lI
—1 sil<i=(j+1)<I-2
-1 s (i,5)=00-2,)or (I, -2)
0  sinon
Poids fondamentaux A; = 2221 ej =01+ 200+ -+ (i — Va1 +i(a; + -+ 2) + %(al,l + o) pour
i=1,,0=-2; Ny =Le+ - Fea1—e) =31 +20 4+ (= o2) + sy + Fa; A =
%(61 +-te_1te) = %(041 +2a0 4+ (I —2)ay_2) + %01_1 + %al.

Matrice de Cartan («;, o) =

Pour les algebres exceptionnelles de types F, F, G, voir Bourbaki.
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Exercices et Probleme du chapitre 3

A. Algébre de Cartan et racines
1. Montrer que tout élément X de g peut s’écrire X = > 2 H; + Y e T E, avec les notations du § 3.1.2.
Pour H quelconque dans 'algebre de Cartan, calculer 'action de ad H sur un tel vecteur X ; en déduire que
ad Had H'X =3 . 2%a(H)a(H')E, et que (compte tenu que les espaces propres pour chaque racine o ont
dimension 1, cf (ii) du § 3.1.2), la forme de Killing s’écrit

(H,H') =tr(ad Had H') = > o(H)a(H') . (3.82)
aEA

2. On veut montrer que les racines « définies par (3.5 ou (3.6)) engendrent bien tout l’espace h* dual de la
sous-algebre de Cartan . Montrer que s’il n’en était pas ainsi, il existerait un élément H de h tel que

YVaoeA «afH)=0. (3.83)

Montrer en utilisant qu’alors, VH' € b, (H,H') = 0. Pourquoi cela est-il impossible dans une algebre
semi-simple ? (cf la discussion précédant ’équation )

3. Variante de argument précédent : sous 'hypothese du 2. et donc de (3.83]), montrer que H commuterait
avec tous les H; et tous les E,, donc appartiendrait au centre de g. Montrer que le centre d’une algebre est un

idéal abélien. Que peut-on dire du centre d’une algebre semi-simple ? Conclure.

B. Calcul des Nag
1. Montrer que les constantes réelles N,g satisfont No3 = —Ng, et, en conjuguant [Eq, Eg] = NogEoays
que
Nog=—N_q,—5 . (3.84)

2. Soient trois racines satisfaisant o+ 84y = 0. En écrivant l'identité de Jacobi pour le triplet £, Eg, E,,

montrer que o ;) Ng, + cycl. = 0. En déduire la relation
Nog=Ng_—a-g=N_oq 8, - (3.85)

3. Considérant la a-chailne passant par 3 et les deux entiers p et ¢ définis au § 3.2.1, écrire 'identité de

Jacobi pour E, F_, et Egikq, avec p < k < g, et montrer qu’elle implique

(o, B+ ka) = N_qp1kaNa,gtk-1)a + Notka,aN—a,p+(k+1)a -

Soit f(k) := Na,g+kaN—a,—3—ka- Montrer en utilisant les relations (3.85) que I’équation précédente se récrit
(., 8+ ka) = f(k) = f(k—1) . (3.86)

4. Que valent f(q) et f(q —1)? Montrer que la récurrence (3.86) se résout en

FR) = ~(Nuika)® = (k= @) 04+ S (k g+ D)a) (387)

Que vaut f(p — 1) ? Montrer que l'on retrouve l’expression (3.21f). Montrer que la formule (3.87)) est en accord
avec (3.23)). Il reste & déterminer le signe de la racine carrée. . ., cf [Gi].

C. Etude des algebres B; =so(2l + 1) et G

1.s0(2l+1) =By, 1 > 2

a. Quelle est la dimension du groupe SO(2! + 1) ou de son algebre de Lie so(2 + 1) ? (Rép. I(21 4+ 1).)

b. Quel est le rang de l'algebre ? (on cherchera & diagonaliser une matrice de so(2! + 1) sur C, ou a ’écrire
comme une diagonale de blocs 2 x 2, cf § 3.1)

c. Combien ’algebre a-t-elle de racines ? Combien de racines positives 7 Combien de simples? (Rép. resp.

21? = dimension—rank, % et [)
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d. Soit e;, i =1,---,1 , une base orthonormée de R, (e;, e; ) = 0;;. On considere I'ensemble de vecteurs
A={te;, 1 <i<ljU{te;te;, 1<i<j<l}

Quel est le cardinal de A? (Rép. 21 + 2[(I — 1) = 2I?) . A décrit 'ensemble des racines de I’algébre so(2] + 1).
e. Une base de racines simples est donnée par o; = e; —e;41, 1 =1,--- ,[—1, et a; = ¢;. Expliquer pourquoi

les racines

e = Zak, 1<4i<I,
i<k<l
ei—e = Zak, 1<i<j<l, (3.88)
i<k<j
e;te = ZakJrQZOLk, 1<i<j<lI,
i<k<j j<k<l

se qualifient comme racines positives.

(Rép. leur nombre est | A, | = 2, elles se décomposent bien sur les racines simples avec des coefficients entiers
non négatifs, et avec leurs opposées (racines négatives), elles reproduisent bien tout ’ensemble A.) Vérifier
cette assertion sur le cas de By = s0(5). (Rép. e; = a1 + aa, ea = ap sont les deux vecteurs orthogonaux de la
fig 1 du cours, etc.)

f. Calculer la matrice de Cartan et vérifier qu’elle est en accord avec le diagramme de Dynkin donné en

2 sil<i=j<lI
cours. (Rép. 278;3;3 = - ST 1 <i=U :t D<i-l
-2 sii=l-1,57=1
-1 sii=l,j=1-1
g. Calculer la somme p des racines positives. (Rép.

2p =2l —Dag +22l —2)ag + - +i(2l — i)z + - - - + Pay.
=@2l-1)e1+ (2l —3)ea+---+ (20 —2i+1)e; + -+ 3e1—1 + ¢

h. Le groupe de Weyl est le produit (“semi-direct”) W = S; x (Zs)', qui agit sur les e; (et donc sur les poids
et racines) par permutation et par changements de signe indépendants e; — (£1);e;. Quel est son ordre ? Dans
le cas de By, dessiner la premiére chambre de Weyl. (Rép. 2'.1!) (Rép. la permutation et les changements
de signe de e; et ey correspondent bien & des (produits de) réflexions dans les ”plans” orthogonaux & a; et as;
ils ne modifient pas le dessin de la fig 1 du cours. Ordre |W| = 2!i!. Pour By, |W| = 8, la premiére chambre de

Weyl est I'octant compris entre a; + a2 et g + 2a. )

i. Montrer que les vecteurs A; = 2321 ej,1=1,---,1 =1, Ay = %2321 e; sont les poids fondamentaux.
(Rép. On vérifie 2% = 0i5)
j- Calculer en utilisant la formule de Weyl : dim(A) = [, Uz;’(’;’?) la dimension des 2 représentations

fondamentales de By et celle de poids le plus haut 2A5. Au vu de ces dimensions, a quoi correspondent ces
représentations de SO(5) ? (Rép. Dans le cas de Ba, Ay = e1, Ay = %(61 + e2), p = 3e1 + ea, racines positives
Ay = {e1, e, eg o}, dim(Ay) = 5, dim(As) = 4, dim(2As) = 10, ce sont les représentations vectorielle,
spinorielle et adjointe, respectivement, de SO(5). Noter que 2A5 = a1 + 25 est la plus haute racine.)

k. Dessiner sur un méme dessin les racines et les premiers poids de so(5).

2. G
Dans 'espace PR, on considere trois vecteurs eq, €2, e3 de somme nulle, (e;,e;) = &;; — %, puis on construit

les 12 vecteurs

+(e; —eq), (e; —e3), t(ex —e3), £(2e1 —ea —e3), £(2e0 —e1 —e3), £(2e3 —e1 —e3)
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Ils constituent le systéme de racines de Ga, comme on va le vérifier.

a. Que peut-on dire alors de la dimension de l'algebre G5 ? (Rép. Dimension de Go= rang+ nombre total
de racines = 124+2=14.)

b. Montrer que a; = e1 —es et as = —2e1 +e2+e3 sont deux racines simples, en accord avec le diagramme de
Dynkin de G donné dans le cours. Calculer la matrice de Cartan. (Rép. On calcule (aq, 1) =2, {as, as ) = 6,

2 -1

(a1, a9 ) = —3, en accord avec le diagramme de Dynkin et la matrice de Cartan C' = 5 o9 J)

c. Que sont les racines positives ? Calculer le vecteur p, demi-somme des racines positives. (Rép. A, =
{a1, a9, a1 + az, 201 + a2, 301 + ag, 3a1 +2as}. p = bag + 3as)

d. Quel est le groupe d’invariance du diagramme des racines ? Montrer qu’il est d’ordre 12 et que c’est le
groupe de Weyl de Go. Dessiner la premieére chambre de Weyl. (Rép. groupe diédral Dg d’ordre 12.)

e. Vérifier que les poids fondamentaux sont
A =207 4+ a9 Ay = 301 + 209

f. Que sont les dimensions de représentations fondamentales? (Rép. dim(A;) = 7, dim(A;) = 14. La
représentation (Ay) est Padjointe. Noter que la encore, Ay = 3a; + 25 est la plus haute racine.)

g. Dans les deux cas de By et G2, on constate que le poids le plus haut de la représentation adjointe est
donné par la racine la plus haute. Expliquer pourquoi cela est vrai en général. (Rép. Les racines sont les poids
de la représentation adjointe. Le poids le plus haut de la représentation adjointe est donc la racine la plus
haute.)

3. Un peu de physique (& voir aprés étude du Chap. 4)
Pourquoi les groupes SO(5) ou G2 ne convenaient-ils pas comme groupe de symétrie étendant le SU(2)
d’isospin, sachant qu’on avait observé plusieurs “octets” de particules ? (Rép. pas de représentation irréductible

de dimension 8, mais 7+1 n’était pas si mal ...7)

D. Systemes de racines. Repliements de diagrammes de Dynkin
On considere les racines simples «; de lalgebre su(2n), numérotées comme dans le cours. (Attention! nous
disons bien 2n!)

1. Quel est le rang de cette algebre ? Que valent les (a4, ;) 7 Dessiner le diagramme de Dynkin correspon-
dant. Quelle est la symétrie de ce diagramme? (Rép. Rang = 2n — 1. Toutes les racines ont longueur carrée

: 2 sii=] , .
= 2, donc matrice de Cartan Cj; = (a;, ;) = . Symétrie Zy de réflexion.)
-1 siji—j|=1

2. On définit alors B; = (a; +an—i)/V2, pouri=1,--- ,n—1et B, = a,/v/2. Calculer les ( 3;, 3; ). (Rép.
On calcule (5;,0;) =2 ,(08i, Bix1) = —1, Vi.)

3. Montrer que les 8 forment un systéme de racines que ’on précisera. (Rép. Matrice de Cartan des 3 :
Ciy=2puis Cj;, =Cj{ ,; =-1, Vi<n—2etC_
B,.)

4. Plus généralement, tout systeme de racines simples de méme longueur peut étre “replié” selon une symétrie

1n=—-2,Cl, 1 =—1, cest la matrice de Cartan de

éventuelle de son diagramme de Dynkin et donne alors un autre diagramme de Dynkin. Sans aucun calcul, quel
diagramme devrait-on obtenir de cette maniére & partir du diagramme Eg? (Rép. Si on replie Eg selon sa
symétrie Zo, on doit obtenir un diagramme linéaire & 4 vertex, les deux liens extrémes portent C, = C%, = —1
et le médian porte Ch3 # —1 par le méme principe que ce qu’on vient de voir, ce ne peut étre que Fy , ce que

confirme le calcul.)

E. Dimensions des représentations de SU(3)

Admettant que la construction du § 3.4.2, celle des tenseurs de rang (p, m) complétement symétriques et de

trace nulle de C3, fournit bien les représentations irréductibles de poids le plus haut (p,m) de SU(3), on se

propose de calculer la dimension d(p, m) de l'espace de ces tenseurs.
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1. Montrer, en étudiant le produit de deux tenseurs de rang (p, 0) et (0,m) et en séparant les termes de trace
(contenant un &} entre des indices supérieur et inférieur) que (p,0) ® (0,m) = ((p — 1,0) ® (0,m — 1)) @ (p, m)
et donc que

d(p,m) = d(p,0)d(0,m) — d(p — 1)d(0,m — 1)

[Les tenseurs de l'espace (p,0) ® (0,m) sont des tenseurs de rang (p,m) complétement symétriques dans

leurs p indices supérieurs, completement symétriques dans leurs m indices inférieurs, mais a priori ayant des
1y

Jm
de cet espace comme somme d’un tenseur de memes symétries et de trace nulle et d’un tenseur a trace, c’est-

traces quelconques entre indices supérieurs et inférieurs. On veut montrer qu’on peut écrire tout tenseur tv

iy iy ,
a-dire de la forme v IR DU S e T i j; g ou le chapeau au dessus d’un indice veut dire qu’on

a omis l'indice et u est un tenseur a déterminer, compléetement symétrique dans ses p — 1 indices supérieurs,

completement symétrique dans ses m indices inférieurs, donc dans l’espace (p —1,0) ® (0, m — 1). On veut donc

écrire t = [t —v]+v et on va déterminer u en imposant que 67 Ht— v];1 ;”

cela implique que toutes les traces entre un indice supérieur et un inférieur sont nulles.) Il est instructif de traiter

= 0. (En raison des symétries de t et v

d’abord le cas p = m = 2. On trouve en prenant la trace de [t — v] avec 5{11 que 0 = tzz (B+1+1)u? 6;2%,

puis en prenant une nouvelle trace par 5522 que 8u! = tz; ce qui, reporté dans 1’équation precedente permet
de déterminer “; Le cas général est un peu pénible a écrire, mais on voit bien qu’au bout d’un nombre fini
d’opérations (en nombre égal & inf(p,m)), on aura déterminé complétement u, ce qui achéve la démonstration
de ce point. Le calcul de la relation entre les dimensions de ces espaces de tenseurs en découle alors. |

2. Montrer par un calcul semblable & celui de SU(2) que

d(p,0) = d(0,p) = 3(p+ )(p+2) .

3. En déduire l'expression de d(p, m) et comparer a(3.64)).

Probléme : algebre de Lie a identifier
1. Rappel. Etant données deux matrices A et B, carrées de dimension 2 x 2, on définit la matrice A ® B
(A® B)ijik = AixBji
et on convient d’ordonner les paires (ij) ou (kl) selon l'ordre lexicographique 11, 12, 21, 22.
(a) Montrer que le produit de deux telles matrices satisfait
(A B)- (C®D)=(A-C)® (B-D).
(Rép. (A® B) - (C® D)ijikt = AimBjnCrx Dy = (A.C)i,(BD)j1 = ((AC) @ (BD))ijira -)

(b) En déduire une expression du commutateur [A ® B,C ® D] en termes des commutateurs [A, C] et

[B, D] (avec des coefficients qui peuvent encore impliquer les matrices A, --- , D.
(Rép. [A® B,C®D]=AC®BD—-CA® DB =[A,C]® BD+CA® |[B,D] = AC® [B,D] +
[A,C] ® DB)

2. On considere alors les 3 matrices de Pauli o,, a = 1,2,3 et la matrice identité I en dimension 2. On

forme les 10 matrices
A, =0,01, B,=0,Q01, Co=0,Q03, D=1R® 05.
(Dans la mesure du possible, on s’abstiendra d’écrire ’expression explicite de ces matrices.)

(a) Avec le minimum de calculs, calculer les commutateurs de ce matrices et montrer qu’elles forment

une algebre de Lie g. On admettra que cette algeébre est simple. (Rép. [A,, Ap] = 2i€apcAc, [Ba, By =

22.6(1,1701407 [Aaa Bb] = 2iegpe B, [A(h Cb] = 2i€abcCC7 [Bm Cb] == _2i5a()Da [Caa Ob] =
2i€apcAc, [Aa, D] =0, [Bs, D] =2iC,, [Cq, D] = —2iB,. Les 10 matrices engendrent bien

une algebre de Lie.)
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(b) Soient Hy = Az et Hy = C3. Pourquoi peut-on dire qu’elles appartiennent & une sous-algebre de
Cartan ? Que signifie ’assertion : “elles engendrent une sous-algebre de Cartan” 7 On admettra que
c’est bien le cas. Quel est le rang de Palgebre g? (Rép. A3 and C3 are among the 10 matrices
the only diagonal ones; they commute and thus belong to the a Cartan algebra. To say that they
generate a Cartan subalgebra means that they form une base de it, hence that the dimension of
that su-algebra, i.e. the rank of g, equals 2.)

(¢) Montrer que I’on peut trouver 4 combinaisons linéaires X (€1, €3) = (A1 +€1C)+€2i(Azs+€1Cs) avee
€1,€2 = £1 telles que [H;, X (€1, €2)] = vi(e1,€2) X (€1, €2), et déterminer les v;(e1, €2). (Indication :
ces 7;(€1, €2) prennent les valeurs £2.) (Rép. [43, X] =+ =26 X; [C5, X] =+ =2€16X.)

(d) De méme montrer que By £+ 9By et Bs &+ iD ont également des propriétés de commutation simples
avec H; et Hs. (Indication : les “valeurs propres” sont cette fois 0,+2.)(Rép. [A3, By + iBs] =
+2(B; £iBs), |[C3,B1+iB3]=0;[As,Bs+D]=0, |[Cs,Bs+iD]=+2(Bs+iD).)

(e) Que peut-on dire des racines de lalgébre g? On en donnera les composantes dans une base de

l’algebre de Cartan (duale). (Rép. We thus have 4 racines (2,2), (2,—2), (—2,—2),(—2,2) for the
X and 4 others (£2,0), (0,£2) for the By +iBy and By £1iD . )

3. On va maintenant identifier plus précisément g.

(a) Donner un systeéme de racines positives, puis un systéme de racines simples. (Rép. Du systeme des
8 racines précédentes, on extrait les 4 positives (2,2), (2,0), (0,2), (2, —2). Les ¢ = 2 racines simples
sont ay = (—2,2)) et ag = (2,0) en termes desquelles les autres sont combin. lin. & coefficients > 0.

)

(b) Calculer la matrice de Cartan. Identifier de quelle algebre de Lie il s’agit dans la classification de
2

Cartan.(Rép. C;; = 2( a4, a; )/, a; ) hence C = ( )

-2
5 ) . This is the By algebral)

(¢) Dans le plan des racines, dessiner les racines simples, ’ensemble des racines. Indiquer quelle est la
chambre de Weyl fondamentale. (Rép. racines = medians and diagonals of a square ; fundamental
chamber : 2nd octant. )

(d) Calculer les composantes des poids fondamentaux et les indiquer sur la figure précédente. (Rép.
Al = (072)a A2 = (17 1))

(e) Quel est le vecteur de Weyl ? Calculer la dimension des deux représentations fondamentales. A quoi
correspondent-elles d’un point de vue géométrique? (Rép. p = Ay + Ay = %Ea>0 a=(1,3). In

general dim(A) = [, “5252. Hence for Ay = (0,2), Ay + p = (1,5), dim(A;) = 32108 = 5

for Ay = (1,1), Az +p = (2,4), dim(Az) = 523! = 4. The B, Lie algebra is that of SO(5), the

5-dimensional représentation is the defining représentation, that of dim 4 is the spinor représenta-

tion)
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Chapitre 4

Symeétries globales en physique des

particules

La physique des particules va nous offrir un terrain de choix pour illustrer les différentes
manifestations de symétries en physique. Nous ne nous occuperons dans ce chapitre et le suivant
que de “symétries internes”, excluant les symétries d’espace-temps.

Nous allons examiner tour a tour différents types de symétries et leurs réalisations, comme
symétrie exacte ou brisée explicitement, spontanément ou par des anomalies quantiques. Nous

consacrerons pas mal d’attention au groupe de saveur SU(3).

4.1 Symétries globales exactes ou brisées. Brisure spon-

tanée

4.1.1 Panorama. Symétries exactes ou brisées

Les transformations dont on s’occupera dans ce chapitre sont des transformations globales. Un
groupe G agit sur les degrés de liberté de chaque champ ¢(z) de la méme fagon en tous les
points x de I'espace-temps. Par exemple, G agit sur ¢ par I'intermédiaire d’une représentation,
et a chaque élément g du groupe correspond une matrice ou opérateur D(g), indépendamment
du point x

¢(x) = D(g)¢(x) - (4.1)

Dans une théorie quantique, selon le théoreme de Wigner, on suppose que cette transfor-
mation est aussi réalisée sur les états de 1'espace de Hilbert par un opérateur unitaire U(g); en
tant qu’opérateur, ¢(z) — U(g)p(z)UT(z).

Cette transformation peut étre une symétrie de la dynamique, auquel cas U(g) commute
avec 'hamiltonien du systeme, ou dans le langage lagrangien, elle laisse le lagrangien invariant

et donne donc naissance & des courants de Noether j! de divergence nulle et & des charges
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142 Chap.4. Symétries globales en physique des particules

conservées ); = f dx j2(x,t), i = 1,--- ,dim G. Ces charges agissent sur les champs comme
générateurs infinitésimaux, classiquement au sens du crochet de Poisson, {Q;, ¢(x)}da’ = d¢(z),
et si tout se passe bien dans la théorie quantique, comme opérateurs dans 'espace de Hilbert
dotés de relations de commutation avec les champs [Q;, #(x)]da’ = —ihd¢(z) et entre eux
Qi Q;] = z'C’ijk’Qk. Une question importante va en effet étre de savoir si une symétrie apparente
au niveau classique, disons sur le lagrangien, est bien réalisée dans la théorie quantique.
e Un exemple de symétrie exacte est fourni par I'invariance de groupe U(1), associé a la conser-
vation de la charge électrique. Un champ portant une charge électrique ¢ (fois |e|) est un champ
complexe, il se transforme sous 'action du groupe U(1) selon la représentation irréductible
indexée par 'entier ¢
b(z) > €G(z) ;¢ () e (z)

S’il y a invariance (du lagrangien) quand tous les champs se transforment ainsi, on a alors
un courant de Noether j#(z), somme des contributions des différents champs chargés, de di-
vergence nulle, d,j*(z) = 0, et la charge associée ) est conservée. La théorie quantique est
I'électrodynamique quantique, et on y démontre que la symétrie classique par le groupe U(1)
ainsi que la conservation du courant (et I'invariance de jauge) sont bien préservées par la quan-
tification et en particulier par la renormalisation, par exemple que toutes les charges électriques
se renormalisent de la méme fagon, cf cours de Théorie Quantique des Champs.

D’autres invariances et lois de conservation de nature similaire sont celles associées aux

charges baryoniques ou leptoniques, conservées (jusqu’a plus ample informé ...).

e Une symétrie peut aussi étre brisée explicitement. Par exemple le lagrangien contient des
termes non invariants sous l'action de G. Dans ce cas, les courants de Noether ne sont pas

conservés, mais leur divergence s’écrit
0L (x)

Nous verrons plus bas avec SU(3) un exemple de symétrie brisée (ou approchée).

Certains types de brisures, dites “douces” (soft), sont telles que la symétrie est restaurée a courte distance

(4.2)

ou haute énergie. C’est par exemple le cas de I'invariance d’échelle (par dilatations d’espace-temps), brisée par
la présence de toute échelle de masse dans la théorie, mais restaurée —de fagcon un peu subtile— a courte distance,
cf. ’étude du groupe de renormalisation dans les cours de théorie des champs.

e Un mécanisme plus subtil de brisure de symétrie est celui de brisure spontanée de symétrie.
On appelle ainsi les situations ou I’état fondamental du systeme ne possede pas une symétrie
apparente sur le lagrangien. L’exemple le plus simple présentant ce phénomene est celui d’un
systeme classique a un degré de liberté décrit par le potentiel “a double puits” de la Fig. 1(a).
Bien que le potentiel exhibe une symétrie Z, manifeste par x — —x, le systeme choisit un état
fondamental dans I'un des deux minima du potentiel, ce qui brise la symétrie. Ce mécanisme
joue un role fondamental en physique, avec des manifestations dans des situations tres variées,
de la matiere condensée —ferromagnétisme, superfluidité, supraconductivité ...— a la physique
des particules —symétrie chirale, phénomene de Higgs— et a la cosmologie.

> Exemple. Brisure spontanée du modele O(n)

Le lagrangien du “modele O(n)” bosonique (minkovskien, ici), pour un champ ¢ = {¢'} réel a
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Vix)

(a) (b)

FIGURE 4.1 — Potentiels (a) a “double puits” ; (b) en “chapeau mexicain”

n composantes,
A

1(‘]52)2 (4.3)

est invariant sous l'effet des rotations de O(n). Le courant de Noether j¢ = 9,¢'(T*);;¢’ (avec

1 2 1 242
L= (09)* - 5m*¢’ -

T antisymétrique réelle) a une divergence nulle, ce qui implique la conservation d'une “charge”
etc. Le minimum du potentiel correspond a ’état fondamental, alias le vide, de la théorie. Si
le parametre m? est choisi négatif, le minimum du potentiel V = %m2¢2 + %(¢2)2 n’est plus en
¢> = 0 mais en une certaine valeur v> de @° telle que —m? = \v?, of Fig. 1(b). Le champ ¢
“choisit” spontanément une direction 7 (7? = 1) dans l'espace interne, dans laquelle sa valeur

moyenne dans le vide (“vev” dans le jargon franglais) est non nulle
(0|#|0) = vn . (4.4)

Cette “vev” brise le groupe d’invariance G = O(n) de départ en son sous-groupe H qui laisse
invariant le vecteur (0|¢|0) = vn, soit un groupe isomorphe & O(n — 1). Que cette valeur
moyenne dans le vide d’un champ non invariant par le groupe soit non nulle, {0|@|0) # 0, est le
signal que le vide n’est pas invariant : on est bien dans un cas de symétrie brisée spontanément.
C’est le mécanisme a l'ceuvre dans un ferromagnétique a basse température, par exemple, ol
I’aimantation non nulle signale la brisure spontanée de la symétrie d’isotropie spatiale.
Exercice (cf cours de F. David) : Posant ¢ = (v+0)n+, ou 7 désigne les n—1 composantes du
champ ¢ orthogonales a (@) = vn, calculer les termes de V (o, m) linéaires et quadratiques dans
les champs o et T ; vérifier que le terme linéaire en o s’annule (minimum du potentiel), que o
a un terme de masse non nul, mais que les ™ sont de masse nulle, ce sont les bosons de Nambu—
Goldstone de la symétrie brisée spontanément. Il s’agit la d’'un phénomene général : toute
symétrie continue brisée spontanément s’accompagne de 'apparition d’excitations de masse
nulle en nombre égal a celui des générateurs de la symétrie brisée (théoréme de Goldstone).
Plus précisément quand un groupe G se brise spontanément en un sous-groupe H (le groupe de
symétrie résiduelle, groupe d’invariance du fondamental), il apparait un nombre d(G) — d(H)
de bosons de Goldstone de masse nulle. Dans 'exemple précédent, G = O(n), H = O(n — 1),
d(G)—d(H)=n—1.

Donnons une démonstration simple de ce théoréme dans le cas d’une théorie lagrangienne des champs. On

écrit L = %(8@2 — V(o) avec des notations trés génériques, ¢ désigne un ensemble de champs {¢;} sur lequel
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144 Chap.4. Symétries globales en physique des particules

agit un groupe de transformations G. Le potentiel V' est supposé invariant sous 'action de transformations

infinitésimales 6“¢;, a = 1,--- ,dim G. Par exemple pour des transformations linéaires : 6“¢; = T};¢;. On a
fone oV (6(x)
x
————0%(x) =0 .

Dérivons cette équation par rapport & ¢;(x) (en omettant I’argument x partout)

oV o5°g; | OV
0¢; 0¢; 0¢;09;

;i =0

et évaluons la en ¢(x) = v, un minimum (constant, indépendant de x) du potentiel : le premier terme s’annule,
le second nous dit que
0%V
0906,

en notant (un peu abusivement) 6“v; = §%¢;|4=,. Par ailleurs on quantifie la théorie au voisinage de ce minimum

5% =0, 4.5
. (4.5)

v (“vide” de la théorie) en écrivant ¢(x) = v + ¢(x) et en développant

1 0%V

V(g)=V(v)+ §W‘¢*
7 j ' P=v

pipj

et les masses des champs ¢ se lisent alors sur la forme quadratique. Or (4.5) nous apprend que la “matrice de

5

2 . . .
masse” %W:v a autant de “modes zéros” (vecteurs propres de valeur propre nulle) qu’il y a de variations
i0Qj

indépendantes 0%v; # 0. Si H est le groupe d’invariance de v, §%v; # 0 pour les générateurs de G qui ne sont

pas générateurs de H, et il y a donc bien dim G — dim H modes de masse nulle, cqfd.

4.1.2 Brisure de la symétrie chirale

Considérons un lagrangien impliquant des fermions de masse nulle,

L =iy + gy ) (D) (4.6)

ol ¥ = {4 }a=1,... N st un vecteur a N composantes qui sont des champs de 4-spineurs. Noter
I'absence de terme de masse 11). Ce lagrangien est invariant sous I'action des deux types de

transformations infinitésimales

oatp(z) = dAY(x) (4.7)
op(r) = dBysyY(x),

ou les matrices A et B sont antihermitiennes infinitésimales, de taille N x N ; elles agissent
sur les indices de “saveur” « mais pas sur les indices spinoriels, et commutent donc avec les
matrices . On rappelle que ~5 est hermitienne et anticommute avec les v,. Vérifier que 649 =

—16A, S = 1V3B~s. Les courants de Noether conservés sont respectivement

Jp = 9Ty T = Ty, (4.8)

avec T des générateurs infinitésimaux du groupe unitaire U(N). Les transformations de la

4

premiere ligne sont dites “vectorielles”, celle de la seconde ligne, qui impliquent s, sont dites

“axiales”. On peut aussi redire cela en termes de transformations indépendantes de v :=
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(I =) et de g = %(Ij— 75)1/1_; on se rappelle que (v5)* = I, et que (I % 75) sont donc
des projecteurs; on a donc vy, = %¢(I + 7s5), etc, et

L =Yridr + Vridvr + (Vry0r + YrY0r) Wy r + YRV UR)

qui est clairement invariant par les transformations unitaires finies v, — Ui¥r, ¥r — Ustg,
avec Uy, Uy € U(N). Le groupe de symétrie chirale est donc U(N) x U(N). [One uses to say that
¥y, transforms as (N, 0), ¢¥r as (0, N), why ? |

Si maintenant nous introduisons un terme de masse £ = —m1) (qui “couple” les com-
posantes 1; et Yr : 0L = —m(Ypibr + YrYr)), la symétrie “vectorielle” est préservée, mais

I’axiale ne 'est plus et donne lieu a une divergence
0“Jl‘j(5) (z) oc mypT Y51 . (4.9)

[un terme de dimension 3, dont I'effet est négligeable & courte distance.] Le groupe de symétrie résiduelle
est U(N), sous-groupe “diagonal” de U(N) x U(N) (diagonal en ce sens que 'on prend U; = Uy

dans les transformations de ¢, g.)

La symétrie axiale peut aussi étre brisée spontanément. Partons d’un lagrangien somme de
termes du type (4.6) avec N = 2 et (4.3) pour n = 4, avec un terme couplant les fermions a
quatre champs de bosons, nommés traditionnellement o et

L= 3(if+ glo +im)i + 5 ((0n) + (90)?) — 5m(o” +7%) — 2(& a2, (4.10)

dans laquelle les matrices de Pauli ont été désignées exceptionnellement par 7 pour ne pas les
confondre avec le champ o. Le groupe de symétrie est U(2) x U(2), avec les champs ¢, g
et o + im.T se transformant respectivement par les représentations (%,O), (0, %) et (%, %) de
SU(2) x SU(2) (cf exercice A). [On peut récrire le terme d’interaction fermion-boson (o + im.7)g +
Yr(o —im.T)y”; dans le premier terme, on a les représentations de SU(2), %, % et 0, et de SU(2)g 0, %, %,
d’ott Vinvariance. ] Si m? < 0, le champ ¢ = (o, m) acquiert une vev, qu’on peut orienter dans
la direction ¢ en ayant introduit au préalable un petit terme de brisure explicite 6L = co,
I’analogue d’un petit champ magnétique, qu’on fait tendre vers zéro par la suite. La vev est
donnée comme plus haut par v> = —m?/\, et en récrivant le champ o(x) = o/(z) + v, ou le
champ ¢’ a maintenant une valeur moyenne nulle dans le vide, on voit que les fermions ont
acquis un terme de masse my = —gv, tandis que les 7 sont de masse nulle. Ce lagrangien, le
modele o de Gell-Mann—Lévy, a été proposé comme modele expliquant la brisure de I'invariance
chirale et la faible masse des mésons 7, quasi-bosons de Nambu—Goldstone (“quasi” parce que
la symétrie chirale n’est qu’approchée avant d’étre brisée spontanément). Nous en retrouverons

des éléments dans le modele standard.

4.1.3 Brisures quantiques. Anomalies

Un autre mode de brisure de symétrie, de nature purement quantique, se manifeste dans les anomalies des
théories quantiques de champs. Une symétrie, apparente au niveau classique du lagrangien, est brisée par

leffet des “corrections quantiques”. C’est par exemple ce qui se produit avec certaines symétries chirales, du
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type qu’on vient d’étudier : un courant axial de divergence classiquement nulle peut acquérir par un “effet &
une boucle” une divergence 9, Jf # 0. Dans le cas ol le courant “anormal” est le courant de Noether d'une
symétrie classique interne, cette symétrie est brisée par 'anomalie quantique, ce qui peut donner lieu a des
effets physiques intéressants (cf. discussion de la désintégration m° — v, par exemple dans [IZ] chap 11). Mais
dans une théorie comme une théorie de jauge ou la conservation du courant axial est cruciale pour assurer la
cohérence —renormalisabilité, unitarité—, I’anomalie constitue un danger potentiel qu’il faut contréler. C’est ce
qui se produit dans le Modele Standard, et nous y reviendrons au chap. 5. Un autre exemple est fourni par
Iinvariance par dilatation d’une théorie de masse nulle, cf I’étude du groupe de renormalisation dans le cours
de F. David.

4.2 La symétrie de saveur SU(3) et le modele des quarks

Une symétrie approchée de grande importance est celle de SU(3) de saveur, a laquelle nous

consacrons le reste de ce chapitre.

4.2.1 Pourquoi le groupe SU(3) ?

On a vu (Chap. 0) que si on néglige leurs interactions faibles et électromagnétiques, les hadrons,
c’est-a-dire les particules soumises aux interactions fortes telles le proton et le neutron, les
mésons 7 etc, sont classifiés en “multiplets” d’un groupe SU(2) d’isospin. Ou dit autrement,
I'hamiltonien (ou le lagrangien) des interactions fortes est invariant sous I’action de ce groupe
SU(2) et en conséquence, le groupe SU(2) est représenté dans 'espace des états hadroniques
par des représentations unitaires. Proton et neutron appartiennent a une représentation de

+ 79 forment une représentation de dimension 3,

dimension 2, d’isospin %, les trois pions 7
d’isospin 1, etc. La charge électrique () de chacune des particules que nous venons de citer est

reliée a la valeur propre de la troisieme composante I, de I'isospin par la relation
1
Q= 58 + I, [for SU(2)] (4.11)

ou apparait un nouveau nombre quantique B, la charge baryonique, supposée conservée (addi-
tivement) dans toutes les interactions (jusqu’a nouvel ordre). B vaut 0 pour les mésons 7, et 1
pour les “baryons” que sont le proton et le neutron, —1 pour leurs antiparticules, 4 pour une
particule a (noyau d’helium), etc.

Cette relation entre Q et I, doit étre amendée pour de nouvelles familles de mésons K+, K0, K0
ou de baryons A%, 3, =, ... découverts a la fin des années 50. On leur attribue un nouveau
nombre quantique, I’étrangeté S. Cette étrangeté est également supposée conservée (additive-
ment) dans les interactions fortes. Ainsi, si S vaut —1 pour le A® et +1 pour le KT et le K°,
le processus p + 7~ — AY + K° conserve I'étrangeté, tandis que la désintégration observée

A® — p + 7~ viole cette loi de conservation, car elle procede par les interactions faibles. La
relation (4.11)) doit étre modifiée en la relation de Gell-Mann—Nishima

1 1 1
— B4+ S+L=-Y+I, 412
Q=3B+ 55+ L=5Y+ (4.12)
ou on a introduit I"hypercharge Y, qui, a ce stade, vaut Y = B+ S. [KY et K?]
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FIGURE 4.2 — Les octets de mésons. pseudoscalaires (J7 = 07) et vecteurs (J¥ =17)

Ces lois de conservation et différentes propriétés des mésons et baryons découverts alors,
en particulier leur organisation en “octets”, ont conduit au début des années 60 Gell-Mann
et Ne’eman a postuler 'existence d'un groupe SU(3) de symétrie approchée des interactions
fortes. Les nombres quantiques conservés et simultanément mesurables I, et Y sont interprétés
comme les valeurs propres de deux charges commutantes, c¢’est-a-dire de deux éléments d’une
algebre de Cartan de rang 2, et c’est I'algebre de SU(3) qui est le candidat naturel, puisque
possédant une représentation de dimension 8 (cf exercice C du chap. 3).

Dans la représentation 3 de définition de SU(3), on construit une base de 'algebre de Lie
su(3), faite de 8 matrices hermitiennes A\, qui jouent le role des matrices de Pauli o; pour su(2).

Ces matrices sont normalisées par

tr )\a)\b = 2(5ab . (413)
AL et Ao, Mg et A5, A\g et A7 ont les mémes éléments de matrice que o; et oo en position
« . .|, |. . .let]. . x| respectivement, ou les points signifient des zéros. Les deux

générateurs de I'algebre de Cartan sont

| ) 1 . .
As=1. -1 . Agzﬁ 1. . (4.14)
-2
Les charges I, et Y sont alors les représentants dans la représentation considérée de %)\3 et de
L.

[Expliquer le 1/4/3] Voir I’exercice B pour le changement de coordonnées de (A1, \2) (indices

de Dynkin d’une représentation, a ne pas confondre avec les matrices précédentes!) en (1,,Y).
Les matrices )\, satisfont des relations de commutation

[)‘a7 Ab} = 2ifabc)\c (415)

avec les constantes de structure (réelles, complétement antisymétriques) fupe de Ialgebre su(3). Il est utile de
considérer aussi les anticommutateurs

4
{/\aa /\b} = 75(11) + 2dabc>\c . (416)
3
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FIGURE 4.3 — L'octet (J = %+) et le décuplet (JF = %+) de baryons.

Gréce a (4.13)), (4.15) et (4.16)) peuvent se récrire comme tr ([Ag, Ap]Ae) = 4ifabe, tr ({Aas Ao Ae) = 4dape. On
trouve ces nombres f et d tabulés dans la littérature ... mais on les recalcule aisément ! Attention, au contraire

de (4.15)), la relation (4.16]) et les constantes dgpe (réelles, completement symétriques) sont propres a la repré-
sentation de dimension 3.

Les hadrons s’organisent en représentations de SU(3). Chaque multiplet regroupe des parti-
cules de méme spin J et parité P. C’est ainsi que deux octets de mésons de J* égal 4 0~ ou 1~
et qu'un octet et un “décuplet” de baryons de charge baryonique B = 1 sont aisément identifiés.
Contrairement a la symétrie d’isospin, la symétrie SU(3)E| n’est pas une symétrie exacte des
interactions fortes. Les regles de conservation ou de sélection auxquelles elle donne lieu ne sont
qu’approchées.

A ce point, on peut s’interroger sur I’absence d’autres représentations de trialité nulle, telle

la représentation 27, ou de celles de trialité non nulle, comme la 3 et la 3. On y reviendra au §
4.2.5.

4.2.2 Conséquences de la symétrie SU(3)
Les octets de champs

Concentrons nous sur les deux octets de baryons N’ = (N, 3, =, A) et de mésons pseudoscalaires
P = (7, K,n). Au vu de ce que l'on a dit au Chap. 3, § 3.4.2, a savoir que la représentation
adjointe est faite de tenseurs de rang (1,1) et de trace nulle, il est naturel de regrouper les 8

champs associés a ces particules sous forme d’une matrice de trace nulle.

Lo _ Ly at K+
d = T —\%WO—\%n K°
K- K° \/En

: (4.17)

3

1. dite “de saveur”, selon la terminologie moderne, mais appelée “symétrie unitaire” ou “voie octuple” a
I’époque de Gell-Mann et Ne’eman. . .
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et
1 50 1
— 1 50 1
= =0 ZA

Pour s’assurer que les assignements de champs/particules aux différents éléments de matrice
sont corrects, il suffit de vérifier leurs nombres quantiques de charge et d’hypercharge. Les
générateurs de charge () et d’hypercharge Y

] 2 0 0 ] 10 0
Q:IZ+—Y:§ 0 -1 0 Y:§ 01 0 (4.19)
0o 0 -1 00 —2
agissent dans la représentation adjointe par commutation et on a bien
0 T+ K+ 0 0 K+
Q,®]=] -7 0 0 Y, ®| = 0 0 K
-K_ 0 0 ~-K_ —Ky, 0

Exercice : (i) sans aucun calcul, que doit valoir [I,, @] ? Vérifier.
(ii) Calculer tr ®*; en quoi le résultat justifie-t-il le choix de normalisation dans ? Voir
aussi le Probleme 2.c.

[Le lecteur attentif aura noté I’apparition d’un signe devant le Z° dans en comparaison de celui devant
le K°. Cela est dii & la conjugaison des spineurs portés par les champs de fermions =~ et Z°. .. ]

Produits tensoriels dans SU(3) et couplages invariants

On rappelle que pour SU(3), avec les notations du chapitre 3,
8R8=1G808G10® 10 27 . (4.20)

(Notons au passage que la multiplicité 2 de la représentation 8 reflete 1'existence des deux

tenseurs invariants indépendants fup. et dape (cf. [4.15) et (4.16).) Montrons que cela a des

implications immédiates sur le nombre de couplages invariants entre champs.

e On se propose d’écrire un lagrangien invariant par SU(3) impliquant les champs d’octets
® et U précédents. Quel est le nombre de “couplages de Yukawa’, c’est-a-dire de la forme
WPV, invariants par SU(3)? Autrement dit, quel est le nombre d’invariants dans 8 ® 8 ® 8 ?
Selon un raisonnement fait au chap 2, (cf § 2.3.2), ce nombre est égal au nombre de fois ou la
représentation 8 apparait dans 8 ® 8, soit selon , 2. Il y a donc deux couplages de Yukawa
invariants indépendants. Si on écrit les deux octets de champs ¥ et ® sous forme de matrices
3 x 3 de trace nulle comme au sous-paragraphe précédent, ¥ = {@Z)ji} et ® = {¢,'}, ces deux
couplages s’écrivent

tr 0P =19, 0 and tr IOV = '¢, (4.21)
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(cette écriture omet les indices des spineurs de Dirac, 1’éventuelle matrice 5 etc). On préfere
souvent récrire ces deux termes en termes de leurs somme et différence, donc de tr ¥[®, ¥] et
tr U{®, U}, appelés terme f et terme d, par référence a et .

e Autre question de méme nature : quel est a priori le nombre d’amplitudes invariantes par
SU(3) dans la diffusion de deux particules des octets N' et P : N; +P; — Ny + P;~ 7 (On
ne prend en compte que l'invariance par SU(3), en ne considérant pas d’éventuelles symétries
discretes.) 11 s’agit donc de chercher le nombre d’invariants dans la 4éme puissance tensorielle
de la représentation 8. Ou encore de fagon équivalente, le nombre de fois ou I'on trouve la méme
représentation dans les deux produits 8 ® 8 et 8 ® 8. Si m; sont les multiplicités apparaissant
dans 8 ® 8, soit m; = 1, mg = 2, etc, cf , ce nombre est ), m? = 8. Il y a donc huit
amplitudes invariantes. Autrement dit on peut écrire a priori 'amplitude de diffusion sous la

forme

(NiPATIN:P:) =

(4.22)

8
D A (s, ) (1LY )Yy, (I L Yo lr, (I, Ly Y ) vy (1, Ly Y )l Ly Y s (1, L, Y ) )
r=1

(avec s et t les invariants relativistes usuels s = (p; +p2)?, t = (p1 — p3)?), toute la dépendance
dans la nature des particules membres des octets, repérées par les valeurs de leur isospin et

hypercharge, étant contenue dans des coefficients de Clebsch-Gordan de SU(3).

e Soient ®;, i = 1,2,3,4 quatre champs d’octets distincts. Combien de couplages de degré 4 invariants
par SU(3) peut-on former avec ces quatre champs? D’une part, le raisonnement précédent nous donne huit
couplages ; de l'autre, il est clair que pour toute permutation P de {1,2, 3,4}, les termes tr (Pp1 PpaPp3Ppy) et
tr (P p1Ppo) tr (P p3®Ppy) sont invariants par SU(3). Un décompte rapide donne 9 termes différents, en contra-
diction avec I’argument précédent. Quelle est 'origine de cette contradiction ? Pour en savoir plus, rendez-vous

au Probleme 1 en fin de chapitre. . .

4.2.3 Brisures électromagnétiques de la symétrie SU(3)

La symétrie SU(3) est brisée, on 'a dit, par les interactions fortes. Bien str, tout comme
la symétrie SU(2) d’isospin, elle I'est aussi par les interactions électromagnétiques et les in-
teractions faibles. Nous n’examinerons pas ici l'effet de ces derniéres mais décrirons deux
conséquences des brisures fortes et électromagnétiques.
Le lagrangien d’interaction d’une particule de charge ¢ avec le champ électromagnétique A
s’écrit
Lem = —qi"A, (4.23)
ou j est le courant électrique. Le champ A est invariant par les transformations de SU(3), mais
comment j se transforme-t-il? On connait la transformation de sa charge Q = [ d*zjo(x,t),
puisque selon , () est une combinaison linéaire de deux générateurs Y et I,. () se transforme
donc selon la représentation adjointe (8, alias (1,1) en termes d’indices de Dynkin). Et il est
naturel de supposer que le courant j se transforme de la méme maniere. C’est d’ailleurs ce que
I'on trouve quand on construit le courant j# comme courant de Noether de la symétrie U(1)

(exercice, le vérifier).
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Moments magnétiques

Les facteurs de forme électromagnétiques de 'octet de baryons sont définis par
(Blju(@)|B) = e™a( FE (k) + FEP (k) k")l (4.24)

ou u et u' sont des spineurs de Dirac décrivant respectivement les baryons B et B’; k est
la quadri-impulsion transférée de B’ a B. F, est le facteur de forme électrique, si B = B’,
F,(0) = ¢p, charge électrique de B, tandis que F,, est le facteur de forme magnétique et F558(0)
donne le moment magnétique du baryon B. On veut calculer ces facteurs au premier ordre
électromagnétique et a 'ordre zéro dans les autres termes brisant éventuellement la symétrie.

D’un point de vue groupiste, I'élément de matrice ( B|j,(z)|B’) releve du théoreme de
Wigner-Eckart : il y a deux fagons de projeter 8 x 8 sur 8 (cf I’équ. (4.2) du chap 3), (ou
encore, il y a deux fagons de construire un invariant avec 8 @ 8 ® 8). Il y a donc deux “éléments
de matrice réduits”, donc deux amplitudes indépendantes pour chacun des deux facteurs de

forme, complétées par des coefficients de Clebsch-Gordan de SU(3). Par un argument similaire
a (4.21]), on vérifie que l'on peut écrire

FPE' (k%) = FO (k) tr BQB' + F,(k*) tr BB'Q

e,m

ou () est la matrice de (4.19))
0

0 0 -

0
0

O win

Q=

W=

1
3
et tr BQB' signifie le coefficient de BB’ dans la trace matricielle tr WQW, et de méme pour
tr BB'Q. Par exemple, le moment magnétique du neutron p(n) est proportionnel au terme
magnétique en nn, soit —%(Fﬁll )+ B2 )). Les quatre fonctions Fe(if) sont inconnues (leur calcul

ferait appel a la théorie des interactions fortes) mais on peut les éliminer et trouver des relations

p(n) = p(E’) =2u(A) = —2u(2°) =) = up) (4.25)
V3

WET) = wE7) =—(up) + un)) p(E’ —A) = 7#(%) ,

ol la derniére quantité est le moment magnétique de transition ¥° — A. Ces relations sont en

accord qualitatif avec les valeurs expérimentales.

Les moments magnétiques des “hypérons” (baryons de masse plus élevée que les nucléons) sont mesurés par
leur précession de spin dans un champ magnétique ou dans des transitions dans des atomes “exotiques” dans
le noyau desquels un nucléon a été remplacé par un hypéron. Le moment magnétique de transition £% — A est
déterminé & partir de la section efficace A — X° dans le champ coulombien d’un noyau lourd. On lit dans les
tables

p(p) = 2792847351 +0.000000028 iy pu(n) = —1.9130427 + 0.0000005 11y

w(A) = —0.613+0.004 py (20 — A)| = 1.61 £ 0.08 py (4.26)
wEY) = 2458 +0.010 ux w(X7) = —1.160 £ 0.025 py
W=’ = —1.25040.014 uy w(E7) = —0.6507 + 0.0025 pu

ol un est le magnéton nucléaire, uy = Qen? =3.152 10~ MeV T
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Ecarts de masses électromagnétiques

Des hypotheses et méthodes analogues permettent de trouver des relations entre les écarts de masses électromagnétiques,

entre particules de méme hypercharge et isospin I, mais de charge différente, voir Probleme 3.

4.2.4 Ecarts de masses “forts”. Formule de masse de Gell-Mann—

Okubo

Au vu des disparités entre masses au sein d’un multiplet, le terme de masse dans le lagrangien
(ou 'hamiltonien) ne peut étre un invariant de SU(3). Gell-Mann et Okubo ont fait ’hypothese
que le terme non invariant AM se transforme selon la représentation 8, plus précisément,
puisqu’il doit avoir un isospin et une hypercharge nuls, qu’il se transforme comme la composante
n ou A des octets. On est donc conduit & considérer les éléments de matrice ( H{AM|H ) pour
les hadrons H d’un multiplet, et a faire appel une nouvelle fois au théoreme de Wigner—Eckart.
Selon les regles de décomposition de produit tensoriel données au chap. 3, la représentation
8 apparait au plus 2 fois dans le produit d’une représentation irréductible de SU(3) par sa
conjuguée, (le vérifier, en se rappelant que 8 = 3 ® 3 © 1); il y a au plus deux amplitudes
indépendantes qui décrivent les écarts de masse au sein du multiplet, ce qui conduit a des

relations entre ces écarts de masse.
Un argument élégant permet d’éviter le calcul des coefficients de Clebsch—Gordan et de trouver ces deux
amplitudes dans toute représentation. Les huit générateurs infinitésimaux se transformant eux-mémes selon la

représentation 8 (représentation adjointe), on les dispose selon une matrice 3 x 3 comme précédemment

G=| V2I. iy-I =«
* * -Y
1

ot les * désignent des générateurs changeant I’étrangeté qui ne nous concernent pas. (Noter que G11 = I.+5Y =

0 0O
@, la charge électrique, est invariante par 'action (par commutation avec G) des générateurs X = [0 * =
0 = =

qui préservent la charge électrique.) On cherche deux combinaisons des générateurs I, et Y se transformant
comme 1’élément (3,3) de cette matrice. L’une est bien stir Y lui-méme, Pautre est fournie par ’élément (3, 3)
du cofacteur de G, cofGg3 = $Y2 —I2 =21, ]_ = ;Y? — 12,

On obtient ainsi, pour toute représentation (tout multiplet), une formule de masse

1
M =my+meY +ma(I(I+1) — Z—lY?) (4.27)

ce qui laisse trois constantes indéterminées (dépendant du multiplet). Par exemple pour l'octet
de baryons, on a quatre particules N, 3, A et = pour lesquelles (Y, I,I(I + 1) — in) =
(1,1 1), (0,1,2), (0,0,0), (—1,%, 1) respectivement, et satisfaisant donc

1252 1252
1
MN =mqj + mo + §m3 MZ =mq + 2m3 (428)
1
MA =my ME =M1 — M + §m3 . (429)
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En éliminant les trois parametres mq, mso, m3 entre ces quatre relations, on est amené a la regle

de somme
Mz + My . 3Mp + Ms,

2 N 4

bien vérifiée expérimentalement : on trouve 1128,5 MeV /c? au membre de gauche, 1136 MeV /c?

(4.30)

a celui de droiteﬂ Pour le décuplet, vérifier que cette méme formule donne des écarts de masse
égaux entre les quatre particules A, ¥*, =* et Q7. Cela a permis de prédire avec justesse
I'existence et la masse de cette derniere particule, ce qui a été considéré comme un des grands
succes de SU(3). Pour 'octet de mésons pseudoscalaires, la formule de masse implique (empi-

riquement) les carrés de masses

4.2.5 Les quarks

Les représentations 3 et 3 sont & ce stade les grandes absentes de la scéne : parmi les particules
observées, aucun “triplet” ne semble se manifester. Le modele de Gell-Mann-Zweig fait 1'hy-
potheése qu'un triplet (représentation 3) de quarks (u,d,s) (“up”, “down” et “strange”) et sa
représentation conjuguée 3 d’antiquarks (@, d, 5) rassemblent les constituents élémentaires de

tous les hadrons (connus a 1'époque). Leurs charges et hypercharges sont respectivement

S

Quarks u d S 0 5
Isospin 1, % — % 0 - % % 0
Baryonic charge B | & & & —% —i —%
Strangeness S 0 0 —1 0 0 1
Hypercharge Y -z 112

: 2 1 1 2 1 1
Electric charge @ | 3 —3 —3 —3 3 i

Table 1. Nombres quantiques des quarks u, d, s

On se rappelle (chapitre 3 § 3.4) que toute représentation irréductible de SU(3) s’obtient
dans la décomposition de produits itérés des représentations 3 et 3 ; en particulier, 3®3 = 18
et 3®3®3=108® 8@ 10. Les mésons et baryons observés dans la nature et répertoriés
comme ci-dessus selon des représentations 8 et 10 de SU(3) sont des états liés de paires ¢G ou
qqq, respectivement. Plus généralement, on suppose que seules les représentations de trialité

nulle peuvent donner lieu a des particules observables. Ainsi,

p=uud, n=udd, € = sss, AT =wuu, -+, AT =ddd, (4.31)
(uti — dd) (utt + dd — 255)
e VA
2. Les masses observées de ces hadrons sont My ~ 939 MeV/c?, My = 1116 MeV/c?, My, ~ 1195 MeV/c?,
Mz ~ 1318 MeV/c?; celles des mésons pseudoscalaires m, ~ 137 MeV/c?, my ~ 496 MeV/c? et m, =
548 MeV/c?. Pour le décuplet, Ma =~ 1232 MeV/c?, Ms- ~ 1385 MeV/c?, Mz~ ~ 1530 MeV/c?, Mq =~
1672 MeV /2.

+

at =ud, %= Kt =us, K°=ds etc.

,Wizdﬂ, Nls =
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FIGURE 4.4 — Les triplets de quarks et antiquarks.

Le modele des quarks interprete le singulet qui apparait dans le produit 3 x 3 comme un état lié 9, =

w. Les particules physiquement observées n (masse 548 MeV) et 1’ (958 MeV) résultent d’un “mélange”

(c’est-a-dire une combinaison linéaire) de ces 71 et ns dii aux interactions brisant SU(3). Exercice : compléter
sur la Fig. les interprétations des baryons comme états liés des quarks en s’aidant des charges et nombres
quantiques.

4.2.6 Courants hadroniques et interactions faibles

Les interactions faibles sont phénoménologiquement bien décrites par un lagrangien effectif de

la forme “courant-courant” (Fermi)

G p
£Fermi = —EJ (ZL‘)J;(ZL‘) (432)

ou G est la constante de Fermi qui vaut (dans les unités on h = ¢ = 1)
_ —5 772
G = (1,026 +0,001) x 10°M, 2 | (4.33)

(Ce lagrangien d’interaction a le défaut majeur de ne pas étre renormalisable, un défaut que
vient corriger la théorie de jauge du Modele Standard. A basse énergie, Lperm; fournit toutefois
une bonne description de la physique, d’ou le qualificatif d’“effectif’.) Le courant J, est la

somme d’une contribution leptonique et d’'une hadronique
J(2) = (@) + hyla) (4.34)
Le courant leptonique

lp(m) = &e(x)ﬁyp(l - 75)77bue + @Eu(x)'w)(l - 75%[}”# [+QZJT<:U)’7/J(1 - 75)¢VT]

est la somme des contributions des familles de leptons, e, i (et 7 que nous omettrons en premiere

analyse). Le courant hadronique si on se borne aux deux premieres familles s’écrit
h, = cos ¢ hE)ASZO) + sinf¢ hf)Aszl) (4.35)

comme combinaison de courants conservant ou changeant 1’étrangeté, pondérée par 1’angle de

Cabibbo Oc =~ 0,25. (Ce “mélange” s’étend a I'introduction de la troisieme famille, cf chapitre
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suivant.) Enfin chacun des courants h,gAS:O), hf,AS:l) est de la forme “V — A”, selon l'idée de

Feynman et Gell-Mann, c’est-a-dire est une combinaison de courants vectoriel et axial,

PAS=O = (V] V%) — (AL —iA2) (4.36)
hAS=D = (VA= VD) — (A —iAD) (4.37)

Les courants vectoriels ‘/;)1,2,3 sont les courants de Noether d’isospin, les autres composantes de
V, ceux de la symétrie SU(3). On montre que leur conservation (exacte pour l'isospin, approchée
) = y(Gy(e?) ~
p = UpTYp\bv g

G 4(¢%)7s)u, mesuré dans la désintégration beta & transfert d’impulsion quasi-nul, le facteur de

pour les autres) implique que dans I’élément de matrice G(pl|h

forme vectoriel Gy (0) = G. Au contraire, les courants axiaux ne sont pas conservés et G4(0)
est “renormalisé” (c’est-a-dire habillé) par les interactions fortes, G4/Gy ~ 1.22. Le courant
électromagnétique n’est autre que la combinaison j, = Vp3 + \%VPS. Dans le modele des quarks,

ces courants hadroniques sont de la forme

a — A? a — A?
Vi(2) = (@) 5 val@)  Aj(e) = al@) s ale) - (4.38)
Nous les retrouverons dans le Modele Standard. [In rep 3, I. = 13, ¥ = %/\8, Q=1+3Y =

% + %% and accordingly J = V3 + %Vg. ]

4.3 De SU(3) a SU(4) et aux six saveurs

4.3.1 Nouvelles saveurs

La découverte au milieu des années 70 de particules d’'un nouveau type a relancé le jeu :
ces particules portent un autre nombre quantique, le “charme” (postulé antérieurement par
Glashow, Iliopoulos et Maiani et par Kobayashi et Maskawa pour des raisons différentes). Cela
amene a ajouter une 3eme direction a l’espace des symétries internes, en sus de l'isospin et
de I'étrangeté (ou de 'hypercharge). C’est un groupe SU(4), encore plus séveérement brisé que
SU(3), qui est a l'ceuvre. Les particules s’organisent en représentations de ce SU(4), etc. Une
quatrieme saveur, le charme, est donc ajoutée, et un quatrieme quark ¢ charmé constitue avec
u,d, s la représentation 4 de SU(4), tout aussi inobservable que la 3 de SU(3), selon le méme
principe.

Au jour d’aujourd’hui, on pense qu’il existe en tout six saveurs, les deux dernieres étant
la “beauté” (beauty ou bottomness) et la vérité (...7) (truth ou topness), donc deux quarks
supplémentaires b et t. Des mésons B, états liés ub, db etc, sont observés quotidiennement par
exemple dans l'expérience LHC, au LHC, tandis que les preuves expérimentales de 1’existence
du quark ¢ sont plus indirectes. Le groupe hypothétique de saveur SU(6) est tres fortement

brisé, comme I'attestent les masses des 6 quarksﬂ
my, ~ 1.5 —4MeV , mg~4—8MeV, m,~ 80— 130 MeV (4.39)
me~ 1.15 — 1.35 GeV | my~4—5GeV, m; =~ 175GeV

3. Il faudrait bien sir préciser le sens de la masse d'une particule qui reste invisible, ce qu’on sait faire

indirectement et avec plusieurs définitions possibles, d’ou les plages de valeurs données.
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FIGURE 4.5 — Les mésons de spin J” = 0~ de la représentation 15 de SU(4).

ce qui réduit son utilité. On peut toutefois récrire (4.12)) sous la forme

1
Q=§Y+L Y=B+S+C+B+T

avec les différents nombres quantiques contribuant additivement a I’hypercharge. La convention
est que la saveur d'un quark est nulle ou du méme signe que sa charge électrique @), voir Table
1. Ainsi C(c) =1, B(b) = —1 etc. La Table 1 est donc a compléter comme suit

Quarks

[sospin I,

S§

|
S| ®»
() <+~

Charge baryonique B
Etrangeté S

Charme C'

Beauté B

Vérité T
Hypercharge Y

WL W~ O O O O wrN-

W Wy © O O = Wi

Wk wny O = O O wr O o

wWow— O O O O wkr-| S
wWiNn Wik O O = O w~r OO0

W W = O O O wie

Charge électrique )

Table 2. Nombres quantiques des quarks u, d, s, ¢, b, t

4.3.2 Introduction de la couleur

Des problemes variés avec le modele des quarks originel ont conduit a I’hypothese (Han-Nambu)
que chaque saveur est dotée d’'une multiplicité 3, qui reflete I'existence d’'un groupe SU(3)

différent du précédent, le groupe de couleur SU(3)..

Les considérations menant 3 cette hypothése de triplement sont d’une part ’étude de la particule ATT, de
spin 3/2, composée de 3 quarks u. Ce systéme de 3 quarks a un spin 3/2 et un moment angulaire orbital L = 0,
qui lui donnent une fonction d’onde symétrique, en contradiction avec le caractére fermionique des quarks.
Le degré de liberté supplémentaire de couleur permet une antisymétrisation supplémentaire (conduisant & un
état singulet de couleur), et leve donc ce probleme. D’autre part, le processus de désintégration 7 — 2 est

proportionnel & la somme Y Q?I, pour 'ensemble des constituents fermioniques élémentaires. Le proton, avec
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sa charge Q =1let I, = %, conduit & une valeur en accord avec l'expérience. Les quarks (u, d, s) avec les valeurs

Q= (%, %, —%) et I, = (%, —%,0) conduisant a un résultat trois fois trop petit, que la multiplicité de couleur
+ +

vient corriger. [ibidem pour R = (eTe™ — hadrons)/(eTe™ — putu™)]

Selon I'hypothése de confinement des quarks, seuls les états de la représentation 1 de SU(3),
sont observables. Les autres états, dits “colorés”, sont liés de fagon permanente au sein des
hadrons. Cela s’applique aux quarks, mais aussi aux gluons, des particules vectorielles (spin
1) se transformant selon la représentation 8 de SU(3)., dont l'existence est requise par la
construction de la théorie de jauge des interactions fortes, la chromodynamique quantique, voir

Chap. 5.

Pour étre plus précis, 'hypothese de confinement s’applique a température nulle ou faible, la libération des
quarks et gluons pouvant se produire dans la matiére hadronique sous haute température ou pression (au sein

du “plasma de quarks et gluons”

Le modele des quarks avec son groupe de couleur SU(3). est maintenant considéré comme
partie intégrante de la chromodynamique quantique. Les six saveurs de quarks sont regroupées
en trois “générations”, (u,d), (c,s), (¢,b), qui sont en correspondance avec trois générations
de leptons, (e, ve), (#,vu), (77, v,). Cette correspondance est importante pour la cohérence

du modele standard (compensation des anomalies), voir chap. suivant.

Références aditionnelles pour le Chapitre 4

Sur SU(3) de saveur, la référence incontournable, contenant tous les articles historiques, est
M. Gell-Mann et Y. Ne’eman, The Fightfold Way, Benjamin 1964. On y trouvera en particulier
les tables de coefficients de Clebsch-Gordan pour SU(3) par J.J. de Swart.

Dans la discussion des brisures de SU(3), on a suivi S. Coleman, Aspects of Symmetry,
Cambridge Univ. Press 1985.

Pour un exposé plus récent sur la physique des saveurs, voir K. Huang, Quarks, Leptons
and Gauge Fields, World Scientific 1992.

Toutes les propriétés des particules citées se trouvent dans les tables du Particle Data Group,

en ligne sur le site http://pdg.1bl.gov/2013/1istings/contents_listings.html

Exercices et Problemes du chapitre 4

A. Modéle sigma et brisure de la symétrie chirale
On consideére le lagrangien (4.10) et on définit W = o + inT.
1. Que vaut det W ? Montrer que 1'on peut récrire £ en termes de ¢y, r et W selon

L = Yrir + Ligpr + gL Wir + brW L) + Lk — %mQ det W — 2(det w)?
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ou Ly est le terme cinétique des champs (o,m). On peut donner & ce terme la forme Lx = %(det OW —
Z?Zl det 9;W) (d’allure un peu étrange, mais bel et bien invariant de Lorentz!).

2. Montrer que L est invariant par les transformations de SU(2) x SU(2) avec ¢, — Uv¢y, ¥r — Vg, a
condition que W se transforme d’une fagon qu’on précisera. Justifier I’assertion faite au § 4.1.2 : ¢y, Yr et W
se transforment respectivement par les représentations (%, 0), (0, %) et (%, %)

3. Si le champ W acquiert une vev v, par exemple selon la direction de o, (o) = v, montrer que le champ

1) acquiert une masse M = —gv

B. Changement de base dans SU(3)

Dans SU(3), identifier le changement de base qui fait passer des poids Aj, As du chapitre 3 aux axes utilisés
dans les Fig. et . En déduire la transformation des coordonnées (A1, A2) (indices de Dynkin) aux
coordonnées physiques (I.,Y). Quelle est la dimension de la représentation de SU(3) exprimée en termes de
l'isospin et de '’hypercharge de son plus haut poids™? [(A;, A2) — (a1,As), avec ay = 2A; — Ay donc A =
AMAL+ XoAs = Fhion + (3A1 4+ X2)Ag = Lon + 3Y Ag, soit I = $A1, Y = (A1 4 2X2). ]

C. Formule de Gell-Mann—Okubo

Compléter et justifier tous les arguments esquissés aux § 4.2.2, 4.2.3 et 4.2.4. En particulier vérifier que la
formule (4.27) conduit bien pour l'octet de baryon & la régle (4.30), et pour le décuplet, & des écarts de masse
constants.

D. Comptage d’amplitudes
Combien d’amplitudes indépendantes sont nécessaires pour décrire la diffusion BD — BD, ou B et D décrivent

loctet et le décuplet de baryons ?

Probléemes

1. Couplages & quatre champs invariants par SU(3)
On considere une matrice A, hermitienne, 3 x 3 et de trace nulle.

a. Montrer que I’équation caractéristique
1
A — (tr A)A% + 3 ((trA)*> —trA*) A—det A=0

implique une relation entre tr A* et (tr A2)2.

b. Si le groupe SU(3) agit sur A par A — UAU', montrer que toute somme de produits de traces de
puissances de A est invariante. On appelle une telle somme “polynéme invariant en A”. Combien y-a-t-il de tels
polynémes invariants de degré 4 en A et linéairement indépendants ?

c. On “polarise” alors I'identité trouvée en a., c’est-a-dire qu’on écrit A = Z?zl x;A; avec 4 matrices A; du
type précédent et 4 coefficients x; arbitraires, et que 1'on identifie le coefficient de xyxox324. Montrer que 'on

obtient une identité de la forme (identité de Burgoyne)

Z tr (AplAPQApgAP4) =a Z tr (AplAPQ) tr (ApgAp4) (440)
P P

avec des sommes sur les permutations P de 4 éléments et un coefficient ¢ qu’on déterminera. Combien de termes
distincts apparaissent dans chacun des membres de cette identité ?

d. Combien de polynémes de degré 4 quadrilinéaires en Ay, --- , Ay, invariants par l'action de SU(3) A4; —
UA,;U' et linéairement indépendants peut-on écrire ? Pourquoi 'identité est-elle utile ?

2. Invariance cachée du lagrangien bosonique
On cherche & écrire un lagrangien pour le champ ¢ de l'octet des mésons pseudoscalaires, cf (4.17)).

a. Pourquoi est-il naturel d’imposer que ce lagrangien soit pair dans le champ & ?
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b. En utilisant les résultats du Probleme 1., écrire la forme la plus générale du lagrangien de degré inférieur
ou égal & 4 et pair en @, invariant par SU(3).

c. On écrit alors chaque champ complexe en distinguant sa partie réelle et sa partie imaginaire, par exemple
Kt = %(Kl —iKy), K~ = %(Kl + iK>3), et de méme avec K, K et avec n*. Calculer tr ®2 avec cette
paramétrisation et montrer qu’on obtient une forme quadratique simple dans les 8 composantes réelles. Quel
est le groupe d’invariance G de cette forme quadratique ? Ce groupe est-il un sous-groupe de SU(3) ?

d. En déduire que tout lagrangien de degré 4 en ® invariant par SU(3) est en fait invariant par ce groupe

G.

3. Ecarts de masses électromagnétiques dans un octet de SU(3)

Question préliminaire.

Etant donné un espace vectoriel E de dimension d, on note F ® E Pespace des tenseurs de rang 2 et (F ® E)g,
resp. (E ® E)a, lespace des tenseurs de rang 2 symétriques, resp. antisymétriques, appelé encore produit
tensoriel (anti)symétrisé. Quelle est la dimension des espaces EQE, (EQE)g, (E®@E)4? (Rép. d?, d(d+1)/2,
d(d—1)/2)

On fait 'hypothese que SU(3) est une symétrie exacte des interactions fortes, et on se propose d’étudier les
différences de masses dues aux effets électromagnétiques.

a. Combien y a-t-il de différences de masses indépendantes entre baryons de mémes nombres quantiques [
et Y mais de charges Q (ou de composantes I,) différentes, dans I'octet de baryons JF = %+~ ? (Rép. 4, par
ex M, — M,, Ms- — Mo, Ms+ — Myo, et Mz- — Mzo. )

On admettra que ces effets électromagnétiques résultent de perturbations du second ordre dans le lagrangien
Lem(x) = —qj*(x)Au(z). Si |B) est un état de baryon, il faudrait donc calculer

SMp = <B|(/d4x£em)2|B> .

Faute de savoir calculer cet élément de matrice, on veut calculer le nombre d’amplitudes indépendantes y
contribuant.

b. Expliquer pourquoi ce calcul ameéne a compter les invariants apparaissant dans le produit tensoriel de
quatre représentations 8. Au vu des calculs effectués en cours, que devrait étre ce nombre? (Rép. Selon le
théoreme de Wigner-Eckart, il y a autant d’amplitudes indépendantes que d’invariants dans le produit tensoriel
894 i m,; sont les multiplicités apparaissant dans 8 ® 8, soit m; = 1, mg = 2, etc, il semblerait que ce nombre
est Y., m? =8.)

c. Mais attention ! le produit des deux lagrangiens est symétrique. En ce qui concerne le produit [ Ley, [ Lem,
il faut donc décomposer en représentations irréductibles le produit tensoriel symétrisé (8®8)s. Utiliser le résultat
de la Question préliminaire pour calculer le nombre de tenseurs indépendants symétriques de rang 2 dans la
représentation 8. Montrer que ce nombre est compatible avec la décomposition qu’on admettra

B8®8)s=1®8d27 .

(Rép. Il y a %8 x 9 = 36 tenseurs de rang 2 symétriques dans leurs indices prenant 8 valeurs. Ce nombre
36 =1+8+27, ok. )

d. i) Quel est alors le nombre d’amplitudes invariantes contribuant & 0Mpg ? (Rép. Il 'y a m; +mg+me7r =
1+ 2+ 1 =4 amplitudes indépendantes. )

d. ii) Quel est le nombre d’amplitudes invariantes contribuant & 0Mpg — §Mp: pour deux hadrons B et B’
de mémes nombres quantiques, comme discuté au a.? (Rép. La représentation identité contribue également
a tous les dMp donc ne contribue pas aux écarts 0Mp — dMp:. Il n’y a que trois amplitudes indépendantes
contribuant & ces écarts. )

d. iii) Dans l’esprit de ce qui a été fait en cours sur les amplitudes contribuant aux moments magnétiques,

pouvez-vous écrire une base d’invariants en termes des matrices ¥, ¥ et Q ? (Rép. Les 4 amplitudes indépendantes
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peuvent étre écrites par exemple comme tr BQ?B, tr BQBQ, tr BBQ? et tr BB ; en fait 3 seulement contri-
buent aux écarts de masse puisque la représentation 1 ne contribue pas & un écart (ou encore BB est la forme
diagonale identité).)

e. 1) Montrer a priori que le nombre d’amplitudes calculé & la question d. ii) implique une relation entre les
écarts de masse électromagnétiques. (Rép. Il y a trois amplitudes contribuant & quatre écarts, d’olt une relation
entre ces écarts.)

e. ii) Calculer alors A.,,M = atr BQ?B + ptr BBQ? + ~ytr BQBQ, (I'usage de Maple ou de Mathematica
peut aider. ..), identifier dans cette expression les coefficients A.,,, M, de pp, Aep M, de 7in, etc, et vérifier la
relation

ME_ - MEO == Mz— — Mz+ + Mp — Mn . (R)

Les valeurs expérimentales sont M,, = 939,56 MeV /c?, M,, = 938,27 MeV /c?, Mz- = 1321,71 MeV /c?, Mzo =
1314,86 MeV/c?, My~ = 1197,45 MeV/c?, Mso = 1192,64 MeV /c?, Ms+ = 1189,37 MeV/c%. Calculer les
valeurs des deux membres de la relation (R). Commenter. (Rép. Le membre de gauche vaut 1321, 71—1314, 86 =
6,85 MeV/c?, celui de droite 1197,45 — 1189, 37 + 938,27 — 939,56 = 8,08 — 1,29 = 6,79 MeV /c2. On voit que
les prédictions de SU(3) sont vérifiées & 1% pres, ce qui est trés remarquable. )

f. Octet des mésons pseudoscalaires. Pourrait-on raisonner de fagon analogue avec les mésons pseudosca-
laires ? (Rép. Dans ce cas on n’a que 3 amplitudes indépendantes, dont 2 seulement contribuent aux écarts,
tr ®2Q? et tr (®Q)?, mais seulement deux différences de masses électromagnétiques indépendantes m .+ —mo =
My— —Myo, Mg+ — Mo = M- — Mo en utilisant ’égalité des masses d’une particule et de son antiparticule

(invariance CPT). On n’a plus de relation entre ces écarts. . .)

g. Quid des écarts électromagnétiques au sein du décuplet (3)™ ? (Rép. Il faut calculer le nombre d’invariants
dans 100 10® (8®8)g. Mais 1010 = 18D 27D 64 et (8®8)g comme ci-dessus, donc 3 amplitudes dont seules
celles de la 8 et de la 27 contribuent au mass splitting, et on connait deux invariants, Q et Q? se transformant

ainsi. Donc Ame,, = a@ + BQ?. Vérification sur les masses expérimentales. . .)
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Chapitre 5

Théories de jauge. Modele standard

En dehors d’'un bref commentaire sur 'invariance de jauge de 1’électrodynamique classique,
les transformations qu’on a rencontrées jusqu’'a maintenant dans ce cours étaient des trans-
formations globales, indépendantes du point d’espace-temps ou elles s’appliquent. Un autre
type de symétrie, beaucoup plus contraignant sur la dynamique du systéme, consiste a suppo-
ser que la transformation est locale. En chaque point d’espace-temps, agit une copie distincte
du groupe de transformations. Une telle symétrie, appelée symétrie de jauge, est familiere en
électrodynamique. Son extension a des groupes de transformations non abéliens par Yang et
Mills s’est avérée étre une des idées théoriques les plus fécondes de la seconde moitié du XXeme
siecle. Un cours entier devrait lui étre consacré. Plus modestement, le présent chapitre en don-

nera une introduction élémentaire.

5.1 Invariance de jauge. Couplage minimal. Lagrangien
de Yang—Mills

5.1.1 Invariance de jauge de 1’électrodynamique

L’étude de I'électrodynamique a familiarisé avec la notion d’invariance locale. Le lagrangien de

I’électrodynamique
(s 1 v v
L=10d —ed —m) — Z(auA,, — 0,A,)(0"A” — 0" A") (5.1)
est invariant sous l'effet de transformations de jauge infinitésimale

0A,(x) = —0,0a(x)
p(x) = ieda(x)y(z) , (5.2)

puisque le tenseur de champ
F., = (0,A, —0,A,)
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est invariant, et que la combinaison

Pip(x) = (i — ef)(z)
se transforme comme . La forme finie de ces transformations est aussi aisée a écrire

Ap(z) = Ay(2) = ua(z)
Y(a) e @y(a) (5.3)

ce qui montre bien que les transformations sont celles d’une version locale (dépendant de x)
du groupe U(1) ou R (voir ci-dessous). Les transformations globales correspondantes sont
celles qui conduisent a un courant de Noether conservé, lié a la conservation de la charge
électrique. Le lagrangien met aussi en évidence le “couplage minimal” du champ v au champ
électromagnétiqueﬂ Tout autre champ chargé de charge ¢ se couple au champ électromagnétique
par un terme impliquant la “dérivée covariante” id, — qA, ().

C’est par exemple le cas d'un champ ¢ de boson chargé, donc complexe, dont la contribution

au lagrangien s’écrit

0L = [(0 —igAu)d"] (0" +iqAu) o] — V(¢79) (5.4)

qui est bien invariant sous ¢(z) — @ e(z), A, (z) — Au(z) — d,a(z).

Noter que si le champ A est couplé a plusieurs champs de charges ¢, g2,. . ., demander que le groupe de jauge
est U(1) (plutdt que R), c’est-a-dire identifier a(z) et a(z) 4 27wz (2 un réel donné), impose que zq1, xqz, - - € Z
et donc que les charges q1, q2,. .. sont commensurables. Cela peut donc expliquer la quantification de la charge

électrique observée dans la nature.

5.1.2 Extension non abélienne de Yang—Mills

Selon I'observation brillante de Yang et Mills (1954), cette construction se transpose au cas d'un
groupe de Lie non abélien GG, avec toutefois quelques intéressantes petites modifications ... Soit
1 un champ (que nous notons comme un champ fermionique, mais la chose est sans impor-
tance) se transformant par G selon une certaine représentation D. Soient T, les représentants
des générateurs infinitésimaux dans cette représentation, nous les supposons antihermitiens :

[T., Ty] = C,°Te; la transformation infinitésimale de 1 s’écrit donc

() = TyoaY(z) . (5.5)

(Dans ce paragraphe, on notera t, les matrices correspondantes dans la représentation adjointe.)
Pour étendre 'idée de transformation locale, nous avons besoin d’'un champ de jauge A, per-
mettant de construire une dérivée covariante D,1. Il est naturel de considérer que A, vit dans
I'algebre de Lie de G (puisqu’il est associé a des transformations infinitésimales du groupe), et

qu’il porte donc des indices de la représentation adjointe

Au(x) = { A} ()} (5.6)

1. Un terme supplémentaire dans le lagrangien de la forme 7,[7[7#, Y] FH serait invariant de jauge invariant

mais non minimal.
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ou encore A, est représenté dans toute représentation par la matrice antihermitiqueﬂ
Au(x) = T, Al (z) . (5.7)
[ou encore est considéré comme une 1-forme
A(z) = A, (z)dz* .

] La dérivée covariante s’écrit

D,(z) = (0, — Au(z))Y(x) , (5.8)

ou encore, en composantes
Dyipa(z) = (9udap — Aj(x) (o) 4°) ¥p(x) - (5.9)

Cette dérivée se transforme bien comme ), a I'instar du cas abélien, a condition qu’on impose

a A, de se transformer selon

§AYz) = 0.0 (x) + Cp 00’ (x) (5.10)
= (0u0% — AL(2)(t)%) 60’ (2) = (Dydar)(x) -

Au terme 0,0a%(z) pres, on voit que {Af} se transforme bien selon la représentation adjointe
(dont les matrices sont (t.)% = —C,.*).). Enfin un tenseur de champ se transformant de fagon

covariante (c’est-a-dire sans terme inhomogene en dda®(x)) peut étre construit
Fu = 0,4, — 8,4, — [A,, A)] (5.11)

ou en composantes

F, = 0,A, —0,A;, — CbC“AZAi . (5.12)
On démontre, au prix d'un peu d’algebre, et en utilisant 'identité de Jacobi, que
OF,,(z) = C’bca5ozb(x)Fﬁy(x) , (5.13)

qui est bien une transformation infinitésimale dans la représentation adjointe.
Il est en fait profitable, et peut-étre plus éclairant, de regarder 'effet d’'une transformation

finie locale g(z) du groupe G,

Y(x) — Dlg(x))(x)
A= AT, — D(g(x))(=0, + Au(2))D(g " (2)) , (5.14)

ou D est la représentation portée par v, et pour la dérivée covariante agissant sur ¢ on a

D,(x) = Dlg(a)) D,ib(x) (5.15)

2. Attention, cette convention implique que certaines expressions different par un facteur 7 du cas abélien
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ou encoreE|

D, +— D(g(x))D,D(g™" (x)) - (5.16)
Or on vérifie aisément que dans une représentation donnée
D,,D,| =—F,, = —F T, (5.17)

d’ou il découle que F,, (z) — D(g(x))F,,D(g *(x)), et qu'en particulier, dans la représentation

adjointe, la transformation finie de F},, = Fita est
Fu(x) — g(x)F(z)g~ (x) | (5.18)

dont ([5.13]) est la version infinitésimale.

“Pure jauge”

Si le tenseur F),, s’annule dans le voisinage d'un point xy, on peut écrire localement (c’est-a-dire

dans ce voisinage) A,(x) comme une “pure jauge”, c’est-a-dire
Fu =0 < Ay(zx) = (0u9(x)) g7 (2) . (5.19)

L’appellation “pure jauge” se justifie par le fait qu'un tel A,(z) = (9,9(x)) g () est le trans-
formé de jauge d’un champ de jauge ... nul! Le <= se démontre au prix d’'une ligne de calcul,

pour le =, voir huit lignes plus bas. .. Insistons sur le caractere local de cette propriété.

Transport paralléele le long d’une courbe

Un autre objet intéressant est 1’élément du groupe attaché a une courbe C allant de xg a x

(€)= Pexp < /C dx“Au(x)> (5.20)

ou A = A%, est pris dans la représentation adjointe et ou le symbole P signifie qu'une pa-
ramétrisation x(s) de la courbe ayant été choisie, les termes dans le développement de 1’ex-
ponentielle sont ordonnés de droite & gauche selon les s croissants (cf le T-produit en théorie

quantique des champs). On montre que sous 'effet de la transformation de jauge (5.14))

Y(C) = g(z)7(C)g ™" (o) - (5.21)

Plus généralement, pour toute représentation D et avec A = A%T,, (5.20) définit un yp(C)
dans la représentation D se transformant selon vp(C') — D(g(z))yp(C)D (g (x0)).
Exercice. Démontrer cette assertion en considérant d’abord une trajectoire infinitésimale de x

a x + dz, c'est-a-dire 7(C) = 1 + A, (x)dz", et en effectuant une transformation de jauge finie

3. Attention aux notations : dans cette équation, qui porte sur un opérateur différentiel, la dérivée 9,, contenue
dans D,, agit sur tout ce qui est & sa droite, tandis que dans la deuxieme équation(5.14), elle n’agit que sur

D(g~*(x)).
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A (z) = g(x)(=9, + A,(x))g ' (z), montrer que v(C) — g(z + dz)y(C)g~'(x). Le résultat
pour une courbe finie s’ensuit en combinant ces éléments de courbe infinitésimaux.

Etant donné un objet, tel le champ v, se transformant selon une représentation D, le role de
vp(C) est de “transporter” 1)(xg) en un objet noté “¢)(x) se transformant comme (x). Montrer
que pour un trajet infinitésimal (z,z + dz) la différence ‘o) (z + dx) — ¢ (z + dz) fait apparaitre
de facon naturelle la dérivée covariante. ['¢(z + dz) = (1 + dat A, ) (x), Y(z + dz) = (1 + dz"9, )Y (x)
donc "Y(z + dz) — Y(x + dz) = —dz"(d, — A,y = —da* D, (z).]

Considérons alors le cas o = xy. La boucle C est fermée et v(C) se transforme de fagon
covariante, Y(C) — g(x)y(C)g~*(zo). Examinons & nouveau le cas d’une boucle infinitésimale.

On montre alors que

1
v(C) = exp 3 / dat Ndx"F,, , (5.22)
S

ou l'intégrale s’effectue sur une surface infinitésimale S s’appuyant sur C.

Exercice : Démontrer cette assertion en considérant un circuit carré élémentaire s’étendant a
partir de z le long des axes de coordonnées p et v : (v — z + da* — x + dzt + da¥ —
z + dz¥ — z), et développer au second ordre en dz pour obtenir v(C') ~ 1 + dax*dz” F),, (sans
sommation sur p, v). Indication : la formule du commutateur du Chap. 1, , simplifie
beaucoup le calcul! [On a en effet & calculer U, *U, " (dx)U, (dz)U,. A la contribution du commutateur
Uu_lUM_lUVUH = 1+dztdz¥[A,, A,] s'ajoute les contributions des dx dans les U, soit (0,4, — 0, A,,)dz"dz". ]

Cela a une conséquence immédiate : si F = 0, tout (C') de la forme(5.20)) n’est pas sensible
a de petites variations du contour C' a extrémités xq et x fixées et ne dépend donc que de x et
x. Le g(x, x¢) := v(C) qui en résulte satisfait (0, — A,)g(z,zo) = 0, (vérifier!), ce qui acheve
la démonstration de .

Boucle de Wilson

Revenons au cas d'une boucle fermée C' dans (5.20). Comme on vient de le noter, v(C) se

transforme de fagon covariante, v(C) — g(x¢)v(C)g~ (). Sa trace
W(C) =tr~(C) = trPeXp%d:c“Au(x) (5.23)

est donc invariante. Toute quantité physique doit étre “invariante de jauge”, c’est-a-dire in-
variante par une transformation de jauge. C’est le cas de tr F),, F*, Vi@ — Ay ete. L'intérét
de W(C) est d’étre une quantité invariante non locale, dépendant du contour C. Noter qu’elle
dépend de la représentation dans laquelle on évalue A = A*T,. Cette boucle de Wilson a été
proposée par Wilson et Polyakov comme permettant la mesure du potentiel d’interaction entre
les particules se propageant le long de C', et comme fournissant donc un bon indicateur du
confinement. Voir plus bas au § [5.3.1] et voir le Probléme I & la fin de ce chapitre pour une

version discrétisée de cette quantité.
5.1.3 Géométrie des champs de jauge

Les considérations qui précedent montrent que la théorie des champs de jauge a une forte coloration géométrique.

Le langage approprié pour discuter ces choses est celui de la théorie des fibrés, fibré principal pour le groupe
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de jauge, fibré vectoriel pour chacun des champs de matiere comme v, au dessus de I'espace de base qui est
I’espace-temps. Le champ de jauge est une connexion sur le fibré, qui permet de définir un transport parallele
de point a point. Le tenseur F),, en est la courbure, ce qu’exprime ou . Toutes ces notions sont
définies localement, dans un systéme de coordonnées locales (une carte), et les changements de carte implique
des transformations de la forme . Ce langage devient particulierement utile quand on s’intéresse aux
propriétés topologiques (instantons etc) ou globales (probléme de Gribov) des théories de jauge. Pour la simple
introduction aux propriétés de symétrie locale et a la construction perturbative du modele standard, nous n’en

aurons pas besoin.

5.1.4 Lagrangien de Yang—Mills

Le lagrangien décrivant le champ de jauge couplé a un champ de matiere tel ¢ via le couplage

minimal s’écrit donc

£ = 5t (FuF™) + 0@ —4) = m)v (5.24)

avec un parametre, le couplage g. La valeur de ce couplage est évidemment liée a la normalisation
des matrices T, intervenant dans F,,, = F}., T,. On montre (cf Exercice B en fin de chapitre) que
pour toute algebre de Lie simple on peut choisir une base telle que dans toute représentation
R, tr T, Ty, = —Tg0u, avec Tk un coefficient réel positif dépendant du groupe et de la représen-
tation. On choisira pour écrire F),, la représentation fondamentale de dimension la plus basse
(la représentation de définition de dimension N dans le cas de SU(N)) avec la normalisation
Ty = %, donc trT,T}, = —%5@. Au lagrangien £, on peut ajouter la contribution de champs de
bosons, etc. Noter que la représentation portée par les fermions et les autres champs de matiere,
qui apparait dans la dérivée covariante D, = 0, — AjT,, peut différer de cette représentation
fondamentale.

Tel quel, le lagrangien £ de ([5.24)) ressemble beaucoup au lagrangien du cas abélien (/5.1]),

apres qu'on a effectué le changement A — gA.

Retenons les éléments les plus marquants de cette construction :

— comme dans le cas abélien, le principe d’invariance de jauge implique un couplage minimal
de type universel, via la dérivée covariante ; (bien entendu, I’addition de termes invariants de jauge
“non minimaux”, tel 1o, F*/1), est possible mais limité par la contrainte de renormalizabilité) ;

— contrairement au cas abélien ou chaque charge est indépendante et non quantifiée (tout
au moins si le groupe de jauge est R et non pas U(1)), la constante de couplage g de tous
les champs au champ de jauge est la méme a l'intérieur de chaque composante simple du
groupe de jauge;

— comme dans le cas abélien, le champ de jauge vient naturellement sans terme de masse : un
terme de masse %M 2A, A" brise en effet I'invariance de jauge. Cela est trés embarrassant
pour les applications physiques, les champs vectoriels (de spin 1) de masse nulle étant
exceptionnels dans la nature (le champ électromagnétique et ses excitations photoniques
étant le contre-exemple de base), et nous contraindra soit a introduire des mécanismes
“doux” de brisure de l'invariance de jauge (brisure spontanée) pour y remédier, soit a

invoquer le mécanisme du confinement pour cacher les gluons de masse nulle ;
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FI1GURE 5.1 — Quelques diagrammes a une boucle dans une théorie de jauge

— contrairement au cas abélien, le champ de jauge “porte une charge du groupe” : on a
vu que pour les transformations globales (c’est-a-dire indépendantes de x) du groupe G,
A, se transforme selon la représentation adjointe. La propriété du champ d’étre chargé a
des implications importantes dans de nombreux phénomenes, les effets infra-rouges entre

autres, mais aussi ultraviolets (signe de la fonction ), comme on verra plus bas.

5.1.5 Quantification. Regles de Feynman.

La quantification de la théorie de Yang—Mills nécessite de surmonter de sérieuses difficultés que
nous nous contenterons d’évoquer. Comme dans I’électrodynamique, la forme quadratique du

champ de jauge dans le lagrangien,
(0,4, —9,A,)* ou dans l'espace de Fourier A, (—k)(k"k” — k*g"")A, (k)

est dégénérée, donc non inversible, ce qui est un reflet de I'invariance de jauge ; en conséquence,
le propagateur du champ A, n’est a priori pas défini. Il faut donc “fixer la jauge”, en imposant
une condition non-invariante de jauge, et la procédure de Faddeev et Popov, justifiée par leur
étude générale de la quantification des systemes contraints, conduit via I'introduction de champs
supplémentaires a des régles de Feynman explicites, (voir par exemple [IZ, chap. 12] et les cours
du second semestre).

On démontre, et cela a été une étape décisive dans la construction du Modele Standardﬂ que
la théorie de jauge ainsi quantifiée est renormalisable : toutes les divergences ultraviolettes ap-
paraissant dans les calculs de diagrammes de Feynman, peuvent, a tout ordre fini de la série des
perturbations, étre absorbées dans une redéfinition des parametres —couplages, normalisation
des champs, masses— du lagrangien. Cette procédure de renormalisation préserve 'invariance
de jauge.

Ainsi a Pordre & une boucle, les diagrammes de la Fig. [5.1] ont des divergences qui peuvent

étre absorbées dans un changement de la normalisation du champ A, (“renormalisation de

4. G.’t Hooft et M. Veltman, prix Nobel 1999
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fonction d’onde”) et une renormalisation de la constante de couplage g

2

g gy = <1 - MgT)Q (%C’Q - Zngf> log %) g, (5.25)
ou A est une échelle de coupure ultraviolette (“cutoff”) et p une échelle de masse indispensable
a la définition de la procédure de renormalisation. T} a été défini plus haut, juste apres ,
et Oy est la valeur de l'opérateur de Casimir quadratique dans la représentation adjointe,

CacdCrca = Ca 04, donc Cy = cy(adj) avec les notations de l'exercice A.1, et Cy = N pour
SU(N), cf exercice A.2.

5.2 Champs de jauge massifs

5.2.1 Interactions faibles et bosons intermédiaires

On a vu au chapitre 4 (équ. (4.32))) que le lagrangien de Fermi
G
£Fermi = _E

fournissait une bonne description de la physique de basse énergie des interactions faibles :
processus leptoniques tel v.e” — D.e” ou v,u~, semi-leptoniques comme 7t — pty, ou la
désintégration 3 du neutron n — pe~ 7., ou non leptoniques : A — pr—, K° — 7w, etc. Mais
qu’il n’était théoriquement pas satisfaisant, puisqu’il conduit a une théorie non renormalisable,
rendant impossible tout calcul au dela du “terme de Born”, le premier ordre de la série des
perturbations, lequel viole I'unitarité.

La violation de I'unitarité apparait dans le calcul de la section efficace totale o de tout processus, au premier

J?(x)J} (x) (5.26)

ordre de la série des perturbations. Un simple argument dimensionnel donne a haute énergie
2
o ~ const. G*s

ou s est le carré de ’énergie dans le centre de masse. Mais ce comportement est en conflit avec des résultats
généraux basés sur 'unitarité qui prévoient que o doit décroitre dans chaque onde partielle comme 1/s. Une
violation de I'unitarité du terme de Born est donc attendue & une énergie de 1'ordre de /5 ~ G2 ~ 300 GeV.
Et la non-renormalisabilité de la théorie empéche d’améliorer ce terme de Born par le calcul de “corrections

radiatives”, c’est-a-dire de termes plus élevés de la série des perturbations.

L’idée est alors de regarder Lgem; comme 'approximation d’une théorie ot le courant chargé
J? est couplé & un champ vectoriel chargé W de masse M, dans la limite de grande masse M [’}

Considérons le nouveau lagrangien
1 v
Lintboson = 9J7(x)W(z) + h.c. — w4 MPWIW?. . (5.27)

Dans la limite de grande masse M, on peut négliger le terme cinétique —}lF w M par rapport
au terme de masse, le champ W devient un simple champ auxiliaire sans dynamique sur lequel
on peut intégrer en “complétant le carré”, et on retrouve Lpem; & condition que
G g*
NAYE

5. L’inverse de la masse M représente la portée des interactions faibles qu’on sait courte, et la masse M est

(5.28)

donc élevée (de l'ordre de 100 GeV, comme nous verrons).
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reliant le nouveau couplage g au couplage de Fermi. La théorie ([5.27) avec son “boson in-
termédiaire” W, vecteur des interactions faibles, est-elle la bonne théorie des interactions

faibles 7 En fait le propagateur du champ massif W est

Gy — Fick
. v 2
~eTar (529)

qui se comporte mal pour £k >> M et rend a nouveau la théorie non-renormalisable : on n’a
fait que déplacer le probleme. La solution vient d’une maniere douce et subtile (!) d’introduire

la masse du champ W, via un mécanisme de brisure spontanée de symétrie.

5.2.2 Théorie de jauge a symétrie brisée spontanément. Mécanisme
de Brout—Englert—Higgs
Revenons au cas abélien décrit par (5.1)), (5.4)) et supposons maintenant que le potentiel V' est

tel que son minimum est localisé a une valeur non nulle de ¢*¢. En conséquence, le champ ¢

acquiert une vev (@) = v/y/2 # 0. Reparamétrisant le champ ¢ selon

4 + p(x)
z) = 1@/ Z 5.30
ola) 7 (5.30)
avec v réel et o hermitien, et accompagnant cela d’une transformation de jauge
i + ()
T N "(2) = e iqf(z) /v ) = /U—
o) = 9@) ==

Aa) = A (@) = A, (2) + - 0,0(2) (5.31)

et de la transformation correspondante pour les éventuels autres champs chargés (¢ ...), on
voit que le lagrangien 6L de ([5.4]) s’écrit

0L = (9, —iqAl)¢ (0" +iqA)¢' — V(¢”)

= 210 — iAol + SR ALYV (%@ " 90)2) . (5.32)
Au final, on voit que la brisure spontanée de la symétrie U(1) par le champ bosonique ¢ conduit
a Papparition d’'un terme de masse du champ de jauge A, ! On note aussi que le champ ¢ qui
en ’absence du champ de jauge, aurait été le champ de Goldstone, a purement et simplement
disparu, “avalé” par le nouveau mode massif (“longitudinal”) du vecteur A,, ; le nombre total de
degrés de liberté de ces champs n’est donc pas modifié. C’est le mécanisme de Brout—Englert—
Higgsﬂ dans sa version abélienne. Si le boson ¢ est couplé a un champ de fermions v par un
terme du type ¢, I'apparition de sa “vev” donne lieu & un terme de masse %W pour le .

Remarque importante. Bien comprendre que dans ce mécanisme, la symétrie globale est
brisée spontanément, mais que l'invariance de jauge est bien toujours la. A preuve, la direction
dans laquelle “pointe” le champ scalaire n’est pas observable, (invariance de jauge), on sait

seulement que son module v est non nul (brisure spontanée)

6. F. Englert et P. Higgs, prix Nobel 2013
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Ce mécanisme de Brout—Englert—Higgs (B-E-H) s’étend a un groupe de jauge non abélien.
Les détails dépendent du schéma de brisure et du choix de représentation pour le champ boso-
nique. En général, si le groupe G est brisé en un sous-groupe H, les r = dim G — dim H bosons
de Goldstone, qui sont en correspondance avec les générateurs du quotient (“coset”) G/H, se
muent en modes longitudinaux de r vecteurs. Il reste dim H champs vectoriels de masse nulle.
Exemple : le modele standard électrofaible du § 5.3.2 : G = SU(2) x U(1), H = U(1) (pas celui
qu’on croit!), trois champs de jauge deviennent massifs, un demeure de masse nulle.

Une étape cruciale dans la construction du modele standard a été de comprendre que ce
mécanisme de brisure spontanée de symétrie dans une théorie de jauge, décrit ici au niveau
classique, est compatible avec la quantification de la théorie. La renormalisabilité a 4 dimensions
de la théorie de jauge n’est pas affectée par cette brisure, et la théorie obtenue est bien unitaire.
Seuls les états physiques (champs de jauge massifs ou de masse nulle, bosons ayant subsisté a

la brisure etc) participent a la somme sur les états intermédiaires dans la relation d’unitarité.

5.3 Le modele standard

Ce qu’on appelle actuellement le modele standard de la physique des particules est une théorie
de jauge basée sur un groupe de jauge non simple : SU(3) x SU(2) x U(1), dans lequel les
différents facteurs jouent des roles bien distincts. Comme le groupe a trois facteurs, la théorie
dépend a prior: de trois constantes de couplage indépendantes et possede des champs de jauge
pour chacun, qui sont couplés aux champs de matiere, quarks et leptons, ainsi qu’a des champs

de bosons qui jouent un role auxiliaire mais crucial !

5.3.1 Le secteur fort

Le groupe SU(3) est celui de la couleur (cf chap. 4, § . Les champs de jauge A, portent
des indices de la représentation adjointe (de dimension 8). Les particules associées, ou gluons,
sont des particules de spin 1 et de masse nulle, jamais observées directement jusqu’a présent.
Les champs de gluons sont couplés aux degrés de liberté de couleur des champs fermioniques
de quarks, 14;, qui portent un indice A de la représentation 3 (ou 3 pour les 1) (et aussi un
indice de saveur ¢ = u,d,s,c,b,t, sur lequel SU(3),. n’agit pas). La théorie ainsi définie est
la Chromodynamique Quantique (QCD dans I'acronyme anglais). Elle décrit la physique de
toutes les interactions fortes. Son lagrangien est du type ([5.24]), avec des masses fermioniques

dépendant de la saveur, engendrées par le secteur faible.
Liberté asymptotique

Connaissant les regles de Feynman et la renormalisabilité de la théorie, cf §1.6, on peut calculer

la renormalisation de la constante de couplage g, (5.25)), et la fonction beta correspondante. On
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trouvem

B52) = ~A gl = ~2Es (G- 377 ) + O (539

Il apparait donc que cette fonction beta est négative au voisinage de g = 0, tant que le coefficient

1—3102 — %T 't > 0 (pas trop de champs de matiere!), autrement dit que g = 0 est un point fixe

attractif ultraviolet du groupe de renormalisation : Ccllglzg) <0=g*(\) ~ (blog\)~! — 0 quand

A — 00, avec b = coefficient du terme —g* dans (5.33)).
C’est la liberté asymptotique, une propriété fondamentale des interactions fortes.

Exercice : combien de triplets de quarks sont compatibles avec la liberté asymptotique de la
QCD?

Cette théorie de jauge non abélienne est la seule théorie des champs locale et renormalisable a 4 dimensions
a posséder cette propriété de liberté asymptotique. Comme telle, elle est la seule compatible avec les résultats
des expériences de diffusion profondément inélastique de leptons sur des hadrons, qui révelent une structure
interne de ces derniers faite de constituents ponctuels quasi-libres a trés courte distance (cf les cours du second

semestre sur la chromodynamique quantique).

Ce groupe de jauge SU(3) est non brisé, ni explicitement, ni spontanément. Ceci est essentiel
pour la cohérence du scenario imaginé pour expliquer le confinement des quarks et gluons (cf
chap. 4, § 4.3.2.) : les particules non singulets du groupe de jauge sont réputées inobservables,
car soumises a des interactions d’intensité croissant avec la distance quand on cherche a les

séparer.

Cette propriété d’“esclavage infra-rouge” (c’est-a-dire a grande distance) est le pendant de celle de “liberté
asymptotique”, a courte distance. Elle montre que le phénomene de confinement est un phénomene de couplage
fort, par essence non-perturbatif, c¢’est-a-dire inaccessible aux calculs de la théorie des perturbations.

Une approche non-perturbative qui a fourni de nombreux résultats qualitatifs et quantitatifs est la discré-
tisation de la chromodynamique en une théorie de jauge sur un réseau. Cela a ouvert la voie a 'utilisation
de méthodes empruntées & la Mécanique Statistique des modeles sur réseau, analytiques (calculs de couplage
fort ou de haute température, méthode de champ moyen, ...) ou numériques (Monte-Carlo). Le scenario de
confinement semble confirmé dans cette approche par I’étude de la valeur moyenne de la boucle de Wilson
définie plus haut (§ 5.1.2). Selon 'idée de Wilson et Polyakov, pour une boucle rectangulaire C' de dimensions
T x R, T >> R, et portant la représentation ¢ du groupe de jauge, W(?)(C) décrit la propagation pendant le
temps T' d’une paire de particules statiques (de masse tres grande), figées & une distance relative R. On cherche

a calculer le potentiel entre ces charges statiques

T—o0

1
Vo(R) = — lim —log w ().

Si la boucle de Wilson a une “loi d’aire”, log W (C) ~ —kRT, le potentiel entre les charges statiques croit
linéairement, V' ~ kR, ce qui est en accord avec I'idée de confinement. C’est ce qui se passe en général dans
une théorie de jauge sur réseau en couplage fort, voir le Probleme I en fin de chapitre. Les calculs de Monte-
Carlo confirment que ce comportement persiste aux couplages faibles pertinents pour la théorie continue (le
couplage de la théorie sur réseau est le couplage effectif a 1’échelle de la maille du réseau a, donc selon la liberté
asymptotique, g2 = gZ(A = 1/a) — 0), et permettent méme de déterminer numériquement le coefficient x, ou

tension de corde.
La QCD est toujours un sujet d’étude tres actif. Les interactions fortes sont en effet omni-
présentes et ’observation de toute autre interaction, de tout autre effet, présuppose une connais-

sance aussi précise que possible de la contribution forte. Dans 'analyse des données de LHC

7. David J. Gross, H. David Politzer, Frank Wilczek, prix Nobel 2004
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les calculs des contributions de QCD gardent une importance fondamentale : la “nouvelle phy-
sique” ne pourra étre identifiée que si le fonds du Modele Standard est parfaitement connu. De
plus, I’étude de I'hadronisation des quarks et gluons, de la diffusion profondément inélastique et
d’autres phénomenes hadroniques demeure un sujet tres “chaud” et un point-clé ou la théorie

se confronte a l’expérience.

5.3.2 Le secteur électro-faible, une esquisse.

La théorie de jauge de groupe SU(2) x U(1) décrit les interactions électro-faibles (modele
de Glashow—Salam—WeinbergE[). On parle parfois d’isopin faible et d’hypercharge faible pour
désigner les générateurs de ces groupes SU(2) et U(1). Nous nous contenterons de présenter les
grandes lignes de la construction, sans bien expliquer les raisons qui ont conduit aux choix de
groupes, de représentations etc.

Appelons A% W/ et B, les champs de jauge de SU(3), SU(2) et U(1) respectivement. Les
quarks et leptons gauches, 1, := %(1—75)10, et droits, Vg = %(1+75)1/1, sont couplés aux champs
W, et B, de facon différente. On peut écrire la dérivée covariante de I'un de ces champs selon

a j g
D, = (0, — g AT, — goWit; — z;lyBu)@/) (5.34)

ou Ty, resp. t; denotent des générateurs infinitésimaux antihermitiens de SU(3) et SU(2) dans
la représentation de 1) ; les représentations assignées a chaque champ, lepton ou quark, gauche
ou droit, sont la représentation triplet de SU(3). pour les quarks et la triviale pour les leptons,

bien stir, et pour la partie électro-faible, données dans la Table ci-dessous.

Une conséquence remarquable de l'utilisation de SU(2) comme groupe de symétrie des
interactions faibles est qu’en plus des deux courants chargés Jﬁ’Q (ou Jj) de la théorie de
Fermi apparalt une troisieme composante Jj’. Ce courant neutre, qui n’est pas le courant
électromagnétique et qui est couplé au champ de jauge W4, est nécessairement présent et contri-
bue par exemple a la diffusion e"v, — e~ v, interdite dans la théorie de Fermi. La découverte
expérimentale de ces courants neutres (1973)f] a été la premiere confirmation de la validité du
Modele Standard.

Quarks & Leptons (vi,er) ve er (ug,dp) ugr dg
Isospin faible ¢, (%, —%) 0 0 (%’ _%) 0 0
Hypercharge faible y (-1,-1) 0 -2 (%7 %) %1 _§
Charge électrique Q@ = 3y +t. | (0,-1) 0 -1 (3,—-3) 2 —3

Table 1. Nombres quantiques faibles des leptons 1€ et e et des quarks wu, d.

Les choses se répetent a 'identique pour les autres générations.

Le groupe U(1),,, de I’électromagnétisme va maintenant étre identifié par les charges des
champs. C’est un “mélange” du facteur U(1) initial et d’un sous-groupe U(1) de SU(2). Ce

8. S. Glashow, A. Salam, S. Weinberg, prix Nobel 1979
9. En lire I'histoire dans http://cerncourier.com/cws/article/cern/29168

J.-B. Z M2 ICFP/Physique Théorique 2012 29 décembre 2013


http://cerncourier.com/cws/article/cern/29168

5.3. Le modele standard 175

mélange est caractérisé par un angle Oy, dit angle de Weinberg : si on note B, et W, les
champs de jauge des groupes U(1) et SU(2) respectivement, le champ électromagnétique est
A" = cosbtw B, + sin GWWB, la combinaison orthogonale correspondant a un autre champ

vectoriel nommé Z°.
Examinons les termes de “courant neutre” couplant par exemple ’électron et son neutrino aux bosons
neutres W3 et B. On les lit sur les dérivées covariantes ([5.34)) avec les nombres quantiques de la Table 1

1. _ _
5t [eL(—g2W,) — g1 By er + er(—281Bu)v" er + Ve(82 W, — 81B,,)7" ve |

La rotation W32 = cos@y Z° + sinfyw A, B = —sinfyw Z° + cos by A doit étre telle que la charge électrique e
(couplage au A) est la méme pour ey, et eg et nulle pour v.. Il vient

2e = gosin By + g1 cos by = 2g1 cosbyy et gosinfy — gy cosfy =0
qui sont bien compatibles et fournissent

tan Oy = i—l e =gicosby = gosinby . (5.35)
2

Le résultat de ce calcul ne dépend bien siir pas de la représentation & laquelle on I'applique. A ce stade
nous n’avons fait qu’un changement de parametres, (g1,g2) — (e, 0y) mais ces derniers sont physiquement
observables.

Le lagrangien contient aussi un couplage a un champ bosonique, supposé étre un dou-
+

blet complexe de SU(2) & = (isospin faible %, hypercharge faible y = +1), et donc

¢0
D,® = (0,— ngWZ% — %ngM)CI). Le champ ® est doté d'un potentiel V(®) en “chapeau mexi-
cain”, responsable de la brisure spontanée de SU(2) x U(1) en U(1)e, et donc de 'apparition
des masses des champs vectoriels selon le mécanisme décrit au § 5.2.2, et méme de celle des
fermions. Ce champ (2 composantes complexes, donc 4 hermitiennes) voit trois de ces com-
posantes disparaitre au profit des modes longitudinaux des champs de jauge devenus massifs.
Une seule des quatre composantes demeure, et c’est le boson de Higgs que cette composante ¢
crée qui a été découverte en 2012 dans les expériences ATLAS et CMS du LHC. En parallele,
trois des quatre champs de jauge, les W* et le Z°, deviennent massifs, le quatriéme, le champ

électromagnétique A demeurant de masse nulle.

La brisure de la symétrie SU(2) x U(1) par le champ & s’effectue dans une direction qui préserve U(1)ep,.
(Ou plus exactement c’est la direction de cette brisure qui détermine ce qu’on appelle U(1).,,.) On écrit, en
généralisant au groupe SU(2) de générateurs 272—7 (17 = matrices de Pauli)

i€ () 0
(D(x) :e’LEJ( )21; <v+<p(x)> s
V2

que 'on accompagne d’une transformation de jauge, ce qui fait disparaitre les champs £; et donne pour les
champs W et B la forme quadratique (termes de masse)

Loy = 5013 — W) + (W2 + (7))

C’est bien comme attendu la composante Z° = (g1 B — goW?3)/1/g? + g3 qui devient massive, ainsi que W12,
tandis que la combinaison orthogonale A = (g2B + g1W?3)/+/g? + g5 demeure de masse nulle. On trouve

1 1 7
Mwi = §Ug2 Mzo = 51) g% + g% (536)
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et en utilisant (5.35), la relation % = 8]%% qu’on lit sur le lagrangien et la valeur expérimentale de e et de
w
G = 10_5m]2J
38 M 38
M+ ~ — CeV  Myo=—Y ~ GeV .
sin Oy cosbyy  sinfy cos Oy

Ces expressions subissent ensuite de petites corrections perturbatives. Enfin la masse du fameux boson de Higgs
@ n’est pas prédite par la théorie. Des expériences successives ont progressivement exclu des domaines de masses
de plus en plus étendus, en réduisant la “fenétre” possible de 100-200 GeV a 120-130 GeV. Les résultats de
I’été 2012 ont finalement identifié une particule de masse 125.9 + 0.4 GeV, et les déterminations de son spin,
de ses modes de désintégration, etc, semblent confirmer qu’il s’agit bien de la particule de Higgs attendue. Voir

les cours de P. Binétruy et P. Fayet au second semestre pour plus de détails.
Les “bosons intermédiaires” associés aux champs vectoriels massifs W* et Z° ont été
découverts expérimentalement des la fin des années 70@; ils ont des masses My + = 80.4 GeV

et Mz = 91.2 GeV compatibles avec une valeur de I'angle de Weinberg donnée par
sin? Oy ~ 0.23 (5.37)

également compatible avec tous les autres résultats expérimentaux.

Au total, le lagrangien décrivant toutes les interactions en dehors de la gravitation a la

forme remarquablement simple et compacte

1 _
L= _ZFWFW + Z Yy D, + | D®|* — V(®) + Higgs — fermions couplings , (5.38)

left et right
quarks & leptons

ou F,, désigne les trois tenseurs de champs de jauge A, W et A. Noter que l'invariance
SU(2) x U(1) interdit les couplages entre fermions gauches et droits (qui se transforment sous
des représentations différentes), et donc interdit des termes de masse. La seule échelle de masse
se trouve dans V (®), et ce sont le mécanisme de Higgs et le couplage du champ & aux fermions
—leptons et quarks— qui donnent lieu a 'apparition des masses de fermions et de (certains)

bosons-vecteurs. Ce couplage, dit de Yukawa, est de la forme générale, (écrite ici pour les

quarks),

Ly = =YW ®dr; — Vi1 ®lug; + he. (5.39)
avec des matrices a priori arbitraires Yg, Y5 14,7 =1,2,3 sont des indices de génération, le

~ 0f
point dénote le produit scalaire des doublets d’isospin ® et & = e avec les doublets
des quarks
U; U c t
=) = Wa) ) o\
L L L L

Des couplages du méme type apparaissent entre leptons et champs scalaires.

La vev v/v/2 du champ ¢° donne alors naissance a une “matrice de masse”. Une complication
de la théorie décrite par est que la diagonalisation de cette matrice de masse des quarks
fait intervenir une rotation par une matrice unitaire de (ur, cr,tr) et de (dy, sp, br) par rapport

10. Carlo Rubbia et Simon van der Meer, prix Nobel 1984
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a la base couplée aux champs de jauge dans (5.38) : si (ugr,cr,tn) et (dp,sp,br) désignent

maintenant les états propres de masse, le courant hadronique chargé couplé au champ W est

d
J, = (uet) v, M | s (5.40)

b L

avec M la matrice unitaire de Cabibbo-Kobayashi-Maskawa[Y] Ce mécanisme généralise a 3
générations le mélange par I'angle de Cabibbo rencontré au chapitre 4, (équ. (2.20)) dans le cas

de 2 générations. On écrit la matrice M sous la forme

0

Vid Vus Vb C12C13 512€C13 S13€
_ _ 1) 1)
M= |V Ve Va | = | —512C23 — c12523513€" C12C23 — S12523513€" 5923C13
is i6
Viae Vis Vi 5128523 — C12€23513€ —C12523 — 512€23513€ C23C13
avec 4 angles 0 et 0;;, (¢;; = cosb;; et s;; = sinb;;), et 612 = 6 = angle de Cabibbo.

Expérimentalement 0 < 013 < 63 < 015 < 7/2. La mesure précise des éléments de matrice
de M est actuellement 'objet d'une activité intense, en relation avec 1’étude de la violation de
la symétrie C'P (due en grande partie a la phase €¥) et des “oscillations de saveurs”.

C’est tout un cours qui serait nécessaire pour rendre compte des détails et des succes du

modele standard, cf les cours du 2eme semestre. . .

5.4 Compléments

5.4.1 Modeéle standard et au dela.

Le modele standard est a la fois remarquablement vérifié et peu satisfaisant. En dehors de
la présence de neutrinos massifs, dont on est maintenant convaincu et qui nécessite de petits
amendements au lagrangien , on n’a a ce jour observé aucun désaccord significatif entre les
résultats expérimentaux et les prédictions du modele. Les aspects non satisfaisants du modele
standard sont pourtant nombreux : le nombre jugé excessif (une vingtaine) de parametres libres
dans le modele, le manque de “naturel” de la fagon dont certains termes doivent étre ajustés
de fagon extrémement fine; la question du mécanisme B-E-H qui semble étre confirmé par la
découverte du boson de Higgs, mais que certains physiciens considerent comme une construction
ad hoc; etc.

Il faut mentionner les tentatives d’améliorer le modele standard en fusionnant les 3 groupes
de jauge au sein d’un plus grand groupe d’une théorie “grand-unifiée” (GUT en anglais ;-). On
y consacre le paragraphe suivant.

Les extensions les plus en vogue du modele standard sont en définitive celles basées sur la
supersymétrie. Le “MSSM” | (“Mazimally Supersymmetric (extension of the) Standard Model’),

ou le “NMSSM” (“Next-to- ..."), résolvent le probleme de hiérarchie, prédisent une convergence

11. M. Kobayashi, T. Maskawa, prix Nobel 2008, avec Y. Nambu
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FIGURE 5.2 — Evolutions schématisées des 3 couplages effectifs du modele standard et de celui de la

théorie grand-unifiée.

des couplages électro-faibles et fort & haute énergie (voir ci-dessous), et prédisent aussi 1’exis-
tence de partenaires supersymétriques pour toutes les particules connues. Les résultats a venir

prochainement du LHC pourraient valider ou contre-dire tel ou tel modele. ..

5.4.2 Théories grand-unifiées ou GUTs

L’observation que les trois constantes de couplage g1,g2,gs semblent & partir de leurs valeurs mesurées aux
énergies actuelles converger sous l'effet du groupe de renormalisation vers une valeur commune & une énergie
d’environ 10'° °" '6GeV a été une forte incitation dans le sens d’une grande unification, voir Fig. La théorie
grand-unifiée qui en résulte doit non seulement étre une théorie de jauge dotée d’un seul couplage si le groupe
d’unification G est simple, mais aussi étre capable de prédire le contenu en champs et particules de matiere
selon les représentations de SU(3)x SU(2)x U(1) & partir de représentations du groupe G. Pour des raisons
variées, le groupe SU(5) est le meilleur candidat. Cette GUT possede dim SU(5)= 24 champs de jauge.

La raison principale du choix de SU(5) vient du nombre de fermions chiraux par génération. Chaque
génération du Modele Standard contient deux saveurs de quarks venant chacune en 3 couleurs, plus un lepton,
et chacun de ces 6+1 champs peut avoir deux chiralités, plus un neutrino supposé de masse nul et chiral. Au
total il y a 15 fermions chiraux par génération. (Se rappeler que l'antiparticule d’un fermion droit est gauche :
on peut se contenter de raisonner sur des fermions gauches.) On cherche donc un groupe G simple possédant
une représentation (réductible ou irréductible) de dimension 15 pouvant regrouper tous les fermions gauches
de chaque génération. Le seul candidat est en définitive le groupe SU(5) qui possede des représentations de
dimension 15 : la représentation tensorielle symétrique, et des représentations somme de 5 (ou 5) et 10 (ou 10).

Le groupe SU(5) des matrices unitaires 5 X 5 contient un sous-groupe SU(3) (sous-matrices 3 x 3 du coin
supérieur gauche), un sous-groupe SU(2) (blocs 2 x 2 du coin inférieur droit), ce qui donne les générateurs

correspondants de SU(3) x SU(2) ; le sous-groupe U(1) est engendré par la matrice diagonale et de trace nulle

1111
T3 3202
Il faut alors décomposer tous les champs (les représentations 5, 10, 15 et 24) en représentations de SU(3) x

diag (—%, ). Il est clair que ces trois groupes commutent entre eux.

SU(2). Cet exercice montre que la représentation 15 est a écarter et que la représentation réductible 5 @ 10 est
la représentation appropriée pour les champs de fermions : la 5 se décompose en représentations (3,1)® (1,2) et
contient les antiquarks dy, et les leptons gauches e} et v, ; la 10 se décompose en (1,1) @ (3,2) @ (3, 1) contenant

le lepton gauche ef singlet de SU(2) et de SU(3), les deux quarks gauches uy,,d;, qui forment un doublet de

J.-B. Z M2 ICFP/Physique Théorique 2012 29 décembre 2013



5.4. Compléments 179

SU(2) et les antiquarks @r,.

De méme, les 24 champs de jauge incorporent les 8 champs de gluons, les 3+1 vecteurs du secteur électro-
faible, plus 12 champs supplémentaires, qui acquierent une masse tres grande lors de la brisure attendue de
SU(5) — SU(3) x SU(2) x U(1).

La brisure SU(5) — SU(3) x SU(2) x U(1) devrait intervenir & une énergie de grand-unification de I’ordre de
10 ou 10'® GeV, énergie a laquelle les couplages g3, g2, g1 de SU(3), SU(2) et U(1) semblent converger (Fig.
. Les générateurs infinitésimaux étant maintenant rigidement liés au sein du groupe simple SU(5), on peut
relier la charge électrique et le couplage au champ de jauge de SU(2) et prédire 'angle de Weinberg : on trouve
que sin? 0 = %, ... mais ce calcul s’applique & ’énergie d’unification! L’angle est renormalisé entre cette énergie
et les énergies de la physique actuelle.

Une conséquence frappante de I'unification quarks—leptons au sein de multiplets est la violation des conser-
vations séparées des nombres leptonique et baryonique. En particulier, I'existence de termes d’interaction, par
exemple X?(dy,et + u°y,u), avec un des champs de jauge supplémentaires (les matrices des générateurs sont
omises), permet la désintégration du proton p = duu — dde™ = 7%™, et par d’autres canaux encore. Il faut
donc calculer soigneusement si le taux de désintégration est compatible avec les données expérimentales sur la

0%2%! ans), ... ce qui n’est pas le cas!

durée de vie du proton (borne actuelle 1
Il faudrait encore montrer dans quelle représentation se placent les champs bosoniques de Higgs pour
permettre la brisure en deux étapes SU(5) — SU(3) x SU(2) x U(1) — SU(3) x U(1) a deux échelles extrémement

différentes.

Au final, la GUT SU(5)

— incorpore par construction la structure des générations de fermions;

— place dans une méme représentation leptons et quarks et explique donc la commensurabilité de leurs
charges électriques et la compensation des anomalies (voir § suivant) ;

— réduit le nombre de parametres du modele standard et prédit la valeur de 'angle de Weinberg (& 1’échelle
d’unification) ;
mais a l'inverse

— elle n’explique pas le pourquoi des trois générations observées ;

— elle n’élucide pas la question du “naturel” (que nous avons juste évoquée) ni celle reliée de la “hiérarchie”
(pourquoi le rapport Mgy /Mw est-il aussi grand ?) ;

— enfin, défaut fatal, elle prédit des effets tels la désintégration du proton & des taux qui semblent incom-
patibles avec les observations.

C’est ce dernier point qui a conduit a abandonner ce schéma d’unification et a lui préférer des voies super-

symétriques.

5.4.3 Anomalies

On a mentionné au chapitre 4 I'existence des anomalies chirales, affectant le courant axial Jfﬁ) de la symétrie
classique U(1). Dans la théorie de jauge du Modele Standard, les champs de jauge électro-faibles sont couplés
de fagon différente aux fermions gauches et droits, autrement dit, ils sont couplés aux courants axiaux, cf le

lagrangien
- (1—1s)
L=ig@ -4y
qui contient un terme A%J,, avec J,uq = YT, a%w. Classiquement ce courant J,,, devrait avoir une dérivée
covariante (dans la représentation adjointe) nulle si la masse des fermions s’annule. On peut a nouveau effectuer
le calcul de la divergence (covariante) de ce courant a I'ordre & une boucle, et on trouve que
i

D,J" =
" 247

1
F0u T T (AL Oy As + S A AN AL) |

Curieusement le membre de droite n’est pas invariant de jauge (mais sa forme ne doit rien au hasard et est

dictée par des considérations géométriques que nous ne discuterons pas). L’anomalie de ce courant “non-singlet”
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(c’est-a-dire portant une représentation non triviale du groupe de jauge) brise donc l'invariance de jauge. Ce
faisant elle met en danger toute la cohérence, renormalisabilité et unitarité, de la construction de la théorie. On
congoit que le controle de cette anomalie soit crucial pour la construction d’une théorie physique.

Or on constate que le coefficient “groupiste” de I'anomalie est proportionnel a
dabe = tr (To{Ty, Tc})

ou {T},T.} est Panticommutateur des générateurs infinitésimaux, cf Exercice B.3.

En pratique on s’assure de ’annulation de ’anomalie dans deux cas :

— Supposons que les fermions appartiennent tous a des représentations réelles ou pseudoréelles. On rappelle
(cf chap 2) que l'on désigne ainsi les situations ou la représentation est équivalente & sa représentation
conjuguée, T = CT,C~!. On s’est placé dans des représentations unitaires ot les T, sont antihermitiques,
T, = —T;‘ = —Tg *. On vérifie alors (cf Exercice B.3) que le coefficient groupiste dgp. = —dgpe. = 0 s’annule
et Panomalie avec lui. Ainsi les théories (quadridimensionnelles) de groupe SU(2) (dont les représentations
sont réelles ou pseudoréelles) n’ont pas d’anomalie.

— Une autre situation est celle ou il y a compensation des anomalies venant des différentes représentations
portées par les fermions. C’est ce qui se passe dans le modele standard. Selon Pargument du a), il n’y
a pas d’anomalie associée aux seuls courants d’isospin faible, couplés au champ de jauge SU(2). Mais il
peut a priori y en avoir avec les courants d’hypercharge faible (groupe U(1)), ainsi que des anomalies
mixtes, par exemple 1 courant U(1) et deux SU(2) etc. Il faut donc vérifier que pour tous les choix de trois
générateurs indexés par a, b, ¢, la constante dgp. s’annule quand on somme sur toutes les représentations
de fermions. En définitive, on montre que tout se réduit & "annulation de tr (£3Q) pour chaque génération,
qui est bien satisfaite. C’est encore ce qui se passe pour la théorie SU(5) discutée au § précédent : on
montre que pour chaque génération, les contributions des représentations 5 et 10 se compensent.

[Quelques sujets qui auraient di étre traités dans ce cours

— —Instantons topologiques

— —Choix du Higgs, schémas de brisure, monopoéles

| [Martin L. Perl, Frederick Reines Nobel Prize in Physics 1995 Leon M. Lederman, Melvin Schwartz, Jack
Steinberger, 1988 Nobel Prize in Physics Georges Charpak, 1992 Nobel Prize in Physics James Watson Cronin,
Val Logsdon Fitch, 1980 Nobel Prize in Physics]

Références additionnelles pour le Chapitre 5

Sur les aspects géométriques des théories de jauge et une introduction a la théorie des
fibrés, voir par exemple M. Daniel et C. Viallet, The geometric setting of gauge theories of the
Yang-Mills type, Rev. Mod. Phys. 52 (1980) 175-197.

Sur les théories de jauge, Yang-Mills, le modele standard, etc, on peut consulter tout livre
de théorie quantique des champs postérieur a 1975, par exemple [IZ], [PS], [W{], [Z-]].

Sur les aspects “groupistes” des théories de jauge, voir L. O’Raifeartaigh, op. cit..

Une tres bonne revue de la grand-unification est donnée dans Introduction to unified theories
of weak, electromagnetic and strong interactions - SU(5), A. Billoire et A. Morel, rapport Saclay
DPh-T/80/068, disponible sur le site du Master ICFP.
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Pour une revue détaillée du Modele Standard et une compilation de toutes les propriétés
connues des particules élémentaires, voir The Review of Particle Physics, sur http ://pdg.1lbl.gov/

déja cité au Chap. 4.
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Exercices et Problemes pour le chapitre 5

A. Champ de jauge non abélien

1. Compléter les démonstrations de (5.21]) et de (5.22]).

2. Pour un champ de jauge non abélien A, soit F' son tenseur de champ. Montrer que la dérivée covariante
de F est telle que
D;LGI,)FVPbta = [D#vFVp] = 8uFVP - [Am FVp] :

Démontrer alors l'identité

[Dys Fup) + [Du, Fpu] + [Dp, Fluw] = 0.
Rappeler quelle est la version abélienne de cette identité et son interprétation. [Cas abélien : la 2-forme
%Fl“,dx“ A dz est fermée, ce qui est équivalent aux équ de Maxwell divB = 0, rotE + 0B /Ot = 0]

3. Soit 'opérateur Jp = @ — A agissant sur des fermions de Dirac dans la représentation R. On veut calculer
2. En écrivant D, D, ty" = %DHDV{VMWV} + %[Dw D,]y*4", montrer qu’on peut écrire JP? comme
somme de D? = D, D" et d’un terme de la forme aF),,c"”, ott " = £[y* ,~"]. Calculer a.

B. Facteurs groupistes. ..

1. Opérateurs de Casimir
Soient G un groupe de Lie simple et compact de dimension d, R une de ses représentations, que ’on
suppose irréductible et unitaire. Soient ¢, une base de I’algebre de Lie g de G, T, ses représentants dans
la représentation R. Les t, et T, sont choisis antihermitiens. On considere alors la forme bilinéaire sur
I’algebre de Lie définie par
(X, V) B = tr (T, Ty x%°
si X = 2%, et Y = 3’1, € g (avec sommation sur les indices répétés).

(a) Démontrer que cette forme est invariante en ce sens que
vZeg (X.2.V)™+(X,[y,Z)" =0.
[conséquence de la cyclicité de la trace] On rappelle que toute forme bilinéaire invariante sur une

algebre de Lie simple est proportionnelle & la forme de Killing.

(b) Démontrer que ’on peut choisir une base des t, et donc des T, telle que
tr (TaTb) = —TRrOw

avec Tgr un coefficient dépendant de la représentation. [La forme de K. est symétrique et déf
< 0, (g simple et compacte), donc on peut par une transformation orthogonale réelle, choisir
une base t.q. (tq,tp) = —KOap, k£ > 0 arbitraire. Par le théoréme rappelé plus haut, on a alors
(To, Tp) ) = —Trbap.]

(¢) Quel est le signe de T ? [Les matrices T' sont antihermitiennes (méme apreés le changement de
base) donc T > 0.]

(d) On considere alors I'opérateur de Casimir quadratique

3 = =S (1)? .

[e3

Sur combien de valeurs de a somme-t-on dans cette expression? [d = dimg. |
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()

Rappeler pourquoi C’éR) est un multiple de l'identité dans l’espace de représentation de R
i = ¢5(R)T .

[CéR) commute avec tous les générateurs de g dans lirrep R donc (lemme de Schur) c¢’est un

multiple de Iidentité.]

En quoi les hypotheses de simplicité de G et d’irréductibilité de R sont-elles importantes pour ce
résultat ? [Si R n’est pas irréductible, elle est completement réductible (car unitaire) et C’Q(R) est
multiple de 'identité dans chaque sous-espace invariant. (Si G n’est pas un groupe de Lie simple
mais semi-simple, g = ®g; et la normalisation des générateurs est indépendante dans chaque ss-alg
gi- L’opérateur de Casimir quadratique n’est plus unique & un facteur pres.)]

Quel est le signe de co(R) ? Justifier. [Prenant la trace de la relation, on a tr Cz(R) =c(R) dim R =
—tr >, T2 =tr >, T,T) > 0 donc ca(R) > 0.]

Mountrer que Tg est relié a la valeur de lopérateur de Casimir quadratique ca(R). Pour cela, on

pourra calculer de deux fagons différentes la quantité
tr » (Ta)?
a

[tr 3, T2 = ~Trdim G = —tr C{Y) = —¢y(R) dim R donc Tg = ¢3(R) dim R/ dim G.]

A quoi se réduit cette relation pour la représentation adjointe de G? [dimadj = dim G donc
T(adj) = > adj). |

On normalise les générateurs (antihermitiens) de SU(N) & étre tels que dans la représentation de
définition tr 7,1, = *%5@, soit Ty = % Cela est-il bien vérifié par les générateurs infinitésimaux
1% de SU(2) 7 Quelle est alors la valeur de c; dans cette représentation de définition ? [La repré-

sentation de définition est la représentation fondamentale f de dim N (qui sert & définir le groupe
SU(N) de matrices N x N unitaires unimodulaires). Si Ty = 3, dim(f) = N, et c3(f) = N2 1

2. Calculs de traces et de Casimir dans les représentations de SU(N )

(a)

Montrer que 'expression (3.50) du chap. 3, ca(A) = %(A, A+ 2p), se récrit

ca(A) =L ((A+p,A+p)—(p.p))), soit pour SU(N), en utilisant les expressions (3.48) et (3.61)
du Chap. 3

N-1

Z [N+ 12 = 1Ji(N =) +2 > [(Ai+ 1N +1) = 1Ji(N — )

j=it1

[petit calcul sans malice utilisant p =" A; et (A;, A;) = i(N]\fj) sii<j.]

Calculer cette expression pour la représentation de définition. La valeur obtenue est-elle en accord
avec celle trouvée a la question 1.(j) ci-dessus ? [La représentation de définition a pour poids le plus
haut A = Ay, le premier pOldb fondamental. En faisant \; = d;; dans la formule précédente, il vient
cz(f):ﬁ<3( fl)JrZZ (N )) =...=(N? —1)/2N, en accord avec le 1.j). ]

Rappeler pourquoi le poids le plus haut de la représentation adjointe est la plus haute racine (notée
0 dans 'appendice F du chap 3). Pourquoi 'expression § = Ay + Ay_1 est-elle en accord avec ce
qu’on sait de la représentation adjointe? [# est un poids dominant, c’est le plus haut poids d’une
irrep, dont on peut calculer la dimension par la formule (3.20) (corrigée!) ; on trouve dim = N2 —1,
en accord avec le fait que c’est la représentation adjointe. § = A1+ A _1 reflete le fait que I'adjointe

est engendrée par les tenseurs de f ® f de trace nulle, cf fin du §4.2 du chap 3.]

Calculer la valeur de c2(A) pour la représentation adjointe. [Avec § = Ay + Any_1, la formule du a)

donne
1 N-—-2
- _ _ _ R _ 2 _
ea(0) = 5 [ BV 1)x2+2;(2 1)(N g)+2;(2 1)i+2x3| =2N%2/2N =N
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(¢)

(f)

Chap.5. Théories de jauge. Modele standard

ol on a explicité successivement les termes diagonaux ¢ = 1 ou N — 1, puis les termes i = 1,
j=2,---,N—2lestermes i =2,--- ,N—2,j=N—1, et enfin le terme i =1,j = N — 1. ]

Vérifier cette valeur pour SU(2) par le calcul direct de ca(adj). [Pour SU(2), on a bien Y €4cq€ped =
20ap, c2(adj) = 2.]

Quelle est la valeur de T,q; qu’on en déduit, au vu de la question 1.(i) ? [Thq; = N.]

3. Coefficients des anomalies

Avec les mémes notations et conventions que précédemment,

(a)

Dans le calcul de certains diagrammes de Feynman dans une théorie de jauge sur le groupe G, on
rencontre le coefficient
dapy = tr (Ta(TsTy +TyTp)) -

Montrer que dqg, est completement symétrique dans ses trois indices. [par symétrie explicite en [
et v, et cyclicité de la trace]
On rappelle que la représentation est dite réelle ou pseudoréelle si elle est (unitairement) équivalente

a sa conjuguée, donc si dans la base ou les T, sont antihermitiens, on peut trouver une matrice
unitaire U telle que le complexe conjugué de chaque T, vérifie

(T,)" =UT,U™".

Montrer que si cette condition est satisfaite, dos, est identiquement nul. Cette condition est im-
portante pour assurer la cohérence de la théorie de jauge, c’est la condition de cgmpensation des
anomalies. [On a dygy = —tr (T;E(TET;r JrT,;ng))) = —tr (Tg(TgT,YT +T$TﬂT)) = —dg g, et si
les (T,)* = UT, UL, dogy = d’(’;ﬁy, donc dagy = 0. |

La représentation de spin % de SU(2) est-elle pseudoréelle ? Celle de spin j ? Justifier votre réponse.

[La représentation de spin % est pseudoréelle. Celle de spin j l'est ssi j est demi-entier.]

Donner deux exemples de représentations (pas nécessairement irréductibles) non triviales de SU(3)
qui sont pseudoréelles, et deux qui ne le sont pas. [Les représentations 3 et 3 ne sont pas réelles, ni

les 10 et 10; les représentations 3 & 3 ou 8 sont réelles ou pseudoréelles. |

Que vaut le coefficient d pour le groupe U(1) et une représentation de charge ¢? [Le générateur

(hermitien) dans la représentation de charge g est égal & ¢I, donc d = 2¢°]

C. Brisure spontanée de SU(2)

On considere une théorie de jauge de groupe SU(2) couplée & un champ de bosons ® de spin 1, considéré comme

un vecteur de dimension 3. On note V(®2) le potentiel de ce champ.

1. Ecrire le lagrangien et les transformations de jauge des champs ffu et O.

2. On suppose qu’il y a brisure spontanée de symétrie : le champ ® acquiert une vev v selon une direction,

0

par exemple 3 : <<f> = | 0 |. Quel est le groupe de symétrie résiduel 7 Quel sera I'effet sur le champ A, 7

v

Décrire les champs et particules physiques apres brisure de symétrie.

Probleme I. Théories de jauge sur réseau

Dans tout ce probléme, G désigne un groupe de Lie compact, x(?) le caractere de sa représentation irréductible

unitaire p.
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1. Montrer que les relations d’orthogonalité des D?) impliquent les formules suivantes :

/G(i/ég))x(”) (9919 .g2) = ijx(p)(m)x(p)(gz) : (5.41)
et d ( ) 5

/ P2 (9.9 (g7 .g2) = LX) (g1.g5) . (5.42)

¢ v(G) np

Rappeler pourquoi une représentation de G peut toujours étre considérée comme unitaire et montrer

qu’alors
X =x"(g) = x(g)", (5.43)

ou p est la représentation conjuguée de p. On fera un usage fréquent de ces trois relations dans la suite.

2. Soit x le caractere d’une représentation réelle r (pas nécessairement irréductible) de G, 8 un parametre
réel.
a) Montrer que l'on peut développer exp Bx(g) sur les caractéres des représentations irréductibles de G

selon

eBx(9) — anpr(P) (9) ,
p

avec des fonctions b,(3). Exprimer la fonction b,(3) & l’aide d’une intégrale sur le groupe. En utilisant

, montrer que les fonctions b,(3) sont réelles, b,(5) = (b,(8))* = bs(5).

b) Montrer que b, est non nul pourvu que la représentation p apparaisse dans une puissance tensorielle
rén,

¢) Pour G = SU(2) et r = (j = ), la représentation de spin 1, la condition du b) est-elle satisfaite pour
tout p? Pourquoi?

Sir = (j =1), quelles sont les représentations pour lesquelles b, est a priori nul ?

d) Pour G =SU(3) et x = x® + x® , montrer que b, est non nul pour tout p.

Pour 8 — 0, quel est le comportement dominant de b,(5) si a désigne la représentation adjointe de
SU(3) ? Plus généralement quel est le comportement dominant de b,(/) ol p est la représentation de plus
haut poids A = (A1, A2) ?

3. On définit un modele de mécanique statistique a d dimensions de la facon suivante. Sur un réseau
hypercubique de dimension d et de maille a, les degrés de liberté sont attachés aux liens entre sites voisins
et prennent leur valeur dans le groupe compact G. A chaque lien orienté ¢ = z} on associe ’élément de
G noté gy = gi5, & —{ = ﬁ, on associe g;; = g[l. A chaque carré élémentaire (ou “plaquette”) p = ijkl,
on associe le produit des éléments des liens :

9p = Gij-95k-9kl-gli

et I’“énergie” d’une configuration de ces variables est donnée par

E=— > x(o) (5.44)

plaquettes p

ou x est, comme a la question 2, le caractere d’une certaine représentation réelle du groupe. Le poids de

e~ BE — H ePx(9p) \ 8= i
P

Boltzmann est donc

et la fonction de partition s’écrit

H ePx(gn) (5_45)

plaquettes

B dp(ge)
z=11 /G o(G)

links ¢

a) Montrer que I’énergie E est invariante par redéfinition des g;; selon g;; — gi.gij.gj*l, ou g; € G,
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A

. Ly .

FIGURE 5.3 — Réseau carré & 2 dimensions.

(c’est une invariance locale, I'analogue dans ce formalisme discret de l'invariance de jauge étudiée dans
ce chapitre), et que E ne dépend pas de l'orientation des plaquettes.
b) On cherche & mieux comprendre la relation avec le formalisme du § Les degrés de liberté g;;

représentent les variables de chemin définies en (5.20)), g;; = g(j,¢) le long de I'aréte du site i au site j

Gij = Pexp/ A, dz"
1=ij
— Pour une maille a du réseau petite, montrer en utilisant par exemple la formule de BCH et en

développant au premier ordre non nul que
gp = exp (a2FW + 0(a2))

ou p et v désignent les directions du bord de la plaquette p. (On s’intéresse ici a une version euclidienne
de la théorie de jauge, et la position des indices p, v n’importe pas.) Montrer alors que Iénergie E,

(5.44) s’écrit

E, ~ const. a*(F},)* + const.’

ou on déterminera la premieére constante en fonction de la représentation choisie pour x.
— Expliquer pourquoi le paramétre 3 s’identifie (& un facteur pres) a I'inverse du couplage g? de la théorie

3

de jauge continue. En fait il s’agit plutot de la constante de couplage “nue” (ou non renormalisée),

pourquoi ?

On se restreint d’abord pour simplicité & d = 2 dimensions. Pour un réseau fini de N plaquettes, par
exemple un rectangle de taille Ly x L (voir Fig. , on désire calculer Z. On choisit des “conditions aux
bords libres”, autrement dit les variables gy des bords du rectangle sont indépendantes. On s’intéresse
aussi & la valeur moyenne W) (C) de x(?)(g,.) ot g, désigne le produit ordonné des g, le long d’une

courbe fermée orientée C' pour une certaine représentation irréductible o de G
WOC) = (x(g)) = = [] / Qo) ) (1T g ) T P00 (5.46)
¢ z liens ¢ G U(G) LeC 4

c) En utilisant les résultats de la question 2, montrer que 'on peut développer chaque exp Gx(g,) sur

les caracteres de représentations irréductibles de G selon

eAX@) = ™ n,b, 9 (g,) (5.47)
P

d) On insere dans (5.45) ou (5.46) le développement (5.47)) pour chaque plaquette. Montrer que si deux
plaquettes ont en commun un lien £, les formules de la question 1 permettent d’intégrer sur la variable

ge de ce lien et que les deux représentations portées par les plaquettes s’identifient alors.
En utilisant alors de fagon répétée ces formules de la question 1, montrer que 'on peut intégrer sur toutes

les variables gy et que

Z=bY WN(C) = ng <>A (5.48)
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FIGURE 5.4 — Une configuration tubulaire contribuant a la boucle de Wilson.

ou A désigne 'aire de la courbe C, c’est-a-dire le nombre de plaquettes qu’elle enserre, et 'indice 1 se
rapporte a la représentation identité.

e) On se place maintenant en dimension d = 3. Les variables g, sont attachées aux liens d’un réseau
cubique. L’énergie est toujours donnée par , ol la somme court sur toutes les plaquettes de ce réseau
tridimensionnel. Comme précédemment, W) (C) = (x(?)(g,.) ) recoit des contributions de configurations
de plaquettes formant une surface de bord C.

On va voir que peuvent contribuer aussi a W(")(C) des configurations de plaquettes formant un tube qui
s’appuie sur le contour C (Fig. [5.4)).

— Montrer en effet que pour une telle configuration I’application répétée des formules et sur

toutes les variables gy conduit a ’expression suivante

_ b \" [ dule) D)1y (o
Nabe = ; (bl) /G (@) XX (g7 )X (9) (5.49)

ol P est le nombre de plaquettes constituant le tube.

w) (C

~A quelle condition C sur la représentation o de la boucle C' la contribution de la représentation p au
membre de droite de (5.49)) est-elle non nulle ?

— Donner un exemple pour G = SU(2) de représentations o pour laquelle cette condition C n’est jamais
satisfaite quelle que soit p, et donc ces configurations tubulaires absentes.

— A linverse donner un exemple (toujours pour SU(2)) d’un choix possible de o qui la satisfait.

On admettra qu’a haute température (3 petit), la contribution dominante & W(”)(C’) est du type
si la condition C peut étre satisfaite, et du type dans le cas contraire.

4. L’évaluation de la valeur moyenne de la “boucle de Wilson” W(?)(C) dans la limite d’une grande boucle C
ayant la forme d’un rectangle R x T' permet de calculer le potentiel V., (R) entre deux particules chargées
statiques séparées par la distance R, I'une portant la représentation o du groupe et 'autre étant son
antiparticule. Plus précisément on admettra que

o1
Vo(R) = — lim ~log w ().
Evaluer la dépendance de Vs(R) en R qui découle soit de 1) soit de la contribution a 1] due a la

représentation p. Qu’en concluez-vous sur I'interaction entre les deux particules dans ces deux situations ?

Physiquement, ce type de considérations fournit un modele discrétisé (sur réseau) et trés simplifié ici (deux
ou trois dimensions, pas de quarks) de la chromodynamique quantique. On peut répéter ce calcul en dimension
plus élevée, ou les résultats ci-dessus apparaissent comme le terme dominant dans un développement & (§ petit
(“haute température”). Le fait que la valeur moyenne ci-dessus décroisse comme x4 (z = b,/b; < 1 pour 3
assez petit) pour de grandes aires est un signal du “confinement des quarks” dans cette théorie, c’est-a-dire de

I'impossibilité de séparer une paire quark-antiquark a grande distance ...

Probleme II. Mécanisme de BEH

I. Modele de Georgi—Glashow
Dans un article de 1972, H. Georgi et S. Glashow proposaient un modele d’interactions électrofaibles basé sur

le groupe de jauge SO(3) avec un champ de Higgs se transformant comme un triplet sous ce groupe.

29 décembre 2013 J.-B. Z M2 ICFP/Physique Théorique 2012



188 Chap.5. Théories de jauge. Modele standard

1. Combien de champs de jauge possede un tel modele? (Rép. il y a dim(SO(3))=3 champs de jauge )
2. Le triplet de Higgs ® = (¢, ¢°, ¢~ ) est supposé acquérir une “vev”

(@) = v(0,1,0).

Quel est le groupe H de symétrie résiduel ? (Rép. SO(3)— H = SO(2) qui est le groupe de rotation
laissant invariant (®).)

3. Que peut-on dire du spectre de masse de la théorie, apres la brisure de symétrie SO(3)— H ? Quelle
est son interprétation physique? (Rép. Deux champs vectoriels deviennent massifs, ce sont les “bo-
sons intermédiaires” des interactions faibles; un champ demeure de masse nulle, le champ de jauge de
I'électromagnétisme SO(2)= U(1). Un boson de Higgs de masse non nulle subsiste.)

4. Quelle est la différence majeure entre ce modele et ce qui est devenu le modele standard, en ce qui
concerne les interactions faibles 7 Pouvez-vous citer une découverte expérimentale qui a permis d’écarter
rapidement ce modele? (Rép. Le modele de GG ne posséde pas de courants neutres, ni de boson de
jauge neutre, (comme le Z°). La découverte expérimentale des courants neutres (1973) puis celle du Z°
(en 1983) a scellé le sort du modele de GG. )

I1. Groupe de jauge SU(n)
On considére maintenant une théorie de jauge basée sur le groupe SU(n), avec des champs de jauge couplés
a un champ scalaire ®.

1. Que peut-on dire du groupe de symétrie résiduel et des masses des champs vectoriels quand

(a) le champ scalaire se transforme selon une représentation fondamentale de dimension n et (®) =
v(0,0,---,0,1)? (Rép. SU(n) — SU(n — 1), hence n? — 1 — ((n — 1)? — 1) = 2n — 1 gauge fields
become massive. )

(b) le champ scalaire se transforme selon la représentation adjointe et
(®) =vdiag(1,1,---,1,—n+1)? (Rép. SU(n) — H = SU(n—1) x U(1) qui est le ss-groupe qui
commute avec (®). Donc 2n — 2 champs de jauge massifs. )

2. On introduit un champ ¥ de fermions se transformant aussi comme la représentation fondamentale de
dimension n (ou sa conjuguée). Quels termes de masse invariants sont possibles pour les fermions 7 (Rép.
Les termes ) = Y _ a1, sont invariants par U(n).)

3. Supposant que le champ scalaire se transforme selon la représentation adjointe,

(a) combien y a-t-il de couplages de type Yukawa (c’est-a-dire en WW®) invariants indépendants ?
(Rép. VU se transforme comme la repr. f de dim n, ¥ comme f (aussi de dimension n), et ®

comme l'adjointe. Mais on sait que Adj = f ® f — 1, il y a un seul couplage invariant possible.)

(b) Ecrire les couplages possibles entre ce multiplet de fermions et le champ scalaire. (Rép. lﬁﬂqu)ij.

)

(¢) Quels termes de masse additionnels pour les fermions résultent de la brisure de symétrie envisagée

aul.? (Rép. v Z?;ll it — vyt )

J.-B. Z M2 ICFP/Physique Théorique 2012 29 décembre 2013



Index

action d’un groupe dans un ensemble, charge baryonique, [20] [144]
adjointe, application, charme, (153

adjointe, représentation, [76] Chevalley, base de, [114
123}, 127, [135] chirale, symétrie, [143

algebre, classe d’homotopie,

algebre de Lie, classe de conjugaison,

algebres de Lie de dimension 3, classe par rapport a un sous-groupe,
a-chaine, [T10 Clebsch-Gordan, coefficients de, [16] [74]
alterné, groupe, Clebsch-Gordan, décomposition de, [15]
anomalies, [143] [176] cocycle,

axial, courant, coefficients de Clebsch-Gordan,

axiale, transformation, [142 cohomologie d'un groupe,

tant
Baker-Campbell-Hausdorff, formule de, [46] commutant, 33

beauté, [153

boost,

boson intermédiaire, (166

Bratteli, diagramme de, [10]]

brisure spontanée de symétrie,
Brout-Englert-Higgs, mécanisme de,
Burgoyne, identité de, [156|

commutateur dans un groupe,

compact, 21] 0] 7]

compact, localement,

compacte, algebre de Lie, [49]

compensation des anomalies, [I70],
complétement réductible, représentation, [67]
complexe, représentation, (101

complexifiée, algebre de Lie,

Cabibbo, angle de, [152] confinement de la couleur, [154]
Cabibbo-Kobayashi-Maskawa, matrice de, conforme, transformation,

caractere, [67] conjuguée, représentation,
caractere de SU(2), connexe, groupe, [30]

Cartan, criteres de, connexe, simplement,

Cartan, matrice de, conservation, loi de,

Cartan, sous-algebre de, constantes de structure,

Cartan, tore de, contragrédiente, représentation,

Casimir, opérateur de, [115, coracine, [IT5]
[IT8 [I77] “coset”,

centralisateur, couleur,

centre d’un groupe, couplage minimal,
chaine de poids, covariante, dérivée, [160
chaine de racines, [110) Coxeter, exposants de, [115
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