Le critére de Kowalevski-Painlevé

Ceci a pour but de trouver des développements de Laurent pour les variables dynamiques de la
toupie de Kowalevski. Les équations du mouvement de la toupie sont:

Ap (t) = Alq(t)r(t) + (yh(t) — zg(t)) Al=B-C  j(&)=r(t)g(t) - a(t)h(t)
Bq(t)=B1r(t)p(t) + (z£(t) —xh(t)) Bl=C—-A  g(t)=p(t)h(t) —r(t) f(¢)
Ci(t)=Clp(t)q(t) + (xg(t) — yi(t)) Cl1=A-B h(t) = q(t) f(t) — p(t) g(t)
Ici (p, q,r) est le vecteur rotation de la toupie, (A4, B, C') les moments d’inertie principaux, donc
(Ap, Bq, Cr) est le vecteur d’inertie, Mg (f, g, h) est le poids de la toupie et on a pris Mg = 1.

Les équations sont écrites dans un repére mobile attaché & la toupie et centré au point de sus-
pension. Finalement (z, y, z) sont les coordonnées du centre de gravité, donc des quantités fixes.

On peut présenter ce systéme comme un systéme hamiltonien avec des variables dynamiques (p,
q,7, f, g, h) et des crochets de Poisson tels que {p, ¢} = r et permutations circulaires, puis {p,
g} =h,{p, h} = — g et permutations, le reste nul. On voit alors qu'il existe deux quantités qui
Poisson commutent aux 6 variables dynamiques (et sont donc conservées). Ce sont, le module
du poids et le produit scalaire du poids et du moment d’inertie: f2+ g2+ h%, Apf+ Bqg+ Crh.
Le systéme dynamique est donc en fait de dimension 4 quand on se restreint aux feuilles ou la
forme symplectique est non dégénérée. Il y a toujours une quantité conservée, 1’énergie soit
Ap*+Bg*+Cr?—xf —yg— zh. En général le systéme n’est donc pas intégrable.

Cependant Sophie Kowalevski a trouvé un nouveau cas d’intégrabilité (outre les cas classiques,
Euler et Legendre), par le raisonnement suivant: en cas d’intégrabilité les variables dynamiques
doivent s’exprimer comme quotients de fonctions theta de Riemann (seuls de tels quotients ont
de bonnes propriétés de monodromie), or les fonctions theta s’annulent sur un diviseur, il exis-
tera donc toujours une valeur complexe du temps pour laquelle la solution diverge. Par inva-
riance de translation sur le temps on peut supposer que c’est en 0, et il doit donc exister des
solutions en forme de série de Laurent dépendant de 5 paramétres (la solution générale dépend
de 6 paramétres et on fixe le pole & t=0). Au vu des équations il est clair que (p, ¢,r) doit avoir
un pole simple et (f, g, h) un pole double. Posant p(t) = p/t + .... etc. et f(t) = f/t>+ .... on
trouve aisément des équations algébriques pour (p, q,7, f, g, h) qui sont solubles en général.

Puis on trouve un systéme récursif pour déterminer les termes suivants du développement de
p(t), ete. 11 a la forme Mv,, = w,, ot M est une matrice 6x6 dépendant des solutions (p, g, r, f,
g, h) ci-dessus, et de Vordre m =1, 2, .... et vy = (Pm, m, "ms fm, Gm, Bm) est la solution cher-
chée, tandis que w,, dépend des solutions antérieures v,,_1 etc. En particulier w; =0. Ainsi si le
déterminant de M ne s’annule jamais, on va trouver successivement v; =ve =... =0, et donc une
solution de Laurent n’existe pas. Par contre en calculant ce déterminant, on s’apergoit qu’il
existe un cas nouveau, caractérisé, comme Legendre par A = B ce qui permet de choisir les axes
d’inertie de sorte que y = 0, et en outre les valeurs curieuses A = B = 2C, z = 0, c’est le cas de
Kowalevski. Dans ce cas les solutions initiales (p, ¢, 7, f, g, h) prennent des valeurs simples indi-
quées ci-dessous (en fait il y a deux solutions, dont la premiére posséde le paramétre libre p) et
le déterminant s’annule pour 4 valeurs de m qui sont m =1, 2, 3,4 (resp m =2, 2, 3,4 dans le
second cas).

Pour chaque zéro, il existe la possibilité qu'une constante nouvelle intervienne dans la solution,
mais aussi le risque qu’une solution n’existe pas. Nous vérifions ci-dessous qu’'une solution de
Laurent existe bien dans chacun des deux cas! Ceci est une indication de l'intégrabilité probable
du systéme, c’est le critére de Kowalevski-Painlevé. En fait Kowalevski a trouvé une seconde
quantité conservée dans ce cas, indiquée plus bas, et a de fait complétement intégré les équations
du mouvement a ’aide d’intégrales hyperelliptiques.

Ref. Sophie Kowalevski, « Sur le probléme de la rotation d’un corps solide autour d’un point
fixe. » Acta Mathematica Vol 12, n°1, (1889), pp. 177-232



disponible en ligne chez Springer, moyennnant finances :(

Ci-dessous le calcul Maxima établissant ’existence des solutions de Laurent pour les variables
dynamiques dans le cas de Kowalevski. On en profite pour vérifier que ces solutions conservent
bien les constantes du mouvement.
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batch("pub/kowa.max")

tt: elapsed real time()
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Mat: subst([Al=B - C,B1=C—A,Cl=A - B], %)

algebraic: true

Matl:subst([B:A,AzQC,y:O,z:O,hz(),qzip,eri,f: —
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Det1: factor(determinant(Mat1))
4(m—4)(m—=3)(m—2)(m—1)m(m+1)C3

Mat?:subst([B:A,AzQC,y:O,z:O,qui,r:(),f:%C,g:O,h:4;0,]):0],

Det2: factor(determinant(Mat2))
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w: [Py, Qmy Rony Frny Gy Hp)
P1: 0
Q1:0
Rli 0
Fli 0
G12 0
Hli 0
vars: makelist(part(v;, 1), 7, 1, 6)
print(The first Kowalevski case.)
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The first Kowalevski case.

(%i20)

]5

eqns: makelist(part((l\/[atl V). 1) =wj, 7,1, 6)



(%i21) solve(subst(m =1, eqns), subst(m =1, vars))

Dependent equations eliminated: (6)
(%i22) subst(m =1, vars): : map(rhs, %1)
(%i23) print(First iteration. Vars:, %)
i%rl p? — 21%1“1, _ %rlp, %11.0,0, 2%r1C
2p 2
(%i24) for mm from 2 thru 4 do (Pym: Csum(q;mm—j, J, 1, mm — 1), Qmm: —
Csum(p; rmm—j, 7, L, mm—1), Ryym: 0, Fanm: sum (7 gmm—j — 45 Pmm—j, 7, 1, mm — 1), G
sum(p; hmm—; — 75 fmm—j, 7, 1, mm — 1), Hym:sum(¢; fomm—j — Pj Ymm—j, J, L, mm — 1),
solve(ev(subst(m = mm, equs)), subst(m = mm, vars)), subst(m = mm, vars): : map(rhs, %%:))

First iteration. Vars:

Dependent equations eliminated: (2)

Dependent equations eliminated: (1)

Chi1)

Dependent equations eliminated: (5)
(%125) print(Laurent solution depending on 5 parameters, p, %rl, %r2, %r3, %r4)
Laurent solution depending on 5 parameters, p, %rl, %r2, %r3, %r4

o . . —2C —2iC
(4126) [p07QO5r05 f07907h0]:|:p71p7217 z ) : 70:|

T

(%127) for j in [p, ¢,r] do block <[z], z:fullmap<ev, B ia+t2j3+tio+ i —i—J?O), print(j, (t) =

,expandwrt factored(z, ¢, p)), define(ev(j(?)), z) >

(481 %rd — 32 %rl %r3 — 12 %r2? — 121 %r1? %r2 + %r1*) p®t?

p(t) = 384 p> — 1152 p3 +

((—3841%r4 — 128 %rl %r3 + 12 %r2? + 1081 %r1? %r2 + %r1?) p* ¢ N
384 p5 — 1152 p3

(448 %r1 %r3 — 2401 %r1? %r2 — 104 %rl?) p* 3 156 %r14¢3

384 p° — 1152 p3 384 p° — 1152 p3
1(8%r3+6i%r1 %r2—%r1®) pt® 1(—32%r3+12i%rl %r24+4%r1%)t* i %r1342
+ — —
48 48p 4p?
(%r1?—2i%r2) pt  %r12t p i%rlp i%rl
— +_ —
8 4p t 2 p

(—48%r4 —321%r1 %r3 — 121 %r2? +12 %r1? %or2 +i %r1*) pb ¢3

a(t) = 384 p5 1152 p° +

(=576 %rd + 5121 %rl %r3 + 1081 %r2” + 36 %r1> %r2 — 71 %rl*) p*t? N
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(—5761%r1 %r3 — 288 %rl? %r2 4+ 1921 %rl*) p*t* 1801 %r1*¢3
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(%i28) for jin [f, g, h] do block ([z],z:fullmap(ev,t2j4+tj3+j2+J—tl—i—i—g),print(j, (t) =,

expandwrt factored(z, t, p)), define(ev(j(t)), 2) )

B 6i%r4p6t2c+ ( —121%r4—12%1“1%1“3—3%1“22—%1"14)p4t2C+

F©= 2p8z—6pix 2p8z—6plx
(8%r1 %r3 —31%r1* %r2 —3%r1*) p*t>C 3%r1*2C i%r13tC 2i%r3tC 20

2p8z —6ptx 2p8z —6pix p2x T t?x
%r12C  i%r2C

pPr oz
g () = 3%r4t20+2%r3tc_ 22iC+%r20
T T tcx T
h(t) (240 %rd — 881 %r1 %r3 — 241 %r2% — 6 %r1? %r2 — i %rl?) p4t20+
24 pSx —T2p3x

(401 %r1 %or3 +42 %r1? %r2 — 471 %r1*) p*t2C 301 %r1*£2C

24 pdx —T2p3x U pSr —T2p3x
1(161%r3+2%r1 %r2+1%r1®)tC 3%r13tC  2%r1C | i%r12C

+ — +

dpx 2p3x ptx px
(%129) print(Checking integrals of motion.)
Checking integrals of motion.
(%130) taylor(h(t)2+g(t)2+f(t)Q,t,O,O)
+(%030)
((601%rd +8 %rl %r3+ 6 %r2?) p*+ (32 %rl %r3 + 61 %r1? %r2 + 7 %rl*) p* 4+ 9 %rl*) C? N

(0% —3pY) 22
(%131) taylor(C'r(t) h(t)+2C (q(t) g(t) + p(t) f(1)),t,0,1)
(161 %3 p® +4i%r1%) C?
PP -
(%i32) taylor( 2z f(t)+2C (q(t)2 + p(t)2> +Cr(t)2t,0, 2)
((61%r2+ %r12) o 4%r12) C N
p2

(%i33) taylor< (MJM +(iq(t)+ p(t))2> (M—F (p(t)—1i q(t))2), t,0, O>
+(%033) <

+(%031)

+(%032)

(601 %rd + 40 %rl %r3 + 6 %r2% — 61 %r12 %r2) p& + (— 601 %rd — 104 %r1 %r3 — 6 %r2 + 301 %rl® %r2 + 18 %rl*) p*

po—3p!
(%134) ttt: elapsed real time()
(%135) ttt —tt
(%h035) .7999999999999972
(%136) print(Now the second Kowalewski case.)
Now the second Kowalewski case.
(%137) kill(allbut(Mat2, w, ttt))

(%i2) w: [Pm7 Qma R, Fn, Gma Hm]



(%i3) Pp:0
(%hid) Q1:0
(%i5) Ry:0
(%iG) Fli 0
(%17) Gli 0
(%i8) H;:0
(%19) vars: makelist(part(v;, 1), 5, 1, 6)

(%i10) eqns: makelist(part((Maﬂ . v)j, 1) =wj,j,1, 6)

(%i11) solve(subst(m =1, eqns), subst(m =1, vars))

(%i12) subst(m =1, vars): : map(rhs, %1)

(%i13) print(First iteration. Vars:, %)

First iteration. Vars: [0,0,0,0,0, 0]

(%i14) for mm from 2 thru 4 do (Pym: Csum(q;mmm—j, J, 1, mm — 1), Qmm: —

Csum(p; rmm—j, 7, 1, mm —1), Ryym: 0, Finm: sum(7rj gmm—j — 45 bmm—j, 7, 1, mm — 1), G
sum(p;j hmm—j — 5 fmum—j, 7, 1, mm — 1), Hyym:sum(q; fimm—j — Pj gmm—j, J, 1, mm — 1),
solve(ev(subst(m = mm, equs)), subst(m = mm, vars)), subst(m = mm, vars): : map(rhs, %%:))

Dependent equations eliminated: (4 5)
Dependent equations eliminated: (1)

Dependent equations eliminated: (6)
(%i15) print(Laurent solution depending on 4 parameters, %r5, %r6, %17, %r8)
Laurent solution depending on 4 parameters, %r5, %16, %r7, %r8

.. —4C  4iC
(%116) [pOa 4o, T0, an 9o, hO]: |:Oa 213 Oa Ta Oa : :|

(%117) for j in [p, ¢,r] do block ([z], z: fullmap(ev, B ia+t2j3+tia+ n —i—J?O), print(j, (t) =

,expandwrt factored(z,t, p)), define(ev(j(t)), ) )

. 3

p(t) = war%r?thL%lﬁt
t3(i%r520—%r8$) 21

T@::%fg?ﬁif2wﬁnld%mt

(%i18) for jin [f, g,h] do block ([z],z:fullmap<ev,t2j4+tj3+j2+]—;Jri—g),print(j,(t) =,

expandwrt factored(z, t, p)), define(ev(j(t)), 2)
t2((6 %r62 — %r5*) C —4i%r8z) 4C _2i%16C

£ = 6z t2x x
3%r5%r6t2C  4i%r7tC  i%rHC
g (t) 5 - -
' x x x
Bty = 310 2H6C o g
tex x

(%119) print(Checking integrals of motion.)
Checking integrals of motion.

(%4i20) taylor(h(t)2+g(t)2+f(t)Q,t,O,O)
(24 %162 — %r5?) 024Oi%r8:cC'> .

322

(%i21) taylor(C'r(t) h(t)+2C (q(t) g(t) + p(t) f(1)),t,0,1)
16 %r7C? 4o

+(%020) ( —

+(%021)



(%122) taylor( -2z f(t)+2C (q(t)2+p(t)2) +C’r(t)2,t,0, 2)
+(%022) 121 %16 C 4 -+

(%i23) taylor( (%ij(t)) +(iqlt)+ p(t))2> (M +(p(t) -1 q(t)f), £,0, o)
+(%023) (=36 %r6* — 9 %rb?) 4 -

(%i24) elapsedreal’time() — ttt

(%024) .3700000000000045



