Notes sur les Etats Cohérents & les Intégrales
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Chapitre 1

Etats cohérents de 'oscillateur harmonique

On donne quelques résultats fondamentaux sur 'oscillateur harmonique. Dans la base propre usuelle (|n)),, oy
I'effet des opérateurs d’annihilation @ et de création a' est le suivant :

aln) = Vnln—1) (L.1)
atln) = Vn+1iln+1) (1.2)

La relation de commutation de ces opérateurs est :
[a,a*] —1
On définit un état cohérent (ou encore un état de Glauber) pour l'oscillateur harmonique de la maniére suivante :
|z) = e=d! 0), =z€C

Nous allons maintenant montrer quelques propriétés de ce vecteur.

1.1 Expression en série, composantes

Nous utilisons le développement en série de ’exponentielle pour écrire :
z A
2 =Y (@) 1)
k=0

On utilise ’équation (1.2) pour enlever les opérateurs de création :

o0 Sk

Zk,xﬂk kzoﬁm

Alors on en déduit immédiatement (n|z) :

oo [e.9]

z
Zi n|k = ﬁnk
k

k=0 =0

N

&=

On trouve donc que :

(n|z) =
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1.2 Produit scalaire, norme, état normé

Cherchons maintenant a trouver I'expression de (z2]z1), 21,22 € C. Utilisons 'expression en série :

Zy' 21 Z Zy' 21 _ Z (2221)"
22|Zl Z m > '6mn = ol

|
n,meN n,meN e neN

On reconnait le développement d’une exponentielle, alors :
Zo21

(z0|21) =€

Nous en déduisons la norme |[||z)|| de |z) :

12| = v/TTa) = =2

, . , 142 , o1s . L. .
Nous en déduisons que D'état e~1*I"/2|2) est normé. Nous allons utiliser cet état pour écrire la relation de
fermeture.

1.3 Relation de fermeture

On peut, en posant x := R(z) et y := J(z), voir le vecteur |z) comme un vecteur qui est caractérisé par
3 3 p— 2 2 P L3 Pa
deux nombres réels |z,7). Le vecteur normé correspondant est alors e~ (*"+¥ )/2 |z,y), et on écrit un opérateur
que l’on suppose étre trés ressemblant & 'identité :

0:= /Rdedy e~ (@ +v?) |z, y) (z,y|
Si cet opérateur est le bon, on devrait avoir (m|O|n) ~ pp
(mlOln) = | dady =) (mla.y) (2. 31n)
Mais ’équation (1.3) donne : i

vmln!

Maintenant si on pose z := pei®, alors en passant en coordonnées polaires :
)

(m|O|n) :/ dzdy e~ @ +v°)
R2

i(m—n)é 1

2€ > m+n+1_—p? o i(m—n)0
p e P dp e\ d60

m|Oln) = dpdf pTe=P =
(mlOfn) /]R?p pevp vm!n! vm!In! Jo 0

On vérifie aisément que :

2
/ m=m040 = 278,,,,, (1.4)
0

Si bien que :
A 27 > o2n+1_—p?
(m|O[n) = ﬁdmn P e "dp
: 0



Or, si 'on pose :

Alors on vérifie facilement que :

0A,

AnJrl (CL) = - da (a’)

Cette relation de récurrence a pour premier terme :

]. 27 ].
ap2 |: ap i|
A (a) = /0 pe dp = % e 0 24

En itérant la relation de récurrence on finit par écrire que :

n!
2qnt1

A, (a) =

Alors : 0
<’I’)’L|O|n> = ;TdmnAn (1) = T0mn

Nous avions donc oublié le terme en 7 qui n’était pas trivial! Il était difficile & déterminer car les vecteurs |z)
ne sont pas orthogonaux deux a deux (ils forment tout de méme une base compléte grace au passage a la limite
en l'infini dans le plan complexe). Nous remarquons aussi que nous n’aurions jamais obtenu le dernier résultat
si z € C, c’est a dire si z ne variait pas sur TOUT le plan complexe (la droite réelle n’aurait pas suffit), ce qui
est une justification a posteriori de I’espace dans lequel varie z. Finalement la relation de fermeture s’écrit :

. dxd
L= / T @) |1, ) (2,
R2

™

1.4 Notation complexe

Nous allons maintenant écrire la relation de fermeture non plus en fonction de parties réelles et imaginaire
de z, mais en fonction de z et de zZ. Pour cela rappelons nous que nous avons :

z+z
xr =
2
_Z— z
LY
Ou encore sous relation matricielle :
z\ 1 1 1 z
y) 2\—i i)\z
La matrice jacobienne est alors :
Ozy) 11 1
0(z,2) 2\—i i

L’élément infinitésimal est alors :

W



Alors :

Alors la relation de fermeture est :

1.5 Vecteurs propres

Calculons maintenant l'effet des opérateurs @ et al sur les états cohérents :
o k
z
= —alk
2 v

On utilise I’équation (1.2) :

-2

-1)==z l
Si bien que :
alz)y = z|z)

Puis pour 'opérateur de création :

Zk > Zk
@) Zfﬂk Z F AR RV - o

k=0
Nous n’obtenons pas grand résultat de ce calcul. En changeant d’indice on a encore :

[e.9]

al|z) =

=0

Ce qui ressemble & une expression dérivée en z de |z) ...

1.6 Interprétation physique
Nous savons que les opérateurs de position Z et d’impulsion p (réduits) vérifient :
a+al
V2
. a—al
p = ;
Z\@
Alors, les valeurs moyennes de ces opérateurs en e ?/2 |z) (états normés) sont :

(@)(2) = e 7 (al2]z)
(p)(2) = e (zlplz)

H)

’B>



Soit :

) (z) = 6—,2& allz
() (2) f?u +al|z)
D)) = = (zla—all2)

Alors :

(@)(2) = V2R(2)
(D)(z) = V23(z)

Parties réelle et imaginaire de z sont liées aux valeurs moyennes en position et en impulsion respectivement !
Déterminons maintenant I’écart type, pour cela, calculons (22)(z) et (p?)(2) :

(@) (2) = e (2|2%2)
) (z) = e (1p%2)
Soit, en utilisant la relation de fermeture :
1 . .
()(z) = pe 7 (ela? +al + 1+ 2atalz)
1 _. .
P (z) = —5e (z]a® + a'? — 1 - 2atalz)

(M) (2) = % (1+ 24+ 7224 2zz)
P() = —g (-1- 2+ 4 022)
Alors :
@) = 5 (14 G+2?)
W) = 5 (142 2P)
Si bien que :
(D)) = 5+ @)
W) = 5+ 0R)



Alors :

Sl =Sl

Nous pouvons écrire une égalité du type inégalité de Heisenberg (réduite en dimensions) :

Aa(z) Ap(z) =

Cette égalité est une inégalité saturée, ces états sont trés classiques, d’out le nom d’états cohérents.

1.7 Bilan

Au déla de toutes les propriétés algébriques amusantes de ces états, ils permettent surtout de passer d’une
description des états par une base décrite de maniére discréte (sur N) a une description par une base décrite de
maniére continue (sur C). C’est par ce moyen que ’on va réussir a écrire les intégrales de chemins pour le spin,
I'astuce étant, en temps normal, d’insérer de relation de fermeture intégrales, ce qui est non aisé sur la base |n)
ou encore sur la base |j,m;) du moment cinétique!



Chapitre 2

Etats cohérents pour le moment cinétique

Pour le moment cinétique (de nombre principal j), les opérateurs J o jy, J, de moment cinétique vérifient :

{ju, jv} = i€upwdw

On introduit les opérateurs d’échelle :
Jy =J; £y

Ces opérateurs vérifient jl =] -, et nous vérifions la relation de commutation suivante :
[323.] = =1

En effet :
300 = [103] £ [1,,0] = i3, 5 0 =5 (L £43,)

A ~2
On introduit la base propre {|j,m) }ye[—jj & J- et I~ :

[—pY

> = m‘37m>

2li,m
2. L. .
lj,m) = j(j+1)|j,m)

[P

On vérifie aussi que :

Jeljom) =i +1) —m(m£1)[j,m+1)

On remarque que la facteur devant le vecteur annule J |7,7) et J_ |7, —7). De plus :
JLlj,m) = LG, m) i m=£n)  nel0,jFm]
On introduit alors les états cohérents du moment cinétique :

2) = e*t |j,—j), z€C

(2.1)

(2.2)



2.1 Expression en série

Ecrivons alors ce vecteur en série :
© L

koo .
20 =D o415, =)
k=0
Nous savons qu’en réalité une infinité de termes sont nuls dans cette série :
2
koo .
20 =D 53415, =) (2.3)
k=0

2.2 Composantes sur la base du moment cinétique

L’objet de ce paragraphe est de déterminer (j, m|z). Utilisons pour cela '’expression intégrale :
2k A
Gomlz) =Y 25 GomlIE L =)
k=0
Rappelons nous expression (2.2) pour écrire que :
2j Sk 2j Sk
. Y . . . . Y .
Gomlz) = 5135 5 =) Gomls k= 3y = D 25 195 15 =) 16m.k—s
k=0 k=0
Finalement, il ne reste qu’'un terme :

. Zj+m YRR .
(4, mlz) = m”h 13, =)

On peut préciser cette norme en écrivant, en accord avec la formule (2.1) :

N—-1
NG =) = | T[] GG +1) = (k= 5)(k =+ 1) i, N = j)
k=0

Or :

J+) = (k=) (k—j+1) = 24+ —k*+2kj—k—j24j = 2j —k*+2kj —k = 2j(k4+1)—k(k+1) = (27 —k)(k+1)

Si bien que :
A N-1 N-1
W=y = JT@i-% []:+1)15.N-j)
k=0 k=0
Mais :
N-1 N
[[E+n=]]t=M
k=0 =1



Et en posant p := 2j — k nous avons :

oo f -y . o
- T H2-N_ " (95— NI
k=0 p=2j+1-N Hp]:1 p (27-N)

I \j.—4) = %U,N—ﬁzmw(%)uw—j) (24)
19 1.~ = ) 2 = ()

. AN 2j
Gomle) = e ()

Si bien que :
Ou en norme :

Alors, utilisant ce dernier résultat :

Soit finalement le résultat suivant :

Gomlz) =1 () 25

2.3 Retour a ’expression en série
Nous retournons a I'expression a 'expression en série des états cohérents (2.3), en s’aidant de ’équation

(2.4), pour écrire que :
2j

2k 27\ . .
=3 5 () 15k

k!
k=0

On trouve une expression étonnamment simple :

25 .
=3 () k) (2.6
k=0

2.4 Produit scalaire et norme

La derniére expression ressemble terriblement & un début de bindéme de Newton! Pour 21, zo € C, nous avons :

23 . . 2j . .
2 25\ _ . o . 2 29\ _
alen) = S [() (F) et Gt —atioi =i = S\ () () bt

k=0 k,1=0

10



Sommons sur [, il ne reste alors que les termes tels que [ = k :

(22]21) = gjo (%j) (2221)"

Utilisons la formule du binéme de Newton, en faisant artificiellement apparaitre 12=% et écrivons finalement
que :
_ 24
(22]21) = (1 + Z221)”

La norme d’un vecteur cohérent est alors :

2 = Vizls) = (1 + |27

Nous introduisons alors le vecteur normé suivant :

(1+121%) 77 |2)

2.5 Relation de fermeture

De la méme maniére que pour l'oscillateur harmonique, on cherche une relation de fermeture sous forme
intégrale en considérant tout le plan complexe. Toujours avec x = R(2) et y = I(z), nous définissons naivement,
par anlogie avec l'oscillateur harmonique, 'opérateur suivant, avec les vecteurs normés :

();:/ dedy (1+2P) 7Y 1) (2|

R2

On calcule alors le terme (j, m|O|],n)
LA —2j . .
GomlOlin) = [ dady (1+1:P) ™ G2 sl m)

Nous utilisons l'expression (2.5) pour écrire :

. A _ 2\=2J _j+m 25 ~j+n 25
GomlOlion) = [ sty (1 o) e (2 e [

Remarquons dés maintenant que cet opérateur ne peut étre celui que nous cherchons. Considérons le cas
7 =0, alors :

(0,0]0/0,0) :/ dady
]R2

Ce terme diverge! Sans autre justification que celles données en Annexe, nous allons maintenant nous y
essayer avec 'opérateur suivant :

Q;:/ dedy (14 122) 729V 122 (2.7)
RQ

11



On pose z = pe'? :

A N 2j 2j 2\ —20+1)  2jtmtn_i(m—n)d
<j,m|Q|g,n>—\/<jim) (;2,) [Lmmto (1 g2y 2000 g

Mais on se rappelle par (1.4) que :

27
/ e m=m)0q9 = 276,
0

R : 2(j4+m)+1
jEtm R+ (14 p2)2(J+1)

Si bien que :

Nous nous occupons maintenant de I'intégrale. On pose ¢ = p? :

p2(j+m)+1 4 1 <j+m 4
Hom = /R+ (1 +p2)2(j+1) p= 2/R+ (1 +C)2(j+1) ¢

Nous pouvons intégrer par parties l'intégrale qui apparait, en dérivant le mon6éme, en primitivant le dénomi-

nateur : o
oy 1 1 Cj-&-m j+m Cj+m_1 dC
m 9 2] +1 (1 + C)2j+1 . 2] +1 R+ (1 + €)2j+1

Le terme tout intégré est nul, et le second terme en intégrale est similaire a l'intégrale originelle, ot ’on
a retiré une puissance au numérateur et une puissance au dénominateur. Ainsi en réitérant I'intégration par
parties, nous pouvons baisser la puissance du numérateur jusqu’a 0 et nous voyons qu’a chaque fois, le terme
tout intégré va étre nul (en 0 le numérateur est nul, en Uinfini le dénominateur l’emporte et annule aussi le
terme). Alors on peut dériver j + m fois (en tout) :

RS S PR B S
m_2(2j—|—1)xx(2j—j—m—|—2) R+ (1+<>2j—j—m+2

Mais 2j —j —m 42 =j — m + 2, et en introduisant des factorielles :

1 +m)IG —m+1)! 1
Hon = 2 (25 + 1)! /w (14 ¢)Pm+2

d¢
L’intégrale est alors triviale :

1G+m)(j—m+1)! 1

1 oo
Hm = 3 . . - p——
2 (25 4+ 1)! jmm+1l | (147
Soit encore :
1(j+m)l(j—m)! 1 1
Hm == 3 4 - N ;
2 (25 4+ 1)! 22 +1) [ 25
jEtm
Finalement les composantes de I'opérateur sont :
C AL A 2j _ 27 1 1
GomlQlion) =2x ()bt = 25 (2 Yoty
jEtm

12



On simplifie et alors :

. A . T

Nous avons ainsi trouvé la relation de fermeture avec les états cohérents du moment cinétique :
2j+1 2y —2(j+1)
/ dzdy (1+]z]%) |2)(z]
7T R2

i:

2.6 Notation complexe et mesure

Comment nous 'avions fait pour l'oscillateur harmonique, nous écrivons la relation de fermeture plutdt avec
les éléments différentiels dz et dz :

. 2541 —2(j
1=-— ‘]2; /(Cdzdz (14 |2]?) 2+1) |2)(z]

Nous pouvons aussi introduire la mesure suivante :
2j+1 dzdz 25+ 1 dady

A2ui(z) = .
) = T W B T 7 (L )

Alors la relation de fermeture devient plus intuitive (c’est sans cette mesure que nous avions d’abord essayé
de proposer un premier opérateur) :

= [ ) (0127 )

2.7 Une propriété utile
Nous allons démontrer la propriété suivante :

W) (z) a2y (2) = h ()

¢ (nn)(zlz)

P (2)
h(z) = ——T—,
) (1+|22)

Ou P, est donc un polynome de degré m < 2j. Comme n’importe quel polynéme se décompose en somme de
mondme et que la formule & démontrer est linéaire, on peut démontrer cette relation avec My, (2) = 2F, k < 2j
au lieu de P, dans sa forme la plus générale. Alors :

L (nl2) My (2)
c /() (zlz) (14 |2[?)

En remplagant de maniére explicite la mesure, les normes on obtient :

2j + 1 1+72)%
A = - / ( 5 )2j+2 ZFdzdy
m(1+[n[*) Jo (1+[z]?)

Oulon a:
Pm (2) € R™M=2J [2]

A d?p1;(2) (2.8)

13



Nous utilisons la formule du binéme de Newton pour exprimer (1 + ﬁz)Qj :

: 2j . =1 sk
27 +1 27 n'z'z
Ay = ———— E ( )/Ada:dy
w1+ [nl2) g\ Je (1 122

Nous posons z = z + iy = +/se'?, alors le jacobien du changement de coordonnées cartésien-pseudopolaire est :
)

det d(z,y)\ 2%/§ cos () —/ssin (V) 1
d(s,9)) 2—\1/5 sin(9) /scos(¥) | 2
Si bien que :
2] + 1 2 1 2] 1 2 i(1—k)0 > S%
Ay = ———— ﬁ()/ e d29/ ————ds
(1 +[nf?)’ ; L) 2m J 0 (1487
Or, nous avons déja calculé I'intégrale sur 'angle :
1 2r
- / ez(l_kwdﬁ = 5lk
2 0
Ainsi dans I'expression de Ay, :
. 2j . o0 k
2] + 1 1 2] S
pm B ()
(1+ n?)’ ; ! 0 (1497

La somme sur le symbole de Kronecker :

2j+1 <2j> /°° sk
A= T % __ds
ey \k) Sy (s

oo gk
By = / ————ds
T (s

En utilisant la méme méthode que celle par laquelle nous avions déterminé H,,, nous avons :

Mais :

g _ME@i-B_ 1 K-k 1 1
FT i+ T 25 +1 (2 241 /25
k
Alors dans I'expression de Ay, :
_k _
A= _ M (@) (2.9)

(LR (L[l

Finalement, comme on peut écrire le monome sous la forme :
m m
P (2) =D M2 =D NMy(2), Vk:MeC
k=0 k=0

Alors :

(M2) a2 () () Pul®) o
4 wwm>” (%) cwwwmuﬂwf““)

14



On peut utiliser I’expression du polyndéme :

(n]2) (3 A2 (%) — - A\ (n]2) My (2) (s
c /(nln)(z]2) () us(2) kz:% k/C (i) (z[2) (1 + [2[?)’ #3(2)

Mais on reconnait l'expression de (2.8) :

)y = 3 deds
k=0

c v (nn)(z|2)

Puis enfin en utilisant la relation (2.9) :

m

W2 e — L NS gy Pui)
e Vs &) <1+\m2>ﬂ,§0 MED = ey

Finalement nous avons bel et bien montré que :

W2 (2 d2p(2) = (3)

¢ (nn)(z|2)

15



Chapitre 3

Utilisation des états cohérents pour I’écriture
intégrale

Nous savons que pour le cas usuel de I’application de 'intégrale de chemin, le propagateur s’écrit :

n

n+1 .
' s m T2 € 1 2 -
(g t'lg, 1) = Tim <2mﬁ€) /dq1 dgy, exp <h > {2mqk V(%)})

Nous avions obtenu cela en insérant des relations de fermeture dans ’expression. Tentons la méme approche.
Nous cherchons maintenant G(Z,z1,7), 'amplitude de probabilité pour une état |z1) au temps 0 d’aller a
un état |z2) & un instant 7 (attention, ici les états cohérents sont choisis normés, ils correspondent a |z) :=

(14 |2]?)~7e*/+ |4, —74)). En considérant I'opérateur d’évolution, nous pouvons écrire que :
G(Z2,21,7) = (22| U(0; 7) | 21)

De la méme maniére que pour le cas usuel, nous subdivisons le temps en intervalles réguliers :
tp :=ke, ke€[0,N],NeN

Nous avons la correspondance suivante :

|Zl> = to
’ZQ) = in=7T
Nous utilisons une propriété bien connue de 'opérateur d’évolution :
0(0; T) = fj(to; tN) = ﬂ(tN_l; tN) ﬂ(tN_Q; tN—l) X oo X ﬂ(tl; tg) ﬁ(t(); tl)

Nous pouvons encore insérer des relations de fermeture sur la base des états cohérents. Pour ce faire on fait
correspondre a chaque instant ¢ une variable d’intégration &, et on écrit :

U(0;7) :/CdQMjlﬁN)(ﬁNlU(tN_1;tN)/chMjlﬁN_ﬁ(&N_ﬂ X +ee X /CdQMj|£1><£1|G(to;tl)/(cd2uj|§o><§o|

Alors :
N

N
G(z2,21,7) = /(cN+1 TT 05 (8e) zaléw)(€olzn) TT (€RI0 R 1; 1) [€5—1)
k=0

k=1

16



Or nous savons que (avec la convention i = 1) :
ﬂ(tkfl; tk) = fj(tk — & tk) >~ e_iEH(tk')

Si bien que :
N

Gz, 21,7) = /@ N+1Hd 1 () {z2lEn) (olen) TT (Grle™ = g5a)

k=1

(ele ™= g 1) = (g1 — ieH(ty) |&6-1) = (Enl&s-) (1 _ gl le) |fk—1>)

(Ekl&r—1)

On pose alors :

(ER[HL(tr) [€r—1)

H (& Eporit) == Elees)

Si bien que 'on a, toujours au premier ordre en € :

(Exle™ R g, _1) o (gfgp—y) e =HEEritn)
Alors le propagateur devient :

N

N —
G(22,21,7) = /(CN+1 TT @%m5(&) (2216 (Colzn) T (Gklée—1) ¢~ H(8k Grriti)
k=0

k=1

On se rappelle de la relation suivante, pour des vecteurs normés :

[C (nl2) h(z) pj(=) = h(n)

Nous allons intégrer sur les valeurs de &y et £y, et nous allons, pour la premiére intégration par exemple,
avoir le calcul suivant a effectuer :

/C (€olz1)(Enf6o) e =H(E &) 42, () = { /C (21160) (Eolén) e“H(flfo;“)dzuj(go)}

La conjugaison parait un peu extravaguante, mais c’est le moyen nécessaire pour 'application de la formule,
alors :

[ el e HE)ay ) = {(arfer) e} = (g2 )

L’intégrale sur {5 ne nécessite pas la conjugaison complexe, tout est dans le bon sens :
/@ (al€n) (EvlEn—1) e =HEN =it ) 42 (ex) = (gl ) e EN-1itw)

Alors, on renomme 21 = & et zo = &y (attention, les variables passent d’un statut de variable muettes & un
statut de varibles libres!), nous pouvons finalement écrire, apés U'intégration :

G(En. 40, 7) / H 4?11 () H@\fk 1) X exp (—zeZH Err Gk m))
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Nous nous occupons maintenant des termes (£|€,—1). Pour cela considérons (alb) avec a —b =9 :
(alt) = (1+ab)® )’
-\ (1+aa) (1+0bb)

B 1t a(a—8)1+(b+38)b)’
(alb) =\ 137 1+ bb

(alb) = <<1— 1?@) <1+1ibbb>>j

Nous pouvons faire un développement limité en § de ces quantités :

Que 'on écrit encore :

Soit encore :

ob 5a
=1+ — - 52
{alb) +]<1+bb 1—|—c‘za>+0( )

Toujours au premier ordre en § nous pouvons réduire au méme dénominateur de la fagon suivante :

0b—da

2
(alt) = 145528+ o(5?)
Alors, en passant au logarithme : ~
0b —da
In ((a|b)) = j 2
n((alt)) = 5+ o)
Puis en posant 6 := & — &x_1, on peut justifier que d; ~ € a la limite N grand, il vient :
Opbr—1 — Okl

I ((€klr-1)) =7 + &bk

Nous voyons bien que la limite des grands N ne va pas concerner les variables £y et £ qui sont les conditions
aux limites du probléme, traitant alors ces termes & part écrivons que :

~ N—-1 N-1 5 5 s 5— N ~
G(En &0, 7) = /<ch TT d?m(r) (€vlen—1) (€1léo) x exp (j > % - iezH(E’f’gk—l;tk)>
k=1 k=2 - k=1

A la limite € — 0, nous avons le comportement suivant :

Ok _ &k — &k

5 5 — &(tr)

Si bien que :
N-1 = _ N-1 = - = s
0k€k—1 — Okl Or/e€k—1 — Or /& TE()E(t) — &) E(1)
_R5RTL TRSR _ — d
é 1+ &pp—1 ; 1+ &pép—1 : /o 1+ [£(t) |2 '

De plus les termes hamiltoniens vont avoir des comportements du type :

N ~ T ~
exp (—ze;H(fk,gkl;tk)> — exp (—z /0 H(&(t),&(1)3t) dt)
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Puis les termes qui dépassent (que l'on ajoutera dans I’exponentielle) et qui ne peuvent faire intervenir au
passage a la limite des termes dérivés (ils sont au bout de la somme) :

(1 +€_N§N—1)2
(L4181 (1 + [En—1?)

= (&(te) | H(t) [€(tr))

In ({En[€n—1)) =j1n<

On admet, mais on considére ce résultat comme finalement assez louche (pour le terme I'), que, lorsque 1'on
va passer a la limite N grand :

_ E(T)qu—
G oi7) = /é e, DO (@)

Oulon a:
d=L+T

Avec les expressions suivantes, pour L :

L [TEDED —EWED Y, . [T e |
L_]/o T e e o /OH(é@),f(t),t)dt

Puis pour T :

b (L&) (L4 €(0) &)
A N T T )

3.1 Equation classique du mouvement pour le spin

Maintenant que nous avons une action ® (a des h et des i prés), nous pouvons déduire les "équations
du mouvement" du principe variationnel. On remarque aussi que le terme j dans l'expression de L va jouer
un role trés important pour 'approximation semi-classique. En effet selon sa valeur on va pouvoir avoir une
approximation plus ou moins bonne autour de la trajectoire "classique" (que 'on cherche a déterminer ici, en
tout cas les équations). Il faut en effet que j soit grand pour pouvoir justifier 'approximation semi-classique.

Maintenant considérons que I'on ajoute aux trajectoires dites classiques &.(t),&.(t) (qu’il faut considérer
comme indépendantes) deux trajectoires infiniment petites 0§(t),d£(t). Ces trajectoires satisfont les conditions
aux limites particuliéres & savoir d¢(0) = 0,6£(7) = 0. Alors (on omet maintenant la dépendance temporelle) :

1 1 1 1
L 16+ 0612 1o+ [€l? + 608 + 608 +0(J0g7) - 1 [6cf? 1 4 Sedberbedioll?)

On continue les approximations :

R T S0 S
L4 |6+ 087 14 |&[? (1 1+ €2 + o0 (]5¢] ))
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De plus :
(6 +0€) (€ +08) — (& +08) (€ +0€) = Ecbe — &b + £c0E + £cE — £0€ — €0 + o (|6 ?)

Nous pouvons maintenant écrire la variation du terme suivant (la premiére intégrale dans 'expression de L)

T 1 D _ . . (écfc - gcéc) (gc(% + 565@
T [ ren (&5&%5&&65&5& i at

Nous écrivons, de cette derniére quantité, les seuls termes en 8¢ et 6 que 'on intégre par parties

_ T8 GOE | [60E — ¢ 4 & pd &
o dt‘{ ]0+/o <5dt1+|5c|2 5dt1+|5c|2)dt

o Jo THE 1+ [&?
Mais :
A & & & (€c§c+€c§c>
AL+ TH[& (1 +]6?)?
d & B £, &e (gc£c+§c£c>
dET+[E — 1+&P? (14 eP)?

Alors, dans 'expression de 677 :

66— E56)T | 7 (st — g | (606 E0¢) (6k +E)
0T = | =——=—2> d
' [ 1+ |E[? ]0+/0 ( el (1+1&[2)° t

En écrivant maintenant tous les termes de 67 :

r T . = ¢ sF 70'0—1 c 705 + 05 + c57_7c5 cic‘i‘ .cic
6T:[w} +/ 5t &f§+(§§ ) (et + 60 (625 ) (e 6] d
&l Jo b\ 1+ &)

On peut alors simplifier le gros numérateur :

(e — ko) (B0t + £008) + (€08 — E8€) (&b + £ = 2806, (€0 — &)

Tout comptes fait dans 'expression de 67" :

5055 __5055] / fcfsf é‘c(sf ( gcélc ) dt
L+ &g 1+ &£ I+ &k

o - |

Soit finalement pour cette quantité :

— [Ecag _5066] ! +2 6055 gc(sg
1+ &e&e 0 (1 + fcfc)
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De plus nous avons (pour construire les termes complémentaires & 67" dans 0L), avec une notation rapide
pour les dérivées partielles :

H(gc +5€a§c + 5‘5§t) = Hc + (6§H)C(SE+ (agH)C(Sf +o (‘5§|2)

Nous en déduisons finalement la variation de 6L :

SL = jo6T —i /0 ’ ((agH)cag’ + (85H)05§) dt

. fc(sg €05§:| T T . 2j§c . Qjéc =
oL = —_— + —i(0cH) + ——=—— | 66 — OFH) + ——=——- 1065 d
g |: 1+&& 1o /O {( i ‘ )C (1+§c§c)2> ¢ <Z( ¢ )C (1+§C§C)2> 5} '

Cela établit, nous avons encore, toujours dans le but de calculer §®, il nous reste & déterminer 6I" (les
quantités & et & sont considérées comme constantes, mais que l'on fait varier afin de déterminer la variation
fonctionnelle d’action en fonction des paramétres initiaux) :

Alors :

oo JEOE) | GEOE0) 60 )8
L4 6 11E0)6 T146Em T 11E(0)

Alors si on considére ces derniers termes ainsi que le terme tout intégré de dL :

(€06 — £.061T  GEOE(T) | jESE(0)  jE(T)OE | jE(0)dE
0P = _ _ _ _ —
=7 [ 1+ &8, ]0 1 6en T1rE0)6 11EE(m T1HE0) &

On développe le terme non encore développé (en tenant en comptes les conditions aux limites déja énonceées) :

S® = — ]é"igc (T) _ ]50(25_0 (0) ]gc (77—) 55‘1‘ ]gc EO) 550
2 1+ §’T§C (T) 1+ §0§c (O) 1+ fT&C (T) 1+ gc (O) 50

5erdte () | 3600E (0) | & (r)0& | jE(0) 0

L+&&(1)  14€0)&% 1+&&(T)  1+&(0)&

On simplifie un terme sur deux, les autres se doublent :

_|_

2j€c (1) <z 2j€: (0)
0bpy = = 0&r + = 0&o (3.1)
Tl ge ™ T 1L 0
Comme ces termes sont les seules termes de bord de l'action totale nous en désuisons que :
0% 2j&(0)
850 1+ gc (0) §O
0%, 2jéc (7)

aET 1 + ngc (T)

On peut en déduire la (et méme les) dérivée seconde croisée de ’action en les variables "conditions initiales".
Nous mettons de coté ce résultat qui ne sert pas imédiatement au calcul du propagateur mais qui sera utile plus
loin :

0. _ 2j 0€c(7) _ 2j 9E.(0)
060 (1+&&(r)” %o (1+&(0)&)° %

(3.2)
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En revanche lorsqu’on applique les conditions initiales, la quantité (3.1) est bien entendue nulle : 0% =0,
et on voit 'importance d’une part, des conditions aux limites particuliéres que nous avons prises (en supposant
une indépendance entre la trajectoire et la trajectoire conjuguée), et d’autre part de la forme précise du terme I'
qui compense exactement le terme tout intégré de L. Alors nous pouvons enfin donner la variation de I’action

5«1):/0 {(—z‘(agﬂ>c+(l+2j§2)2> 5 — (z (%H)ﬁ(lfiy) 55}“

Si nous appliquons le principe variationnel a cette expression, nous annulons l'intégrande en §§ et en §¢,
nous obtenons deux équations indépendantes du premier ordre temps :

2j€ = —i(1+E)°9:H, €(0)=¢& (3.3)
2j¢ = +i(1+&)20:H, £&(r)=¢ (3.4)

3.2 Calculs pour I'approximation semi-classique

Nous cherchons désormais & écrire I'action au second ordre soit :

o [gc + 55750 + 55 = [gcagc] + 0P [fc,gc] + 52(1’ [gcagc]

On écrit ® [fc, {c] := ®.. Par application du principe variationnel §® [§c, SC] = 0, alors nous commencons les
calculs (les dérivées sont prises le long du chemin "classique") :

[T [T/ 1
§°E = §° (—z /O Hdt) = —i /0 (2 (66)* 0ZH + 3 () O2H + (56¢) 8§8§H> dt

Nous cherchons maintenant le terme :

52T = §2 i _gédt
o 1+&§

Un calcul frontal est une (trés) mauvaise stratégie, nous posons alors :

F = L_
(3
Fo— 5
14&€

La notation est traitresse car ¢ et & sont indépendants (nous utiliserons tout de méme la conjugaison formelle
pour nous simplifier la vie). Nous décomposons alors 627" en deux termes :

8T = 6°Ty — 6°Th

5 ] 2 /
2 / f t
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Nous pouvons ne calculer que 6277, et pour obtenir 6275, nous n’aurrons qu’a utiliser la conjugaison formelle
de la maniére suivante :
8Ty = 82Ty = 6°T = 2i (6°T1)

Mais les termes qui nous intéressent vons étre ceux du second ordre dans ’expression de 'intégrale compléte :

/ (5 + 55) (F+6F +6*F)dt — 6Ty = / SESFAL + / €52 Fdt
0 0 0

oF = 5§8€F+5§_85F
1 1, o _
§F = 5(<5§)26§1mr§(5§) OFF + 666600 F

Nous avons les propriétés suivantes :

|
0cOsF = _(14?655)3
|

Ecrivons alors le terme de 627} que ne contient que 65 :
52Ty = / SESFdt = / 0€ (0€0¢ F + GE0F) at
0 0

Or : d
2
T (5¢)

DN |

SE8E =

On remet ces expressions dans celle de 6777 :

82Ty, = / SESED: Fdt + / SESEDEF At = / 55553£th+% / %(55)285th
0 0 0 0

On intégre par parties la seconde intégrale

T . 1 9 T 1 T 9 d
Or : .
37 (0eF) = €0g0cF + EOEF
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Et le terme tout intégré produit dans I’expression de 62711 (on prendra grand soin lorsque I’on reconstruira
82T, la conjugaison formelle fait correspondre t = 0 & t = 7 ainsi qu’'un signe — supplémentaire, puisqu’en effet
le terme viendra de 'autre partie de la variation aux bords) :

1

0*Tny = /0 ' SESED F At — % (6€(0))* 0zF (0) — 3 /O 35 (éagagF + éagF) dt

Résumons les résultats jusque-la établis (le terme en (55)2 g@gF se simplifie) :

527y = /0 " séscoFat — 5 (56(0)* 9P (0) + /O ’ ((06)? €02F + 26060€00F — (9€)° €0g0cF )

Posons (pour la grande intégrale) :
]. T = . - —
5Ty 1= 5 / ((56)2 €02F — (56)* g0 + 26ococ00¢F )
0

Regardons les termes en F' dans cette intégrale. D’abord pour (5¢)

: 26€
f@ZF = -5
¢ (1+&)?
Puis les termes en (6@2
: 26¢
U v e)”
Puis pour le terme croisé 0£6€ : ‘
: AL¢
2£0:0:F = ————>—

Alors :

" 5é : —EE (5¢) 06)% — 2€eoes
0T} = /O €660 Pt — 1 (56(0))° 0¢F(0) + /O £ (09)” +(1€i (gg €E3EIE

Utilisons alors les équations classiques (3.3) et (3.4) pour remplacer les dérivées temporelles de la derniére
intégrale :

/ E0¢H 55) + {0:H (55) + 2585H5§5§
1+ &
Laissons temporairement de coté le termes du type 627 pour maintenant regarder le termes provenant de T.

Ce terme ce compose de deux termes, I'un correspondant & ¢ = 0, I'autre a4 ¢ = 7. Le terme a ¢t = 0 produit le
terme suivant :

op . 52 (il 1+£(0) & _ 1 & z
rh=e <Jl ( 1+ 1€l )) 2 (1+&£(0))° (30" =

Ce terme compense exactement le terme de bord de I'expression de 62Ty (et avec la précaution sur le signe
du terme de bord qui apparaitra dans 6275, I'autre terme §°I' compensera aussi le terme de bord). Nous pouvons

527, — /0 " séscoerdt — % (08(0))" O

~ (3(0))% ££(0)

\V] \
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alors écrire le terme suivant, a partir duquel on obtiendra par la conjuguaison formelle (déja discutée) les termes
de 62® hormis le termes hamiltoniens §2F traités en tout début de section :

/ ED:H (5€)° + E0gH (55) +2§6§H6£5£
1+ &€

Enfin, grace a la conjugaison formelle nous obtenons le terme complet §2I" + j62T

8Ty +jo*Ty =5 / 5555<9§th — =

T . T ¢ 2 _ 2 c- e
5T 4 jO°T = j /0 (s€oc0¢F — 665€0cF ) dt — i /0 SOCH (00)” + £0cH (‘Sﬂ ; (€9cH + COcH) 063¢

Dans la premiere intégrale nous remplagons O¢F' et 85}_7 par leur expression :

) o
ST 1 j°T — j /O &(ii gzgag / §0cH (06)" + €0:H (615)+ ; (SOcH + €0¢H) €3¢

De cette derniére expression considérons les seuls termes faisant intervenir le hamiltonien et auxquels on
ajoute les termes de 62F

0

1+ &€ L+ €€ L+&8
Or :
Ol(1+€6)°acH] _ 260:H on
(1+£§)2 1+££ f
O+ ) OH] | 20H | oy
(1+ &) L+ee
T2 o _ =\ 2 cO_
Ol(1+66) O + Ocl(1+6) 0cH] - _ 2 (€0cH +E0¢H) + 200:H
(1+€) L+&e

Alors, on peut écrire que :

Z/(&)%W+&)%H G@f%@+&)%]+&%ﬁﬁﬁ+&) H] + 0¢l(1+ €)* ¢ )

6’E = dt
2 Jo (1 —|—§§)

L’expression de 62® est alors :

[T s8¢ — 5555
520 = —— > 3.5

;A e (3.5)

N /T (66)? Oe[ (1 + €€)” 0 H + (66)° O¢l(1 + €€)° OH) + 5¢08 (el (1 + €€)” 0gH] + Ol (1 + €¢)* ) y

2 Jo (1+&)°
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Cette derniére expression établie, nous changeons maintenant de variables en posant :

5 = §c+(1+gc§c)77
g = gc+(1+gc€c)77

Que 'on écrit encore :

g
= > 3.6
7T Tves (3.6)
6
no= > 3.7
T o1+ 3.7)
Avec les conditions aux limites suivantes :
n(0) =
nr) =

Nous effectuons alors le changement de variable dans la seconde intégrale de (3.6) qui devient :

—ij/ (An* + 2B7n + Cp?) dt
0

Ot 'on a posé :

1 —
A = g {od0 - o),
1 —
¢ = 5-{od(+&) o},
B = L {01+ &) 0pt) + 0cl(1 + €)7o}

J
Et pour la premiére intégrale de (3.6), qui fait intervenir des dérivées temporelles, on s’occupe de calculer o6&
et 8¢ :

66 = 0 [(1+ &) = (G +&be)n+ (1+ &to)i
66 = 0 [(1+ &) = (&b + &)+ (1+ &)t
Alors on calcule l'intégrande complet de la premiére intégrale de (3.6) :
sése— 0ésE  oin—oéq  (Geber L)+ (1+ E&)im— (ko G — (1 + €&
(1+&)° 1+& 1+ &
On simplifie :

00E — 00E _ .
(1—1—5_5)2 nn—nn

Si bien que l'on peut écrire le premier terme non nul de la variation de Paction (attention aux facteur en j) :
T X T
52 [, 7] = /0 (7m — 77) dt — Z/o (An* + 2Bin + Cip?) dt

26



Dans l'intégrale fonctionnelle donnant le propagateur G(f_T, &o; T), I’élément d’intégration devient :

N-1 N-1
' _ 2 . — _
Dpj(€) = Jim k]:[l d’p(&r) — Jim kl:[l dn d7 := DDAy

Il y a un terme (25 + 1)/7 qui est omit ici et dans ’article, stirement lorsque 'auteur de l'article dit qu’il
"normalise par le propagateur lorsque H = 0". Nous pouvons alors exprimer le propagateur comme :

_ 7(T)=0
G(&n i) =exp (@) [ DyDgexp (8% [y, 1)
n(0)=0
On introduit alors le propagateur réduit Gieq :
7(T)=0 B o B
Gred = / DnDijexp (j6°@ [0, 7))
n(0)=0

Si bien que la propagateur se factorise sous la simple forme suivante :

G(ET? &o; T) = exp ((I)c) G'red

Comme on peut le faire lors des cas plus "classiques" que le moment cinétique, on peut considérer un nouveau
systéme ayant pour variables dynamiques 7 et 77 avec 'action §2®. Nous pouvons alors associer a ce systéme un
lagrangien L :

L = im — nn — iAn? — 2iBin — iCH? (3.8)
Ce nouveau systéme dynamique vérifie aussi les équations de Lagrange, & savoir :
doc _ oc
dton g
doc _ oc
dt0n ~  on

Avec le lagrangien explicite on obtient les équations dynamiques pour 7 et 7, qui sont :

—fj = 7—2iAn— 2iB7
i = —i—2iBn—2iCq

On simplifie alors par une facteur 2, puis on réarrange les termes. On peut alors écrire les équations dite de
Jacobi :

i (An+ Bn)
n = —i(Cn+Bn)

n = nexp (—z‘ /Oths) (3.9)
i = 7 exp (i/Oths) (3.10)
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Posons alors, pour 0 <t <7 :



Alors dans les équations dynamiques :
t t
77 exp <z/ Bds) +iBp = i <A77’ exp <—z/ Bds> + Bn)
0 0
t t
7 exp <—z/ Bds) —iBn —1 <C77' exp <z/ Bds) + B77>
0 0

t

7 = iAn exp <—2i/ Bds>
0
t

7 = —iCi exp <2z/ Bds)
0

_ t
A = Aexp (—21'/ Bds)
0
B t
C = Cexp <2z/ Bds>
0

Si bien que 'on trouve le systéme d’équations dynamiques réduites a :

On simplifie :

On pose alors :

_i;&n/_i_ﬁ/ _
—iC —7f =

On peut encore ’écrire sous une forme opératorielle, en posant et en écrivant la dépendance en temps ¢ :

v (Zi) et K= (4_113?) _igt(t)>

On signal au passage que 'opérateur K ainsi définit est une objet mathématique complexe ayant & la fois
des indices de matrice et des indices continus, nous ferons alors attention lorsque nous écrirons relations sur cet
opérateur. Grace a cet opérateur les équations de Jacobi se réduisent a :

KY' =0 (3.11)

Cette relation est vérifiée lorsque les variables dynémiques 7, 77 vérifient les équations dynamiques. Sinon, on
peut calculer des grandeurs commes :

=~ _ —'K (t) O 77/ EVay ./t A OW; Nt
Y/tKY/ — / / ? e, — _ _ A 2 2
(n 77)( b, _Z.C(t>> (n’ il —ilif i (A + Cif?)

Il se trouve que cette quantité est précisément le lagrangien £ de I’équation (3.9) et pour le vérifier calculons

alors :
t t
7 = 7 exp (—2/ Bds) — iBn' exp <—2/ Bds)
0 0
. . t t
] 7 exp (z/ Bds) + iB7 exp <z/ Bds)
0 0
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Alors un prenant l'expression de L :
. t ¢
L=in+iBiyn —9'7 +iBn'7 —iAexp <—2i/ Bds) n'? — 2iBif'n’ — iCexp (z/ Bds> i?
0 0

Les termes croisés se simplifient et I'on reconnait les termes A et 6, et au final on trouve le résultat prédit :

L= 1;7/77/ _ 7-7/17/ _ Z-;&n& _ iaﬁa _ Y/tf{Y/

_ —i [y Bds 0
_ (" _[e
Y = <7_’> et R = ( 0 il Bds)

Ot R n'est autre qu’une matrice de rotation, de déterminant 1, et de sorte que Y’ = RY. On a ainsi, pour
le lagrangien :

Posons alors :

£ =Y"KY' = Y'R'KRY
Nous pouvons donc écrire le propagateur réduit comme :

7(T)=0 T 7(T)=0 T 1
Gred = / DnDijexp (j / £dt> = / DnDiexp <j / YthKRYdt) T ———
n(0)=0 0 n(0)=0 0 det (ﬁtﬁﬁ)

Ce résultat nous étant connu grace a la démarche de Gelfand et Yaglom. On peut enlever les déterminants de

R et R! qui valent 1. En sachant que le propagateur est normalisé (dans 'article de Kochetov) on a finalement :

-1

@ Ko = K|a—c—0 (3.12)

TN da(Re)

Il nous faut alors calculer ces déterminants.

Pour ce faire posons :
FO) = det (f(gl (f{ - A)) — det (f{o)_l det (f{ - )\)

Nous voyons immédiatement que 4/ f (0) est le propagateur réduit. Nous contournons le probléme pour
mieux le résoudre. Remémorons-nous la propriété suivante, pour un opérateur M diagonalisable et sous reserve
d’existence de In (M) :

In (det (M)) = tr(In (M)) (3.13)

En effet, si M* = diag(mi,--- ,m;,---) est Pexpression de I'opérateur dans une base ou il est diagonal,
comme la trace et le déterminant ne sont pas affectés par un changement de base :

det (M) = exp (In (det (M))) = exp (In (det (M*))) = exp |In H m;j | | =exp Z In (my;)
J J

On reconnait tr(ln (M*)) qui est égale, on I'a dit, & tr(In (M)) si bien que :

det (M) = exp (tr(In (M)))
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On passe au logarithme pour finalement retrouver I'expression (3.14) cherchée. Cela dit, il est évident que :

In(f (\) = In <det (f{o)1> + tr(ln (f{ - A))

Le premier terme ne dépend pas de A, si bien que :

OyIn (f (A)) = —tr<}~<l_)\> (3.14)

Il apparait donc la trace de la fonction de Green (ou résolvante).

Définissons maintenant :
o = _ - ¢ _
(K )\)u = 0, avec._,—<d) , ¢$(0)=0
(0

<I~<—/\)\IJ _— avec:@z(¢>, (1) =0

Alors 'auteur prétend (nous le vérifierons) que le propagateur prend la forme :

L (o) - B0 (MO0 S0 | 0 —0) (6000

t/
w I ) w

¢ ¢
K-\ ¢

¢(t)P(t)  o(t)(t) P()P(t')

Ot w est le wronskien qui a I’expression suivante :

Nous posons :

G (o) := <_O. a> , et f[(t) = k(t) -G (O) = <_Z% (t) _ig (t)>

Bien siir G et H vérifient G! = —G et H' = H. Alors on peut écrire le wronskien sous les formes :

~ ¢
w=Z=G )T = (Gt (1)5) v
On dérive par rapport au temps en utilisant une fois sur deux 'une et 'autre des expressions du wronskien :
~ ~ ¢ ~ ~ t
Buw = 4G (9,) ¥ + (Gt (9,) 5) U ==IG(9,) W — (G () 5) v

On peut ajouter comme un veut des opérateurs K puisque son application sur = et ¥ est de donner 0 :

t

dpw = E (é(at) —f() U4 ((f(_é(at)) :) v

Alors :
s =N e e i
atw——_H(t)‘Il+<H(t)_> U=—-E=H{t)V+=Z"H" (t) U
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On utilise la propriété de H pour écrire :
dw=—E"H @)U +EH ()W =0
Ainsi le wronskien est une constante, alors en tenant compte des conditions aux limites :
w (t) = w (0) = —1h(0)p(0) = w (1) = —1(7)()
Nous avons bien démontré I'indépendance temporelle. De plus nous pouvons écrire :

(8.1) =

1
K-\

ot —t')

ot — 1)

() =) + 2(t) UH(t)

Nous devons vérifier, & défaut de ’avoir montré nous méme, que cet opérateur est bien 'inverse de K- A,
c’est & dire qu’il vérifie :
~ ~ -1 1 0
/ /
(K=2) (K=2) (Lt)= <o 1) 5(t—1)

Nous pouvons décomposer dans l'opérateur non-inersé K en une partie d’opérateur différentiel G (0¢) et une
partie "scalaire" H — A :

(f{ = /\) (I? - )\) ) = (é (&) + H (t) — )\) (R’ - )\) )

On remarque alors que lorsque 'on va développer I'opérateur, a la dérivée de la fonction de Heavyside pres,
on va pouvoir reconstruire les termes (K — A)Z et (K — A)¥ qui sont nuls. Cela dit il est évident qu’il reste :

<I~(—A> (f(—)\) (t,t') =

960 =) (V)W) = () + Gt =) &

w w

G (1) E(@t) v (t')
Alors :
(K- (% - /\)_1 (t,1') = 5(’510”6 (1) ((8) Z4(t) — Z(t) U(t))

En effet, avec les distributions de Dirac on peut formellemenr écrire que t = t'. Mais :

\p(t):t@_g(twt(t)_(as(t)w(t) ¢<t>¢<t>>_<¢<t>w<t> W)Z(t))

- P(B)(t) d(t)P(t) D)U(t) o(t)v(t)

On obtient alors une expression dans laquelle on reconnait le wronskien :

( 0 ¢<t>¢(t>—¢<t)w<t>) _w(o _1)
S(E)(E) = G(E)u(t) 0

(f{ - /\) (f{ - )\) Tty =6t —t) <_01 é) <(1) _01>

Ce calcul élémentaire redonne bien :
(K-2) (K- )\)71 (t,¢) = <(1) (1)) 5(t—t)
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~ -1 ~
Enfin on vérifie que l'opérateur (K — A laisse invariant, comme K — X, l'espace des fonctions & deux

composantes telles que définies en (3.16) et (3.16). Posons alors :

Posons encore :

Veérifions que £2(0) = 0,&(7) =0 :

Alors en utilisant ’expression de la fonction de Heavyside :

Yo(t) = l\I/(t) /Ot () Yo (t') dt' + %E(t) /tT () Y (t) at’

Ainsi :
Y2(0) = - =(0) /O W) YA(F) df = &(0) = 6(0) /0 CW () YL () A = 0
Yo(r) = é\IJ(T) /oT ()Y () dt = &(r) = %E(T) /oT () Y (¢') dt' = 0

L’opérateur en question & bien pour image le méme espace qu’au départ !

La travail consiste maintenant, en nous souvenant de I’équation (3.15), de calculer la trace de l'opérateur
~ —1
(K — )\) . L’opérateur ayant deux types d’indices (discret et continu), la trace prend la forme suivante (en

introduisant un notation spécifique pour la trace discréte tr) :

tr<f< 1— )\> N /oTt'r<f< 1— )\> SRA

Avec la convention 0(0) = 1/2 il vient que :

tr(g ! A) _ 1/07 (1) 6(t) +0(£) B(2)) dt

Pour calculer cette intégrale reconsidérons ’équation suivante :
(f{ - A) = =0 (3.15)

Dérivons-la par rapport a A :
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On peut ajouter un terme du type —aZ= avec a € C et sur lequel agit 'opérateur puisqu’il annule ce terme :
(f{ - A) (HE — aZ) = =

Ainsi en inversant 'opérateur, il vient que :

- -1
hZ=(K-2) E+aZ (3.16)
Considérons cette relation en ¢t = 7 :
1 T
ONE(T) = (1) / =) 2() dt’ + aZ(7)
0

Si 'on écrit la seconde composante de cette équation il vient que :

o\o(T) = %E(T) /OT (b(t) ¢(t') + B() B(t') A’ + ad(r) = ag(r)

Si bien que : B
_Oxo(T)
a=-=
(1)
Considérons maintenant I’équation (3.17) en ¢t =0 :
- o l: i t(\ = (4 / 8>\$(7_):
O\E(0) = wH(O)/O v S + BP0
Considérons la deuxiéme composante de cette équation :
o ]‘ 0 4 / / AN / a I
2500 = 1300 [ () o) +5(0) 3(¢)) a¢ + 22 50)
Si bien que : B B B
I — = _O\p(0)  Onp(T) <¢(0)>
— t) o(t t)p(t))dt = = - = =0\In| ==
5 [ w6+ 50 50) ar = B8 - B o1 (29

Nous aurions tout aussi bien pu dés I’équation (3.16) utiliser ¥ plutét que = et nous aurions trouvé :

I ST g AT 0) (W)
o | wwew +wwsm) a = A - BEE o) <w<o>>

Revenant au calcul du propagateur, en comparant les derniers résultats a ’expression (3.15) nous en déduisons
que :

o (K _s(r,A=0)  $(0,A=0)
f(A_O)_det<f{0> = 507=0) ~ 0 A=0) (3.17)

Souvenons nous maintenant de solution Y qui est solution de I’équation de Jacobi (3.12), nous avons alors,
selon les équations (3.10) et (3.11), ainsi que les équations (3.7) et (3.8)

o 3 [t

n = 1+§_C£C exp (z/o Bds)
P S )
T 1+Ec£cep< Z/oBds
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Considérons maintenant des fonctions u(t) et u(t) qui vérifient aussi les équations de Jacobi, mais qui n’ont
pas de conditions initiales spécifiées, nous aurons pareillement :

ult) = 1(152)& eXp( /oth3>
at) = 1(fgc)gcexp (—z‘ /0th3>

Nous pouvons écrire que la solution ne dépend que des conditions initiales &y et &, :

5e(t) = 3222)55 + 822(:5) 52,
T 0) DE.(t)

o6

5§(t) = 860 650 + ag

Alors les variables u(t) et @(t) deviennent :
_ 1 9:(t) 1 [ 9E(t) -
u(t) = Tz exp ( / Bds) o6 0&o + T i exp (Z/o Bds) o, o0&,

o | OE.(1) 1 N R

Comme u(t) et u(t) sont solutions des équations de Jacobi, indépendament de la variation des conditions
initiales, les quatres termes intervenant le sont aussi. On peut méme vérifier que l'on a (& un facteur constant
sans importance prés) :

#) = 1+§cgcexp( >8§C(T)
o = 1+5c£c exp( )a&;)
v = 1+§c£c eXp( >622(o)

v =g +£c£c eXp( /0 bds ) agcgo)

On a en effet bien ¢(0) = 0 et ¥(7) = 0 puisque les paramétres & et &, étant indépendant on a :
0.(0)  OE(7)

ANLA— -0

857’ 6&)

Reprenant 1'équation (3.18) nous écrivons :

~ dee(7) 9¢:(0)
K 1 . T = 1 . 2 T Zse\)
det[ & +€<0>exp< / Bdt) R L . (_Z. / B dt) T
Ko) 1+I&mP 0 20 1+[80)] 0 e
. 0

3 A 850(7) _ 06(0) _ .
On a bien str e = 08 = 1, alors :

det<§0> mexp( /OT Bdt> <8§:§(T0)>‘1 _ mem <_i/07 Bdt) (ag:?)l
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Ecrivons alors la demi-somme des deux expressions possibles pour le déterminant (son inverse) ci-dessus :

~ —1 _
K _ 114 &(P < T >6§c<0> 11+ &(0) < T )860(7)
<det<f(o>> ~srrieore () B) e+ arremre () Be) e

On factorise ce qui peut l'étre :

~ —1 _
BV L (1m0 | 1 HEOE DY, (. [
(det(fq))) =3 (TR st o v ) e (] 5)

Des équations (3.2) nous tirons que :

06000  (1+1&(0)]?)* 8%,
o0&, 25 D&,
oc.(r)  (L+[&(nP)? 0%,
o6 2j I

Dans ’expression du déterminant nous avons :

~ —1
K _ (4 IEOP) L+ IEP) 8@ ([T
(d(K>> _ A POy (i [ )

Nous en déduisons le propagateur réduit (3.13) :

[T 2 22) 52 1/2
Gred = €Xp (;/0 Bdt> <(1+‘§C(0)‘ ) (L+€e(1)]?) 9°®e )

2.7 350857

Nous arrivons enfin au propagateur de I’approximation semi-classique :

3 [T L+ 60)2) (1L+6()P) 2%, \"
G(fwfo'ﬂ') = exp (<I>C+;/O Bdt) <( +1€c(0)] )2]( + [€e(7)] )520§5T>

Oul'on a:

B — 41] {85[(1 + €)% 0gH] + 9((1 +§€)23£H]}C

Les équations classiques du mouvement (3.3) et (3.4) on peut encore l'écrire :

B= % (355 - 355)

C
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3.3 Une exemple simple

Considérons le cas simple ot H = wJ,, alors :

H(z,z) =

(zlwd.|2)

On se remémore I'équation (2.6) (réécrite pour un vecteur normé) :

1+zz
Ainsi :
J. |2) EL AT
) AL Z < > 14, k
Alors :
A 1
<Z\Jz\z>:ﬁ -
(1+z2) =0
Mais <]al _]|jvk _.7> = 5l—j,k’—j = 5l,k .
27
A 1 2j>
z|J|2) = ———= k— zZz
A9 = e 2 - () 6 =

Z ( )’“\j,k—ﬁ

7) m\/@z%’“ (G k= Uj k= 4)

2j J
k _—
1+ZZ 2]2 < ) <1+zz)2jkzo

2j (%3) (gz)k’

La seconde somme n’est autre qu’un binéme de Newton et malgré les apparences la premiére aussi :

2j . 2j . 2j .
27\ ok (25)! N (2j —1)! 2j
k =2 =2
2 (V) e =2 om0 ) YL G ¢ Z
Soit alors : . -
ij 2 (z2)F = 2jz2 ]Z_ 271 (22)P = 2jzz (1 + 22)% 71
k J » J
k=0 p=0
Ainsi : 0
A jZz
(GAT) = 722 -
Ainsi la fonction hamiltonienne est : s
JwZz
H(z72) = 1+zz
Calculons 0,H (z,z) et 0:H(z,Zz) :
_ 2jwz
azH(Zaz) = (14—22)2
_ 2jwz
GHE2) = iy
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Reprenant les équations classiques du mouvement (3.3) et (3.4) nous avons alors :

zZ = wz
Z = —iwz
Avec les conditions initiales, les solutions classiques du mouvement donnent :
E(t) = &oexp(—iwt)
E(t) = &exp(—iw (T —1t))
Dous déterminons maintenant I’action du chemin classique :
b — ] /T gc(t)fc(t) - éc(t)EC(t)
e = a
0 1+ gc(t)gc(t)

e [ iy i (LEEECN0 1 60)

Soit :

LT EmE) [T (2 ((1+E8m) (1 +E0)%)
@C—szw/o —— 2t Z/o < jw>dt+jln< )

1+ gc(t)gc(t) 1+ gc(t)gc(t) (1 + 5050) (1 + 5_7—57-)

Deux intégrales se simplifient et en remplacant les variables dynamiques par leurs solutions :

T (T4 &&re™™T) (14 Eoére™™T)
ve=io [ dt+im ( (11 Gofo) (11 6:67)

Soit donc : - B B
. = ijor +2jIn (1 + &o&re ™) — jln (1 + o) — jIn (1+ &)
On peut alors calculer la dérivée mixte en les conditions initiales (le premier terme et les deux derniers
n’interviennent pas) : ‘
82(13’@ - 2j€—zw7'
0600E (1 + Enfye—ivr)?

De plus comme :

B (0 0) = 5 (6 o) =7 (e 4 049), =

C

Si bien que finalement nous trouvons pour I’expression du propagateur :

_ ; T 1 . 0 2 1 . 2 - GwT 1/2
66 i) = exp (e 5 [t << O O+ I <T>|>(1+2;e€ ))

Que 'on peut simplifier en :

B 2 2
G (6 60i7) = VI + |1§CJ(F02(|)5T21_;:TI£C( )| )exp@c)

Mais |£:(0)|? et [£.(7)|* sont des notations fourbes pour £.(0)£:(0) = &o&re ™7 et &o(T)Ee(T) = &&re™ T, alors :
G(gn §o; T) = exp ((I)c)

Il s’avére que cette expression est en réalité exacte (pour ce hamiltonien particulier), comme le dit Kochetov
dans son article (la justification étant cependant abrupte!).
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3.4 Quantification de I’énergie

Pareillement a la condition de Bohr-Sommerfeld nous pouvons écrire, pour un état stationnaire dont la
fonction d’onde est monovaluée sur la sphére de Riemman, que le terme "cinétique" de I'action ®. vérifie :

T zZ(t)z(t) — 2(t)z(¢
—z’j/ ()2 )_ 212 )dt =2n+v/2)w
0 1+ 2(t)z(t)
Oun=0,1,---,j v est le nombre de singularités de propagateur réduit, dans le cas du champ magnétique

constant Greq = 1 soit v = 0. Alors :

I OECETOEO
]/0 T2 =2

Mais I’équation (3.3), qui vérifie pour un état stationnaire H(z, z) = FE, permet d’écrire que :
22z E+jw

1+ 22z w

Les équations dynamiques permettent aussi de réécrire le terme cinétique :

Z(t)z(t) — 2(t)z(¢) _ 2iwz(t)z(t)
1+ z(t)z(t) 1+ z(t)z(t)

Pour un état stationnaire on doit avoir 7 = 27 /w, si bien que :

7 2wE(t)2(t) . T 2n(BE4jw) o
), Tt (F ) ) = T

Si bien que finalement :
E=(n-jw
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Chapitre 4

Annexe, Mesure sur la sphére de Riemann

Il s’agit ici de déterminer la déformation surfacique lors du passage du plan complexe a la sphére de Riemann.
On connait la procédure de la projection stéréographique pour passer de 'un a l'autre : on considére une sphére
de rayon 1 de centre le centre du plan complexe, on assimile alors du point de vue vectoriel C a R?, et la
troiséme direction permet de construire une espace tridimensionnel dans lequel la sphére existe. Nous avons,
d'une certaine maniére on a C x R = R3 et le tout munit d’une métrique euclidienne. On fait 1’association
suivante :

CxR — R?
(z,a) — R(2)uy + I(2)uy + au,

La sphére de Riemann S posséde un pdle nord, que 1’on note logiquement N, et dont les coordonnées vérifient,
si O est considéré comme l'origine :

ON = u,

Un point z du seul point complexe, repéré par un point M vérifie simplement :
OM = zu, + yu,
Ou l'on a posé z = RN(z) et y = I(2).

La projection stéréographique consiste a considérer une correspondance bijective entre un point de la sphére
et un point du plan complexe. Pour ce faire, on considére la droite (D) passant entre le pole nord N et le point
M. Cette droite coupe la sphére une unique fois (autre qu’en le pole nord!) et c’est ce point, nommé P, qui fait
la correspondance voulue. La droite (D) est simplement I’ensemble des points suivants :

(D) := {A € R*|OA (t) = tNM + ON, t € R}

On vérifie que OA (0) = ON et OA (1) = OM. Nous décomposons alors le vecteur OA (t) sur les vecteurs
ON et OM, qui sont orthogonaux entre eux :

OA (t) = (1 —t)ON + tOM
Nous cherchons maintenant le paramétre tp du point P. Ce dernier étant sur le cercle il vérifie :

OA?(tp) =1
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Nous obtenons alors 'équation que vérifie tp (et tx = 0 aussi!) :
(1= )%+ 2 + ) = 1
On résout cette équation, en supprimant la solution nulle qui, on ’a déja dit, correspond au pdle nord :

2

tp=-—
P 1+ 22 + 92

Comme nous avons ’équation de la droite, nous pouvons en déduire les coordonnées du point P :
OA (tp) = 0P = (1 - tp)ON + tpOM

Nous écrivons ce vecteur en coordonnées cartésiennes :

T 1 2x 1 2x
Ytp—1) 1T T 122 o) ITFTFY 20

L’aire balayée par le point P sur la sphére de Riemann lorsque le point M a des coordonnées passant de
(z,y) & (z + dx,y + dy) se calcule de la maniére suivante. Lorsque le point M varie, le point P varie aussi, de la
maniére suivante :

GOde N 00P
Ox oy

Les deux vecteurs dérivées ne sont rien d’autre que des vecteurs qui montrent comment 1’aire est balayée. Ils
forment un parallélogramme, dont I’aire est celle que nous cherchons. Nous savons que 'aire d’un parallélogramme
sous-tendu par deux vecteurs est la norme de leur produit vectoriel, alors 1’élément de surface élémentaire sur
la sphére est :

OP(z +dz,y + dy) = OP(z,y) + dy

o0P 00P
dzs = A ——— || dzd
5% ‘ ox oy H vy
Or aprés un calcul facile, mais inutilement fastidieux :
2 _ .2 _
JOP 2 Ity —a JOP 2 22y
— 5 —2zy , — s | 1+27—y
9 (+a?+y?) 2 dy (a2’ +y?) 2
Nous calculons le produit vectoriel :
2_ .2 _
JOP  JOP 4 Ity —z 2y
A — 5 o —2zy AN14+ze—y
Ox 8y (1 +xct+y ) 27 2y
On effectue le calcul :
_ 2,2
JOP  JOP 4 2e(l+ 2 +y)
N e 5 —2y(1 +2° +y°)
‘] Yy (1+ 22+ y?) 1— (22 — y2)? — da%y?
Des simplifications s’opérent :
_ 2,2
9OP 9OP 4 2e(l+a +y)
N —— —2y(1+2*+y%)

H -
Ox dy (1+22+y2)! 1— (22 +y2)?
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Alors, revenant & ’aire élémentaire sur la sphére de Riemann :

4
d%s = X VA2 +y2)(1+ 22 + 922 + (1 — (22 + y2)?)2dady

(1 + 22 + y2

Il est commode de réintroduire |z|? = 22 + y? :

4
dfs = ———— VA]ZP(1+ [2[2)2 + (1= [2)2(1 + |2[?)2dzdy
(1 +[2]?)
Si bien que :
4
d&s = ———— V@212 + (1 - [z)2)(1 + |2[?)2dzdy
NCEIERE

On vérifie vite que 4|z]? + (1 — |2|*)? = (1 + |2|*)?, nous trouvons alors finalement le résultat suivant :

4
dis = ——_dady
Nk

Nous voyons maintenant que lorsque dans la formule (2.7) nous avions assez arbitrairement ajouté le terme

en (1 + |z|2) _2, nous ne faisions pas complétement n’importe quoi! C’est le bon terme sur la sphére de Riemann.

41



