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Chapitre 1

Introduction

1.1 Discrétisation du temps

On étudie le mouvement d’une particule dont la position au temps initial ¢ est ¢ et la position au temps final
t' est ¢’. On considére Popérateur d’évolution e~ **' =9 dans lequel le hamiltonien H ne dépend pas du temps.
Nous posons dans cette section i = 1 par commodité. La valeur moyenne de cet opérateur d’évolution pris entre
D'état initial |, ¢ > et Iétat final |¢/, ¢’ > est < ¢/, #'|e” "' ~DH |q ¢ > et sera noté de facon abrégée < ¢/, t'|q,t >.
La premiére étape dans le calcul du propagateur < ¢',t'|¢,t > consiste & de discrétiser le temps en n + 1
intervalles élémentaires. On définit les instants ¢; pour j = 0,1,...n + 1 tels que
t=ty <t <ty <...<tp, <tpp1=t.

On applique alors la relation de fermeture sur tous les états |g;,¢; > ce qui donne
< qlvt/|Qat > = / dgn ... dg1 < q,7t/|€7i(tl7t")H|Qnatn > X < {n, tn|eii(tn7tn_l)H|Qn—17tn—l > (1-1-1)

XX < quyty e TOH g s (1.1.2)

ou simplement, avec la notation abrégée

< ¢, t|q,t >= /dqn... dg1 < ¢, tgn,tn > X < Guitnlgn_1,tn—1 > x...x < q1,t1|g,t > . (1.1.3)

1.2 Démarche de Faddeev

1.2.1 Forme du hamiltonien

Supposons que le hamiltonien est un polynome en (]5, Q)7 dans lequel tous les P sont a gauche et tous les Q
sont & droite. On remarque au passage que H n’est plus hermitien.

H(P,Q):=)_ P'Q" (1.2.1)
n,m
Déterminons l'amplitude pour passer d’une position ¢ a une position q < ¢ |P”Qm|q > et insérons la
relation de fermeture sur 'impulsion, entre P et ()

< d|P"QMq >= / < q|P"|p >< p|Q™|g > dp

On sait que :
1 .
<qlp >= —=e"? (1.2.2)

V2T
d’ou

A A 1 . /
< q/|Pan|q >— / 27Tell)(q—q )p"qm dp (1.2.3)

Dans 'expression p et ¢ sont maintenant de simples variables. En appliquant le principe correspon-
dance, c’est & dire en cherchant la limite semi-classique de cette expression, nous ne retrouvons pas le résultat
suivant : un facteur % lorsqu’une particule est plongée dans un champs. Ceci implique donc que la forme du
hamiltonien choisi n’est pas correcte, puisqu’elle n’utilise pas la relation de commutation entre P et Q, il nous
faut donc symétriser 'expression . Pour une discussion sur la symétrisation, nous vous recommandons
Pouvrage de M.Messiah. ([§],page 59). Pour approche formelle un article de J.E Moyal (ref. [12]) publié en 1949,
encore utilisé en théorie des nombres, géométrie non-commutative, ...



1.2.2 Ordre de Weyl

On appelle [Q™, P"],, le commutateur de Weyl, il est a noté que ce dernier est hermitien. Nous nous res-
treindrons au second ordre (r = 2) puisque P ne dépasse jamais le second degré, en effet dans le cas contraire
la causalité ne serait plus respectée. Lee définie les deux relations suivantes [11] :

[Q", Pl := %H(Q”P +Q"'PQ+ ...+ PQ") (1.2.4)
@ Pl = T o re'rer (1.25)
Rappelons la relation de commutation entre P et Q :
[P,Q] = —i (1.2.6)
De plus, il est facile de vérifier que :
PQ' = Q'P —ilQ"! (1.2.7)

Ordre 1 en P
Montrons que ([1.2.4]) peut aussi s’écrire sous la forme suivante :

F(@"), Plu = 5(FQ)P + PAQ") (1:28)
En utilisant la relation 7 on fait passer les P sur la droite dans
Q" Pl =Q"P—izQ"!
En procédant de la méme fagon, on vérifie que

[f(Qn), P}w = Q”P _ Z’ﬁanl

2
Au final,
Q" Py = /(@) Pl =Q"P —igQ"™
Ordre 2 en P
Vérifions le coefficient de normalisation de
B " n_l_ " B > nn+1) (n+1)(n+2)

m4+Il<n

Montrons que (|1.2.5) peut aussi s’écrire sous la forme suivante (avec r = 2) :
1
n T _ L yn—1 prnl
Q" P = o zl:CnQ PrQ (1.2.9)

En utilisant la relation (1.2.7), on fait passer les P sur la droite dans (1.2.5]), aprés trois échanges on obtient :

2 . _ _
[Q", P?)., = CECED) Z(QH’”P —i(l+2m)Q" ™ —m(l +m — 1)Q'T™ ) (1.2.10)
l,m
On arrive au résultat suivant :
[Q", P, = Q"P? —inQ"'P — in(n —1)Q" 2 (1.2.11)

Retrouvons (1.2.11]) en partant cette fois ci de la relation (|1.2.9). En utilisant (1.2.7), on fait passer les P sur la
droite dans ([1.2.9)), Développons dans un premier temps le terme pP2Q!

P*Q' = P(Q'P—ilQ"") = Q*P* - 2iQ" ' P+ 1(1 - 1)Q'

d’ot1, en multipliant par 5+ >, CY,

Q", P%, = 2% > oL@ P —2iQ" P —1(1- 1)Q"?)
l



Il nous faut maintenant calculer explicitement les sommes suivantes :

B n! B nn-1)
;chl = ;lll(n i ; I

n(n—1)(n —2)! _
zl:l(ll)cizl:((z—z)!)(iz—z)!)”(”mn 2

Ot Pon a utilisé le résultat bien connu : Y-, Ct = 2n

Retour au calcul de < ¢'|H(P,Q)|q > :

Utilisons (|1.2.9)), insérons la relation de fermeture sur p, et appliquons (|1.2.2)

< {[Q", P"wlg >

ZCZ/ <q[Q"'Ip >< plP"Q'|q >

l P m—i / rol
nzl:Cn/%q <dlp><plg>p'q

1
=5 dpe?( E Clgnlg
1 (!
=5 / dpe™? —‘DpT(L ;q)" (1.2.12)

On constate que 'intégrale de chemin permet de changer le statut d’opérateur a celui de variable. En effet les
relations de commutation entre opérateurs seront alors exprimées sous forme d’une combinaison algébrique ap-
propriée des variables (associées aux opérateurs) et déterminée lors de la discrétisation. Cette non-commutativité
des opérateurs est liée au caractére fini et non nul de .

On peut schématiser de la fagon suivante ce processus :

H(P,Q)  Discretisation  H(p, (~—))

Nous montrerons dans la section (page[7) que ce choix de variables est primordial pour retrouver un certain
nombre de résultats solides comme le principe de correspondance pour une particule dans un champ, ou méme
plus fondamentalement pour retrouver (ou vérifier) I’équation de Schrodinger. Finalement on est conduit a pen-
ser que tout hamiltonien doit s’écrire sous forme d’un commutateur de Weyl.

Reprenons le calcul d’une brique élémentaire dans I'expression de amplitude < ¢'|e™* (t"t)|q > et définis-
sons la notation suivante : < ¢/, t'|q,t >:=< ¢'|e” ieH(P,Q) lg >

t'—t
n

T _
On rappelle que ¢ := - =

n—2 représente le nombre de segments élémentaires joignant g & ¢’. On peut donc choisir arbitrairement grand
ce nombre, ce qui implique que € est un arbitrairement petit et justifie donc un développement de I’exponentielle
au premier ordre.

< tgt >i=<qle AP s=< ¢/ ¥|] - ieH(P,Q) + o(c?)|q, t >

Nous venons de montrer, en utilisant le commutateur de Weyl, que la relation de commutation (1.2.6) et le
processus de discrétisation impliquent d’utiliser le jeux de variables (p, (q+q ).

+4q
T) +o(e?))

o PPN dp .., !
<l = =B (PQ) + ofeg.t 5= [ 01— et (p, (*
™
Nous sommes tenter d’exprimer la quantité (1 —ieH (p, (%‘1/)) sous forme exponentielle, ce qui ne pose pas
de probléme du point de vue de la commutation, puisque (p, g, ¢’) sont des variables. En revanche il nous faut
estimer ’erreur commise en €.



% représente le nombre de répétitions de 'erreur

— €2 représente la taille de I'erreur

Au final

ieH(P )|q >— lim @eip(qlfq)fisH(Pv(qéq/)) (1.2.13)

<q gt >=<d|e” o

Comme nous le montrerons dans la section (page[7) il est indispensable de prendre la position moyenne
dans I’hamiltonien exprimé avec les variables p et q.

1.3 Formule de Feynman et apparition du lagrangien

L’intérét de cette approche réside dans la reformulation de la mécanique quantique au moyen de variables et
non d’opérateurs. Cette approche, développée par R. P. Feynman (1918 — 1988) dans les années quarante, a pour
particularité de faire intervenir le lagrangien et I’action associés au mouvement étudié a la place du hamiltonien
dans le propagateur, dans les cas ou le hamiltonien se decompose en une somme de n + 1 termes dépendant

soit d’une impulsion p;, dans le terme d’énergie cinétique 2—” soit de la valeur moyenne de la position g;, dans
un potentiel V(g;). Cependant, les propriétés de non commutation des opérateurs en mécanique quantique ne
disparaitront pas mais se retrouvent masquées par la discrétisation du temps.

En considérant un intervalle ¢’ —¢ discrétisé en intervalles égaux infiniment petits &, on note que le propagateur

| =

1 RS Gir1— g 4+ g
<q’,t/|q,t>zw/dq1...dqndpo...dpn exp 3 E( L A —H(pj,']2]+
Jj=

(1.3.1)

%, et la variation prise dans cet

fait intervenir la valeur moyenne entre deux positions g; et ¢;41 notée g; =

intervalle ¢, notée ¢; = w, analogue & une dérivée pour un temps que l'on considére continu. Nous notons

ainsi

1 - _
<q gt >= (27Th)"+1/ dg; ... dgndpg ... dp, exp W Ze pig; — H (pj,q;)) | - (1.3.2)
7=0

| =

A ce stade, nous considérons un hamiltonien ne faisant pas intervenir de produit entre les positions moyennes

et les impulsions.
2

p
H(p;,G) = == + V(). 1.3.3

(pj: @) om + V(aj) ( )
On calcule alors le terme présent dans I’exponentielle du propagateur, qui fait apparaitre le lagrangien L(qj, d5),

2

R R R B . .
pily = 5o = V(@) = =5 —(p; = md;)* + 5mé; = V(@) = =5 —(p —md;)* + L(@;, d;)- (1.3.4)

D’habitude, on identifie 'impulsion p & mg, ce qui simplifie I'’expression ci-dessus, permettant d’écrire L = p¢—H ,
mais en faisant cela maintenant, on ne tiendrait pas compte de I'impulsion dans l'intégrale gaussienne présente
dans le propagateur. Nous avons

SR

1 - (pj —mg;)* 1 _
<q gt >= W/ dqi ... dgndpo. .. dp, exp € (—JQmJ + §mq]2 -V(g) )|, (1.35)
=0

dont on sépare les variables d’impulsion et de position,

1 (_%‘E(P;mq)?) e
< ql,tl|q7t > = W / dp exp ) " (136)

/dq1 . dg,, exp ;Ze< mg? — V(qj)> ; (1.3.7)



qui s’écrit, en calculant 'intégrale sur p et en ayant € — 0 (limite continue),

n+1 ,
1 2mwhm i [ 1 . .
<q,t)q,t>= Grhy ( P > / dgy ... dg, exp (h/t dr (2mq2 — V(q))) . (1.3.8)

On fait ainsi apparaitre ’action S, fonctionnelle de la position ¢ au temps 7,

/tt/ dr <;mq'2 - V(q)> = /tt, drL(g, 4) = Sla(7)], (13.9)

ce qui donne finalement la formule de Feynman,

< Vgt >= (V32=)"" [ldglexp (ES[g(n)]) |, (1.3.10)

ou [dq(T)] est associé a la sommation sur l'ensemble des positions g, respectivement associées aux instants 7
entre ¢ et ¢/, et formant un chemin. Puisque nous sommons sur tous ces instants 7 nous parlons d’intégrale de
chemin.

Cette expression du propagateur dans le cas simple du hamiltonien fait apparaitre I’action S, les chemins
q(7) et la constante A, trés petite, dans 'exponentielle. La nature de cette action sera précisée plus tard, ainsi
que son lien avec la mécanique classique.

Remarque : le facteur présent a cause de la normalisation contient le produit du nombre imaginaire i par
I'intervalle de temps infiniment petit €, qui peut se lire comme un temps imaginaire,

— temps imaginaire
Vie ————— y/e.

Nous ne développerons pas cette interprétation.




Chapitre 2

Premiéres applications

2.1 Potentiels vecteurs et équation de Schrodinger

Si l'intégrale de chemin est équivalente & la formulation habituelle de la mécanique quantique, nous devons
retrouver 1’équation de Schrédinger. Nous nous plagons pour cela dans le cas d’une particule en présence d’un
champ électromagnétique, auquel sont associés les potentiels scalaire et vecteur respectivement notés V et A.
Au temps initial, pris en 0, la particule est positionnée en y, et au temps t la particule est positionnée en .
Le propagateur s’écrit alors

x,t .
G(z,t;y,0) x / da(r)er S (2.1.1)
y,0

ou l'action S s’exprime en fonction du lagrangien,

Sla(r)] = [y drL(w, &) (2.1.2)
Pour une particule de charge e placée dans un champ électromagnétique, le lagrangien vaut
]. .2 e =
L= 5mi + -7 A—V(x). (2.1.3)
c

Il faut alors considérer ’expression du propagateur a trois dimensions, en prenant la valeur du potentiel scalaire
en g; et celle du potentiel vecteur en T;. En effet, ce choix s’avérera nécessaire pour retrouver 1’équation de

Schrédinger, en particulier lorsque nous développerons le terme issus du potentiel A. On a alors

3(n+1)

iy (1 (17PN e e TiH1TT5 e
(& 6:9.0) = (5-) /d%l...d%neﬁ&-“(?m( ) Ve S A ) (2.1.4)

La position initiale est donnée par la fonction d’onde (¥, t). En appliquant le propagateur pour un temps
infiniment petit €, nous obtenons la fonction d’onde

V@ t+e) = (22777:715) 5 / aiy e (In () v+ Ay 5 . (2.1.5)

Il est commode d’introduire le changement de variables 5 = i/ — T correspondant au terme quadratique présent
dans I'exponentielle de la fonction d’onde et ne changeant pas 1’élément différentiel d3¢ = d3y. La fonction
d’onde s’écrit alors

A

3 mé2 ie S A —def Az £ -
V(@ t+e) = (21':7:715)2 / 43¢ e~ 5 o~ V(D R EA( +2)¢(f+£,t)' (2.1.6)

On remarque ’apparition d’un facteur % dans le terme A (f + g), provenant du choix de la position moyenne

pour paramétrer ce potentiel, qui jouera un role important dans la suite, pour faire le lien avec ’équation de
Schrodinger.

L’intervalle de temps considéré étant trés petit, on réalise un développement de chaque terme au premier ordre
en €. Les intégrales a calculer seront de la forme fjocf dz f (a:)e*%m2 avec f(z) un polynome. On rappelle

—+o00 —+o0
a a 1
/ dre2o® =, /T2 et / dz 2227 = 55, =y (2.1.7)
oo a oo al a



L’intégrale donne zéro (par parité) pour les puissances impaires de z. On note que dans chacune des deux
expressions ci—dessus la racine carrée se simplifiera avec le facteur de normalisation. La seconde expression,
lorsque f(z) = 2%, est donc proportionnelle & & lordre du développement. On considére aussi que sur un
intervalle de temps aussi court, le déplacement |§ | est lui aussi petit devant la norme de Z.

La fonction d’onde finale donne

0
Y(E T+ ) = (1) + e (2.1.8)
Le potentiel scalaire donne
V(E+E) = V(@) +E-VV(@) = V(E) + &V, V (D), (2.1.9)
ce qui se simplifie dans I’exponentielle
e~ FVEHE) — o~ HV@HETV@E) o p %V( ) — %gnvnV(f), (2.1.10)

en utilisant la convention d’Einstein pour les sommations. On remarque que le dernier terme est proportionnel
au produit des composantes de E par epsilon. Pour cette raison, il sera inutile par la suite car il donnera un
terme du second ordre en € ou bien un terme en puissance impaire de £.

Le potentiel vecteur donne

A <f+ g) = A7) + %5 VAT = A(Z) + %Envnﬁ'(f) (2.1.11)

ce qui se développe aussi dans I’exponentielle, au second ordre en & pour faire apparaitre deux termes en &2,
donc proportionnellement & €,

o HEEA(THE) g (0 An (D B Vo A (D)) (2.1.12)
ie . ie . 62 i —
B %ann(x) o %fnfmvan(x) o WgnAn(x)fmAm(z)' (2.1.13)

La fonction d’onde initiale donne

- 1 0?%(Z,t)
7+ &, t) = (&, 1) + Ea Vb (T, 0) + S€nbm s 2.1.14

VE+E1) = VT + EaTub(E,8) + 5Enbn g (21.14)

en la développant au second ordre en £.

Le produit des termes issus des développements des deux potentiels et de la fonction d’onde initiale donne

be 37/’ (zi;”hg)g/ S¢ e~ 55 (2.1.15)

1 321/) e e2 ic
<¢ + (2 91,07, — %Aand) h vand) 2.2 Ap m'l/)) Eném — hV@/}) (2116)

en ne gardant que les termes en puissance de £ paires et du premier ordre en €.
De plus, on remarque que si n # m, 'intégrale sera nulle. On a donc

81/} mo\E e mé?
w+8 w_i Vi + <2i7rh5) Z/d?’ge_m (.L17)
10%) e o ie 0A, e?
- —A, —— A2 ) €2. 2.1.1
X (2 0r2  hc "0z, 2hc Oz, h2c? "w> &n ( 2
Il faut alors calculer trois intégrales donnant toutes
1 3
/ d3z x%e“”Q / dzy dwg dag zie —a(eitaitel) = % (E) °. (2.1.19)
a

Ce résultat ne dépend pas de la coordonnée z; et peut donc étre factorisé dans l’expression (2.1.18)), ce qui
donne

8¢ i€ 1 e - o - o €2 zsh
o - RVt <2M’ A V= g (VA= “f’> (2:1.20)
On simplifie par € et on multiplie par A,
8 h? ihe = i h
(;f = - Ay + Z(v Ay + QA Vi + —A% + Ve (2.1.21)



Il faut désormais identifier cette expression a l’équation de Schrédinger pour une particule dans un champ
électromagnétique, qui s’écrit

2m

N\ 2
ih% = L (ﬁ— gA) b+ VY. (2.1.22)

En développement le terme
L e N2 e, - = e2 . the = = A e\? o
(- 24) =y - SA+ APy + = A = Py + (V- Dy +24- V) + (5) A% (21.28)

on retrouve bien ’équation (2.1.22)) car p'= ihV. Ainsi, on vérifie bien I’équivalence entre la formulation habituelle
de la mécanique quantique, utilisant des opérateurs et ’équation de Schrédinger, et la formulation lagrangienne
de l'intégrale de chemin utilisant des variables.

2.2 Le mouvement brownien

Considérons une particule se déplacant sur un axe. La longueur d’un déplacement est notée A. La probabilité
de se déplacer d’un pas sur la gauche (resp. droite) est donnée par g (resp. p).
Intéressons nous a la position de la particule aprés un temps t = Ne ol € représente le temps élémentaire pour
effectuer un saut, et N le nombre de pas. Soit v (resp. u) le nombre de sauts effectués a gauche (resp. droite).

Cherchons W (j, N) la probabilité pour que la particule se situe a la position jA.

On déduit de I’énoncé ci-dessus que :

N =u+v (2.2.1)
j =p—v (2.2.2)
p= 3(N-j) (2.2.3)
v= 1(N+j) (2.2.4)

D’un point de vue combinatoire, la probabilité pour que la particule se situe a la position jA est donnée par
la loi binomiale. En effet, il nous faut d’abord :

— choisir p pas & droite parmi N pas, sachant que les pas sont indiscernables : C’;

— placer ces p pas, ce qui revient & multiplier p fois la probabilité de faire un pas a droite ¢ : ¢

— et enfin placer les pas restants c’est a dire multiplier v fois la probabilité de faire un pas & gauche p : p”

Les pas étant décorélés entre eux la probabilité pour que la particule se situe & la position jA s’écrit comme

le produit de ces trois termes :
W(j,N) = Crhg"p” (2.2.5)

Utilisons approximation de Stirling (que 'on peut justifier via la fonction T' et la méthode du col) :

n! ~V2mn (E) (2.2.6)
e
Réécrivons (2.2.6) pour des raisons calculatoires :
1 1
n! ~exp | nlogn —n + §logn+ 510g27r (2.2.7)

Evaluons la quantité log W (j, N) dont les variations sont amorties :

1 1
logW(j,N) = NlongN+§logN+§log27r
N+j  (N+j\ 1, (N+j\ 1
- 1 ~Clog (B )~ Zlog2
2 Og( 2 ) 2 Og( 2 g 84T

N—j [N—j\ 1, [N—j\ 1
- 1 ~ g (L)~ S 1og2
2 Og( 2 ) 2°g< 2 ) g 84T

+ plogp + vlogg



Apreés quelques simplifications élémentaires,

1 1
logW(j,N)=  NlogN + 3 log N — 3 log 27 (2.2.8)
N+ . 1 .
- J log (N +j) — 3 log (N + j) (2.2.9)
1
- log( —J) - flog( —7) (2.2.10)
Mlogp+ylogq+Nlog2—|—log2 (2.2.11)

Aprés un grand nombre de pas, on peut supposer que j < N d’aprés (|2 et (| - Occupons nous du premier

terme de et du premier terme de (2.2.10)).

N+ N—j N j*? j?
5 log (N +j) — 5 log(ij)fleongﬁwLo Nz (2.2.12)

Toujours dans ’approximation des temps longs, 7 < N, occupons nous du second terme de (2.2.9)) et du second

terme de ([2.2.10)).

1 ) 1 ] j2 j2
210g(N+])210g(Nj)—1ogN+2NQ+0<N2 (2.2.13)
Réécrivons les 2 premiers termes de (2.2.11]) en utilisant (2.2.3] - ) et (2.2.4)). Pour cela introduisons une nouvelle

quantité « telle que ;== N(p—q). Cet indlce permet de quantifier la non equ1probab1hte de la marche aléatoire
1D.

Si il n’y pas équiprobabilité, la particule peut partir & I'infini & gauche ou a droite, scénario que nous écartons
donc p et g sont proches, et a — 0, ce qui est d’autant plus vrai pour 5. On peut exprimer p et ¢ en fonction

de «, en utilisant le fait que les probabilités sont complétes (p 4+ ¢ = 1).

(1+a) (2.2.14)
(1-a) (2.2.15)

p =
q =

IS NI

Les 2 premiers termes de (2.2.11]) deviennent en utilisant les relations ci-dessus :

e} o? a?
,ulogp—l—ulogq—]ﬁ—ﬁ—k <N2) (2.2.16)

Au final, en rassemblant (2.2.12)), (2.2.13)), (2.2.16]) dans I'expression de log W (j, N) :

. a? 52 ja 1 1
logW(j,N) = “5N? T 3N? +W+10g2— §logN— §log2ﬂ'

On en déduit 'expression de la probabilité pour que la particule se situe a la position jA :

2
W(j, N) = /e o (2.2.17)

Il ne faut pas oublier que dans (2.2.17)) j € Z c’est a dire que cette description est discréte. Notre but est de
passer & une description continue, posons z := jA, (ou lon rappelle que A représente la longueur du pas), et
exprimons la densité de probabilité de trouver la particule par unité de longueur et de temps p(z,t).

W(j,N) € 1 ¢ 9
t = = —_ .
p(x,t) % \ 5iaz &P (-5, Az (@ —al)Y)

Ou lon a divisé W (j, N) par 2A pour des questions de normalisation. Pour justifier approximation continue,
il faut pour z et t finis que A - 0, ¢ = 0, N — oc.

On suppose que x> tend vers une limite finie. Et posons <7 := 2D, avec D coefficient de diffusion.

On rappelle que «A = N(p — q) = ﬁA(p —q) et (p—¢q) — 0 et on impose que %(p — q) posséde une limite
finie. Nous verrons plus loin qu’il s’agit de la célérité. Posons d’ores et déja ¢ := %(p —q).

Remarque : ¢ = 2DA donc ¢ = ﬁ(p— q) or A = 0, et (p—¢q) — 0, nous avons ici une forme indéterminée

ce qui implique qu’il faut choisir D judicieusement.
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Dans ces conditions, et avec les nouvelles notations :

1 —ct)?
pla,t) = /5 exp (5 (2.2.18)
On peut vérifier que ([2.2.18) est solution d’une équation de diffusion du type
Oip(z,t) = DI2p(x,t) — cOpp(w,t) (2.2.19)

On remarque que cette équation de diffusion n’est pas réversible, puisqu’il s’agit d’une équation parabolique.
Il est intéressant de noter que ’on peut retrouver I’équation (2.2.19)) & partir d’une somme de variables aléatoires.

Le mathématicien américain, Norbert Wiener (1894 — 1964) s’intéressa & la somme sur les chemins de la densité
p(x,t) pour décrire le mouvement brownien.

Siz=0at=0 alors Prob(particule € [a,b]) = fab plx,t) dx.

Si 'on subdivise le temps en IV petits intervalles, comme nous l’avons fait pour l'intégrale de chemin

b] b2
Prob(]al,bl[,tl;]al,bl[,tl;...;]aN,bN[,tN) = / dxl/ dxg
al a

bn
/ denp(zr,t1)p(xe — 1, ta —t1) ... p(an — ZN—1,tN —IN—1)
anN
(2.2.20)

L’expression représente I'indépendance des déplacements, il n’y a pas de corrélations. Nous avons a faire
& un processus sans mémoire, donc un processus de Markov. On peut interpréter comme une probabilité
conditionnelle.

L’intégrale de Wiener consiste donc a choisir un temps ¢; et intégrer sur toutes les positions possibles de
la particule, et recommencer sur tout 'intervalle de temps. Ceci est symbolisé par le schéma ci-dessous issu de
Techniques And Applications of the Path Integration de L.S Schulman [I]. Comment définir une mesure dans

Posgi tian

La,

I

|

I

|

|

|

|
L I 4

|

Ly
g

ay

T
|
I
|
I
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|

-
|
I
|
!
|
|
1
I
I
L

Tirne

Fig. 8.1 A trajectory satisfying the conditions <(0)=0, a,<x(t)<b;, i=1,...N-1,
x(t)=x.

Pespace des fonctions continues telles que z(0) = 0 en dimension infinie ? On effectue un produit cartésien finie
(sur le temps) et aucune contrainte sur l’espace (donc dimension infinie), on parle de mesure cylindrique sur
I’espace des chemins. On intégre le potentiel en considérant le terme cinétique comme une mesure sur 1’espace
produit cartésien des fonctions. Un des théorémes de la théorie de la mesure annonce que tous les chemins déri-
vables, sont de mesure nulle. Ce qui est intuitif si ’on pense a la trajectoire de la particule sous forme discrétisée.

Posons

1 z)?
Ey = p(z,t) = oD &P (—igt) (2.2.21)
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On développe 'exponentielle en série. (comme pour un traitement perturbatif)

W (1) = Eyy exp (— /O Ule(n)] dr) - i (jll)j . [ /0 Ule(n)] dT)r (2.2.22)

J=0

et I’on pose par construction

i DIW;(x,t) avec Wj(z,t) = %Em [/Ot Ulx (7)) dT):|j (2.2.23)

Jj=0

Explicitons les expressions pour différentes valeurs de j

Pour j =0
Wo(z,t) = Epe = p(a,t) (2.2.24)
Pour j =1
Wi(z,t) = Em/0 Ulz(7)] dr (2.2.25)
= /t EztU[$(7-)] dr (2226)
0
= /o /_00 dép(z — &t — 1)U (z)p(&, 7) dT (2.2.27)

On remarque qu’il s’agit de 'expression d’une probabilité conditionnelle.

Avant de passer au point j = 2, il nous faut le lemme suivant, dont I'intérét est d’ordonner les intégrations :
t

IRE
0

Démonstration algébrique du lemme

N

:N!/O dry /O dTQ.../OT"_l A f (1) f () (2.2.28)

gn(t) = UO f(T)} (2.2.29)
On dérive

—— = Ngn-1(t) f(t) (2.2.30)
On inteégre

gn(t) = ; Ngn—1(7)f(r)dr (2.2.31)

On voit poindre gn_1 dans expression(2.2.31)), ceci suggére une récurrence. Et comme la proposition est vraie
au rang 1, ceci termine la démonstration.

Revenons au cas j = 2 d’aprés 'expression
W Ext / ) dm / U le(r)] dr (2.2.32)
/ / dry By Ula(r)|Ule(rs)] drs avee 7 < 7 (2.2.33)
- / ar, / an [ e O:o dnple — &t = T)U(E)p(E —m 1 — 2)U(mp(,72)  (2:2:34)

- / an, / T deple — ot - MUEOWL(E ) (2.2.35)
0 —00

Pour passer de a nous avons utilisé notre lemme, dont I'intérét est d’ordonner les intégrations.
Le schéma ci-dessous permet de visualiser les étapes du calcul ([2.2.34) et (2.2.35)), il représente une trajectoire
possible.

A Détape on écrit la densité de probabilité pour aller de z(0) = 0 a la position n(72) en produit avec
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celle pour aller de n(72) a la position £(71), et enfin produit avec celle pour aller de £(71) a la position z(¢) (pas

de corréraltion), et on évalue le potentiel U(x) en 7 et en &.

A Tétape on a intégré sur 7 et sur 7o, sur leurs intervalles respectifs, contribution que I’on appelle W7.
Au final, on peut généraliser ce résultat comme suit

t o
W)= [ ar [ dgpta— - m)UEOWe7) (2:2.36)
Que lon peut réécrire pour faire apparaitre Wy (x,t) via la définition
t oo
Wj((l?,t) = /0 dT/ deO(’I‘fg,t7T1)U(£)Wj_1(§,7') (2237)
Développons (comme pour un traitement perturbatif) W(z,t) en utilisant que ’on rappelle ici
= (1) : ’
Wiz, t) = ;0 B UO Ula(7)] dr)] (2.2.38)
S [ ’
— Wy, t)+ Y. SR, U Ula(7) dT)] (2.2.39)
= 0
S (~1y ' i
= Wo(z,t) — ;O WEM [/0 Ula(7)] dT)} (2.2.40)
= Wolz,t) = > (=1 Wiy (x,t) (2.2.41)
=0
]00 ) t o)
=Wolx,t) = > (-1) / dT/ AWy (z — &, — 1)U ()W, (€, 7) (2.2.42)
=0 0 —0o0
t o]
~Wo(et)~ [ ar [ deWo(e - gt - mUEOW(E ) (22.43)
0 —o0

A Détape (2.2.40) on a utilisé la définition (2.2.23)). A 1'étape (2.2.42)) on a utilisé la définition (2.2.37).

Or Wy(z, t) vérifie ’équation de diffusion par définition, puisqu’il s’agit de la densité de probabilité de trouver
la particule au temps ¢ et & la positon z. Construisons cet opérateur "diffusion" D; s := 9, — 9?2 et appliquons-le

2 @219,

Remarquons préalablement que Wy(z —&,t—7) est une distribution centrée et piquée (pour des temps courts)
sur € et 7, elle agira comme une distribution §(x — §)d(¢ — 7) de Dirac.

(0 — )W (2, t) = (8 — )Wo(a,t) — (9 — ) / dr / T deWole — 6.t — mUEW(ET)

DipsW(a,t) = —Digy /O ar [ agwia .t - n)U©OW(ET)
DipsW(x,t) = —DipU(x)W (1)

Au final on retrouve I’équation de Schrodinger 1D

[Diss + U)W (z,t) = [0, — 0% + U(z)]W(z,t) =0 (2.2.44)
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Chapitre 3

Calcul de propagateurs

3.1 Particule libre

On considére une particule libre, les potentiels de son hamiltonien sont nuls. Cette particule se déplacant
dans un espace & une dimension, son propagateur s’écrit, sous forme continue et discréte en temps,

.f(/‘,t (3 bt a z )2
G(z,t;y,0) :/0 H dz(r) er Jo sm(a7) dr (3.1.1)
Y, T
m N+1
= lim ( - ) :
N—oco \2¢mhe

ol y =20, T =2aN4+1 €t €= ﬁ Nous allons calculer le propagateur pour deux intervalles successifs, pouvant
étre de tailles différentes, et délimités par les trois positions u, v et w. Par récurrence, nous calculerons I'action
totale. En tenant compte de la normalisation, nous remarquons tout d’abord 1’égalité suivante,

+oo
/ \/> —a(v— u)g\/7 —b(w— U)z (aib)e aai:b(wiu)z7 (313)

qui conduit & réécrire le propagateur. Pour cela, on fait apparaitre la forme de I’équation précédente dans
I'intégrale & calculer On fait alors attention & la puissance du facteur qui va décroitre a chaque intégration.
En posant a = on écrit

/ day ... da, e Dizo(mii—ws)" (3.1.2)

2z7rh

2ih6 4

+1
/ dzy ... doy e @ Zito(@in—e;)® (3.1.4)

dxl\/> —a(z1-20) \/> —a(zz—a1)* dzs ... dzy e~ Xl (@ir1—x;)” (3.1.5)

1/21 —5(@2=20)" 4g, | day e Zima(@ir1—7)” (3.1.6)

/ dasy 2 (w2—m0)> \/Ee—a(m—wz)z dos...dey e @ S (@i p—a;)? (3.1.7)

G(z,t;y,0) =

m
dl’g

Nl 3| 3| 3|
m‘g%

*%(wsfﬂco)Q \/Zea(ﬂm303.)2 dzy... dey om0 X ia (@i —x;)* (3.1.8)

— (3.1.9)

(E) /de e~ % (wn—w0)? \/Ee_a(IN+1_IN)2 (3.1.10)
™ e ™

B \/W*‘> (3.1.11)

m
2z7rht

2
2

ﬁ

— s (@—y)® (3.1.12)

On remarque que dans cette expression la discrétisation n’apparait plus, car on retrouve (N + 1)e = ¢.

On veut établir un lien avec la mécanique classique, selon laquelle une particule libre posséde une vitesse
constante

v="2"Y (3.1.13)



et une énergie égale a son lagrangien (pas de potentiel)

AV
E—FE, - im@=¥)°
2 t2

L. (3.1.14)

Le lagrangien ne dépend pas du temps (conservation de I’énergie), et 'action s’écrit

Sclassique = /Ldt =1It= %m@ (3.1.15)
Or selon ’équation , le terme dans I’exponentielle du propagateur d’une particule libre s’écrit
g5 ()%
que l'on relit directement & l'action classique pour réécrire le propagateur
G(x,t;y,0) = /5 ehSetassique (3.1.16)

On remarque alors que l'intégrale de chemin, bien qu’étant une reformulation de la mécanique quantique, fait
directement intervenir l'action de la particule calculée selon les lois de la mécanique classique. Comme pour
les opérateurs, masqués par les variables, 'intégrale de chemin masque la mécanique quantique par I'action
classique.

3.2 Potentiel quadratique

Considérons cette fois ci un lagrangien de la forme suivante

1 1
L= Ema'c + b(t)xd — §c(t)$2 —e(t)x (3.2.1)
dont les coefficients sont des fonctions du temps. On retrouve cette situation dans le cas d’une particule soumise
4 un champ extérieur, par exemple.

Il nous faut calculer le propagateur suivant

Tyt

G(xb,tb; xavta) = /

Tasta

da(r) exp (; /tt LdT) (3.2.2)

On remarque qu’il n’y a plus d’invariance par translation dans le temps de part la définition du lagrangien,
on ne peut donc plus intégrer de 0 a ¢, mais de ¢, a tp.
Déterminons les équations du mouvement classique. Rappelons pour cela ’équation d’Euler-Lagrange :

d oL 0L
Hor  or (3.2.3)
On en déduit ]
miclass + (b + C)xclass +e=0 (324)

On impose les conditions initiales suivantes Z jqss(ta) = Tq €t Terass(ts) = xp ce qui donne une unique solution
a (3.2.4). On constate, d’aprés le coeflicient devant x.jqss que la contribution de b peut étre compensée par celle
de c. Effectuons une translation sur la variable d’intégration x(7)

£C(T) = *xclass('r) + y(T) (325)
dx(7) = dy(7)

Nous verrons que le terme linéaire en y(t) dans l'action est toujours nul.
Posons 455 := T et injectons (3.2.5)) dans (3.2.1)) et développons.

L= %mf + b(t)zx — %c(t)a‘; —e(t)z (3.2.7)
+ %my + b(t)yy — %c(t)y (3.2.8)
+ mzy + b(t)(zy + yx) — c(t)zy — e(t)y (3.2.9)
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Nous avons regroupé les termes croisés sur la ligne (3.2.9). Déterminons l'action associée aux termes croisés.
Seroises = /y(b(t)a‘c —c(t)z — e(t)) + y(mz + b(t)x) dr (3.2.10)

_ /y(b(t)fc — c(t) — e(t)) + [y(b(0)E + m3)] /y Vi +b()i+mF)dr  (3.2.11)

- / y(—mi — (b(t) + ¢(t))F — e(t)) dr =0 Vy(7) (3.2.12)

Nous avons effectué une intégration par partie dans (3.2.11]) , et le terme sous forme primitivé s’annule puisque
y(ta) = y(ty) = 0. En effet y(7) représente une variation autour de la solution classique, et on avait imposé
x(te) = x4 et x(tp) = xp, donc fixent. De plus dans on reconnait I'équation du mouvement ([3.2.4). Au
final la contribution a l’action du terme linéaire en y(7) dans le lagrangien est nul.

Pour obtenir 'action associée au second terme quadratique, il suffit de permuter z — y et de retirer e(t)z(7)
qui est linéaire.

Auq final

S[a(7)] = Setass[#(T)] + Squaaly(7)] (3.2.13)

On insiste & nouveau sur le fait que y(7) est une variation quelconque, c’est a dire petite ou grande. La translation
sur la variable d’intégration permet de faire sortir le terme exp 3 Sciass d’olt le résultat

G(xby tba Lq, ta) = €xp ( class ) fy Oottb dl’ eXp (%Squad[y(T)]) (3214)

y=

On remarque que les conditions aux limites sont plus simples sur y. On a vu précédemment que b(t) peut étre
remplacé par c(t). Si on pose b(t) = c(t) = 0 Vi, alors fy 0:t . da(r)exp (£Sguadly(7)]) devient un facteur de
normalisation.

Calculons le propagateur suivant C;’(O7tb; 0,t,) que 'on peut interpréter comme un facteur d’évolution du
temps & position fixée sous 'effet de I'action quadratique.

N+1 .

N
P ) L m 2 m 2 1
G(0,t;0,t,) = J\}I_Ifio/ dyy...dyn (2i7rhs) exp ﬁ 5_0 % (Yj+1 — ;)" — 35¢iY;j (3.2.15)

Il est & noter que lors de la discrétisation c(t;) = ¢;, t; = tq + %(tb —t4) et le facteur € est du a Pintégration
sur le temps. Nous avons choisi de retirer le coefficient b(t) qui est implicitement contenu dans ¢(t). De plus
dans (3.2.15)) toutes les intégrales sont gaussiennes.

Posons
Y
Y2
n= .
YN
Et réécrivons ’argument de ’exponentielle comme suit
i & m 1
P Z 5z Wit1 —93)" = 5e¢5y} | = exp (=n"on) (3.2.16)
]:O

La matrice o est symétrique puisqu’elle est associée & une forme bilinéaire, elle est donc diagonalisable par
une matrice de O, (R).

Déterminons, dans un premier temps, la valeur des intégrales gaussiennes en dimension N

Petit rappel sur les intégrales gaussiennes en dimension N

dyr ... dyy = dé; ... dén

Sachant que e(0"MO) — QT M) = eM | on déduit aprés diagonalisation

N
dé . deveMEitetane) - [T T §
/ fl €N€ )\1 >\N det(M)
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Avec A\; > 0 Vi € N* valeurs propres de M qui est symétrique définie positive (car elle définie un produit
scalaire). La derniére égalité est obtenue puisque 'application M — det(M) est invariante par conjugaison
(fonction centrale).

On obtient donc

=

G(0,1;0,t,) = ((2i;”h€)lv+l d;](va)) (3.2.17)

Identifions, dans un second temps, la matrice o

Afin d’identifier plus facilement les coefficients de o développons 'argument de ’exponentielle, et en particulier
la somme sur j pour j — 1, j, j + 1, aprés regroupement des termes on obtient
i im
e (2m — ecje) y;® — e
On identifie facilement le coeflicient devant y]2 qui correspondent aux termes diagonaux de o. Pour le co-
efficient de y; il faut redoubler de vigilance, puisque le terme y; est partagé entre y;_1 et y;41, il nous faut
donc diviser par deux le coefficient de . Mais il faut faire attention puisque nous avions posé que 'argu-
ment dans I’exponentielle était —n? o7 ce qui revient seulement & passer le i au dénominateur dans I’expression
(3.2.18)), sans changement de signe.

(2yj—1 + 2yj+1) y; + termes sans y; (3.2.18)

Voici donc I'expression de la matrice o

0 -1 0 0 0 ]
-1 0 -1 0 0
m e2¢; m . .
= — -1 .. .. .2.19
7 2m5(2 m>1+2iﬁ5 0 0 (3:2.19)
0 0 -1
| 0 0 0 -1 0 |
Ou encore de fagon plus compacte
[ (2-52) 1 0 0 0o ]
-1 (2-2m) -1 0 0
m
o=s| o B (3.2.20)
0 0 -1
0 0 0 -1 (2- )

Utilisons une méthode trés astucieuse, inventée par un mathématicien russe, Israel Gelfand (1913 — 2009).
Elle consiste a écrire le déterminant de notre matrice o sous forme de récurrence sur j et reconnaitre une équation
différentielle portant sur le déteminant de la matrice elle méme, équation différentielle qui traduit I’évolution de
la taille de o impliquée par la discrétisation.

Cherchons I'expression du déterminant de o, et posons Py tel que

(2-22) -1 0 0 0
S CEE = B R 0
det(o) = (%)N 0 . 0 = (%)NPN (3.2.21)
0 0 1
0 0 0 -1 (2- )
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26,
Développons Py sur la derniére colonne. Le premier terme donne (2 - %) Pn—_1. Pour le second terme on
obtient (—1)Py_5. Au final

526j
Py = — — | Pyv_1—Pn_2 (3.2.22)
m
Ou encore, en utilisant I'indice j
2.,
P = (2 - ”ﬂi“) P, — P, (3.2.23)

Réécrivons (3.2.23)) pour faire apparaitre une équation différentielle

Pipi + Pj1 =20 ¢
e? m

P, j=1,.,N (3.2.24)

Posons
p(t) = eP; (3.2.25)

On rapelle que t; = t, + £ (t, — to). On peut vérifier que cette expression est correcte si on prend j = N on

retrouve tp.
On déduit de (3.2.24))

- _W@(t) (3.2.26)

Il ne reste qu’a déterminer les conditions initiales sur ¢(t). On choisit P_; = 0, Py = 1. Comme dans l'ex-
. . . _ . _ (P —Py) 2cy
pression ([3.2.25)) il faut prendre € — 0 on obtient (0) = 0. De plus ¢/(0) = =22 =2 -4 —1 > 1

D’aprés les équations (3.2.17) et (3.2.21)

1

- m N+l N ’ m

G(0,13;0,t,) = N et |\ 2inh oty)
( s Uhy YUy a) ((227Th5) (217;‘ )Nsﬁ(tb)) 2iTh S@(tb)

D’aprés ’équation ((3.2.14))

G(zp, ty; Tq, ta) = G(O,tb; 0,t,) exp (%SCZQSS[J}(T)]) (3.2.27)

Seiass correspond a l'action sur un chemin classique, et (t;) est donnée par avec pour conditions
initiales p(0) =0 et ¢’'(0) = 1.

Nous verrons dans le cas de oscillateur harmonique que c’est G qui contient les particularités de la mécanique
quantique. De plus cette derniére expression nous prouve que la Mécanique Quantique et la Mécanique Classique
sont plus étroitement liées qu’il n’y parait.

3.3 Oscillateur harmonique

3.3.1 Oscillateur harmonique libre

On s’intéresse maintenant au cas de 'oscillateur harmonique, régit par I’équation
mi + cx = 0. (3.3.1)

On pose w la pulsation,
c

= _— . -2
W=/ (3.3.2)

constant pour tout instant ¢, entre ¢, et ¢,. L’équation différentielle associée a la fonction p(t) s’écrit alors

¢ +wlo=0 (3.3.3)
et a pour solution
1
o(t) = — sin(wt). (3.3.4)
w
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Le propagateur est donc de la forme

mw LS assi
_ L Setassique 35
¢ 2i7rhsin(wt)er (8:35)

d’aprés les expressions de la section précédente. Formulé ainsi, on penserait que le dénominateur présent dans la
racine ci-dessus est en mesure de s’annuler pour ¢ = 7, entrainant un divergence. Pour supprimer cette difficulté,
on considére alors qu’au temps initial on a z(0) = zg et ©(0) = z. Ainsi,

x(t) = g cos(wt) + Z sinwt. (3.3.6)
w
Au temps t = T, on obtient finalement
T
— ) = —xg. 3.3.7
o(5) = (337)

Ainsi pour deux valeurs de z différentes, deux trajectoires issues d’'un méme point initial convergeront en —z
au temps ¢t = Z. Ceci produit un déphasage d’un angle 7 dans les oscillations étudiées. L’apparente divergence
vue ci-dessus n’est en fait due qu’a de trop grandes approximations (car zo # 0).

Il nous faut maintenant chercher ce que vaut I'action classique associée a l’oscillateur harmonique. Avec ,
I’équation différentielle du mouvement s’écrit

i+ w?z =0. (3.3.8)

Les conditions initiale et finale étant

{x(t“) — e (3.3.9)

:L'(tb) = Tp
on obtient ;
x(t) = zg cos(w(t — t4)) + — sinw(t — tp) (3.3.10)
w
au temps t, et on obtient
xp = xgcos(w(ty —ta)) + z sinw(ty, — tp) (3.3.11)
w

a l’état final. On pose alors T = t, —t, et on écrit z = W On obtient alors z(t) en fonction des données
initiales et finales,
Zg sin(ty — t) + xp sin(t — tg)

z = T . (3.3.12)
On peut alors exprimer le lagrangien,
L= %(gb? — w?z?), (3.3.13)
ainsi que l'action,
T m, .o 2 92 m T T . 2 m . .
S = E(x —wz”)dt = 5} [zd]5 — z(Z+wz)dt| = E(xbx(tb) — ToE(tq)). (3.3.14)
0 0
On calcule la dérivée de x
w
N (ot — 1)) — 2. si _ 3.1
z(t) ST (zp cos(w(t — ty)) — xg sin(w(ty — 1)), (3.3.15)
qui donne au temps t,
w
{ = — — i T 3.1
i(ty) Sin () (@p — x4 sin(wT)), (3.3.16)
et au temps &
w
3 = — T) — . 3.1
Z(tp) ST (zp cos(wT') — x4) (3.3.17)

En remplacant ces expressions dans ((3.3.14]), on obtient

mw

Sclassique = W((zﬁ + 23) cos(wT) — 2x41p). (3.3.18)

Le propagateur s’écrit alors,

Gz, t;y,0) = [ 1@ iz (Fatat) cos(wT)=2eaz) | (3.3.19)

2imh sin(wt)
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On se rappelle aussi que l'on fait intervenir la relation de fermeture dans le calcul du propagateur
Gz, tiy,0) =< ale 7y >= 3" < ale 1 |y, >< nly >= Y vn(x)s (y)e 7500 (3.3.20)
n n

Ainsi, nous faisons apparaitre les différents niveaux n de 'oscillateur harmonique. On sait d’aprés la mécanique
quantique que les fonctions d’onde v, associées a 'oscillateur harmonique sont décrites par les polyndémes de
Hermite H,,

1 mw 2

\/ \F712"n! n( ) ( )
On en déduit une autre eXpI‘eSSiOH du propagateur a partir de 3320,

Un (x) =

mw

1 _mw (g2 02y i
G(z,t;y,0) = Zme 5t (el tad) e~ i Bt [ () Hy (). (3.3.22)
On peut alors utiliser la formule de Mehler

:z: W (%)n - \/1%7“;2 P (Qxyw 1 (_xj; yz)wz) (3.3.23)

pour retrouver ’expression (3.3.19) du propagateur.
Nous voulons maintenant vérifier que 1’on retrouve bien le spectre discret en énergie de l'oscillateur harmonique,

E, = (n + ;) hw. (3.3.24)

Pour cela, nous prenons la « trace »du propagateur, c’est-a-dire pour x = y et on a

/ dz G(x,t;2,0) = Z e~ wEnt, (3.3.25)

n

On se sert alors de (3.3.19)),

i [ g [T pmmentosen 3.3.20
Zﬂ:e /x 2i7rhsin(wt)e 7 ( )

et des relations élémentaires de trigonométrie

sin(z) = 2sin (g) cos (g) et 1 — cos(x) = 2sin? (g) (3.3.27)

pour trouver

— LBt _ mw —‘h wb(ﬂ)r
- d 3.2
Ze ' \/2i7rh251n(°‘”5) cos(“;)/ re : (3.3.28)

n 2
1 1 e i ot o inot
= = = =iy i 3.3.29
2isin (%) €Y —emi% 1 —eit —~ ( )
=3 emilnti)er (3.3.30)

n=0

On retrouve alors la relation (3.3.24)) donnant I’énergie des niveaux de 'oscillateur harmonique.
Tout ceci montre bien le lien entre ’action classique et les résultats de la mécanique quantique.

3.3.2 Oscillateur harmonique libre, méthode Feynman

On a montré que le propagateur de l'oscillateur harmonique libre est de la forme

w

Y e#Sa 3.3.31
2im sin (wT) € ( )

< b, tpla, t, >=
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Redémontrons ce résultat avec la méthode introduite par Feynman. Utilisons les variations, en se souve-
nant qu'on définie y(¢) comme les variations quelconques autour de la solution classique, on obtient l’action

quadratique en y(t).
i (71 1
I:/Dyexp 7/ (z9? — —w?y?)dt (3.3.32)
hty 27 T2

y(0)=0 et y(T)=0 (3.3.33)

Avec les conditions limites

On sait qu’il faut trouver le déterminant de la forme quadratique associée & y(t). Pour obtenir une diagona-
lisation directe il faut prendre les modes propres de cette forme quadratique.
On développe y(t) sur les modes propres

y(t) = Z Y, Sin (%Tt) (3.3.34)

On sait que les modes sont orthogonaux entre eux, ce qui implique que les indices de y, (t) seront égaux entre
eux, lorsque que l'on injecte (3.3.34) dans (19 — Jw?y?).

S, —il/T 2(m>2COS2Lﬂ-t— 2w2(sin2n—ﬂ-tdt—zi (E>2—w2 2 (3.3.35)
wed =24y Jo T r T T T Yn >

n=1

On a évidement linéarisé le carré des fonctions cosinus et sinus pour faire apparaitre le facteur % On constate
que dans (3.3.35|) les y, sont découplées du coeflicient, il s’agit donc bien d’une diagonalisation.

1/2
m dmh

. N z?
sinz =2 ][ (1 - W) (3.3.37)

Il nous faut vérifier plusieurs critéres. Dans un premier temps que le produit infini est convergent, en prenant le

logarithme de (3.3.37))
ad x? x?
log (H (1 - nw)) =Y 55 <0 (3.3.38)

n

Or on peut écrire

On définit bien une fonction analytique. Vérifions que les 2 membres de (3.3.37)) ont mémes zéros on sait que

xz—0 X x—0 7127'('2

. oo 2
lim 2% — 1 et lim <1 x 1> (3.3.39)

De plus en écrivant la fonction sinus sous forme exponentielle, on constate qu’elle ne posséde pas de podle, mais
une singularité a 'infini, tout comme le produit infini. Leur quotient est égal a un, et est constant par théoréme
de Liouville.

Nous pouvons donc réécrire, par simple changement de variable dans (3.3.36]).

1 e 1/2

w
I 3.4
x (Hn n>r? sin (wT)) (3.3.40)
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. . 2.2 . . . . . . . L .
Nous allons supprimer le coefficient J],, 7~ bien qu’il soit infini, puisque si 'on compare ce résultat avec celui

obtenu pour une particule libre, c’est a dire dans le cas présent limw — 0 on retrouve le méme résultat. Au final

wT

T ehSa 3.41
sin (wT) ° (3:341)

< b, tyla,ty >

3.3.3 Oscillations forcées
On étudie maintenant le cas d’un oscillateur harmonique forcé, de pulsation libre w et qui est caractérisé par
un lagrangien s’écrivant

1.
L= (> —w?q®) + J(t)g, (3.3.42)

dans lequel le terme J(t), que 'on appelle un courant, est associé a une force imposée au systéme et dépendant
du temps. La présence de ce terme J # 0 brise la symétrie présente avec un oscillateur harmonique libre et
change les conditions initiales du systéme, que I’on note

qt)=a et q(t')=0b, (3.3.43)
et dont I’équation associée a son mouvement s’écrit
§+w?q=J, (3.3.44)

dans laquelle gg et J dépendent du temps. Pour résoudre une telle équation du second ordre, on introduit la
méthode des fonctions de Green, dépendant de deux paramétres 7 et o, et dont ’équation associée au probléme
étudié est de la forme

(ddl_:2 I w2> G(r,0) =6(r —0)|, (3.3.45)

transformant les conditions aux limites en
G(t,o)=0 et G o)=0. (3.3.46)

Dans notre probléme, on considére t < 7 < t' et t < o < t'. Il faut considérer deux cas pour donner ’expression
de la solution G(7,0) avec T # o,

sin(w(t’ — o)) sin(w(r —t)) si 7<o

Sin(w(a — t)) sin(w(t’ — 7—)) si T>0 (3347)

G(r,0) :c{

s’exprimant comme un produit de deux sinus, avec C une constante de normalisation, et permettant de vérifier
I’équation différentielle

2
(;TQ + w2> G(r,0) =0, (3.3.48)

ainsi que les conditions aux limites précédentes.
Pour le cas oit 7 = g, on est en présence d’une fonction 6 de Dirac dans I'équation différentielle (3.3.45) et la
dérivée premiére de G n’est pas continue. On introduit alors la relation

d

dt
dans laquelle H(t) est la fonction de Heaviside faisant un saut d’amplitude 1 en ¢ = 0. Elle vérifie bien la
définition des fonctions de Dirac, car pour une fonction f s’annulant & 'infini, elle vérifie

H(t) = 5(t) (3.3.49)

400 +o0 +oo
| 0 a-ponorz- [ a0 e [ L a - o - 0. 6350

— 00 — 00

La présence de la fonction § dans I’équation (|3.3.45)), doit se traduire par un saut normé a 'unité de la dérivée
en 7 = o de la fonction G. Sa dérivée en T s’écrit

dG(r,0) " sin(w(t’' — o)) cos(w(t —1)) si 7<0o
dr ¢ { —sin(w(o —t))cos(w(t' — 7)) si T>0 (3.3.51)
Ainsi, le saut en 7 = o s’écrit
w - % — —Cwsin(w(o — 1)) cos(w(t’ — o)) (3.3.52)
. 4 sin(w(t — o)) cos(w(o — )] (3.3.53)
= —Cwsin(wT), (3.3.54)
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et compte tenu de la normalisation, on trouve
S (3.3.55)
~ wsin(wT)’ o

ce qui permet d’écrire une expression de la fonction de Green en fonction des parameétres liés au probléme,

-1 { sin(w(t’ — o)) sin(w(r —t)) si T<o

G(r,0) = sin(w(o — t))sin(w(t' — 7)) si >0

ST (3.3.56)

En multipliant maintenant I’expression (3.3.45]) par J(o) et en intégrant par rapport a o entre les temps ¢ et ¢,
on trouve

( Tw ) / G(r,0)J(c)do = /tt/ §(r,0)J (o) do = J(7). (3.3.57)

On identifie alors cette expression avec I’équation différentielle ((3.3.44)) associée au mouvement de 'oscillateur
forcé, ce qui donne

/ G(r,0)J(0)do + qr=o(7), (3.3.58)

ol ¢y=o(7) est la solution de I’équation pour J = 0. Dans ce cas, on peut trouver l’expression

a

sin(wT)

sin(w(t’ — 7)) +

qj=o(7) = sin(w(7 — t)), (3.3.59)

sin(wT)
qui vérifie bien les conditions en ¢, et tp.

On peut donc donner une expression générale a ¢(7) dans le cas ou J peut étre différent de zéro, en décomposant
le terme dépendant de G en deux intégrales dont les bornes font apparaitre la dépendance de G en 7, afin de
distinguer les deux expressions présentes dans I’expression (3.3.56)). On a donc

q(7) /tT G(r,0)J(0)do + / G(r,0)J(0)do + qj=o(T) (3.3.60)

= _71 (sin(w(t' - 7)) /tT sin(w(o —t))J(0)do (3.3.61)

wsin(wT)
t/

+sin(w(r — 1) /

T

sin(w(t' — a))J (o) dcr) (3.3.62)

sin(w(t' — 7)) + sin(w(r —t)). (3.3.63)

a
* sin(wT) sin(wT)

On peut alors commencer le calcul de 'action classique, qui dépend de q. On remarque tout d’abord l'identité

/ ¢* dr = [q4] - / qdr, (3.3.64)

qui va nous permettre de simplifier considérablement le calcul. En effet

t 1
Se :/ (2 (¢° — wq?) +Jq> dr (3.3.65)
t

t 1 1
:/ <2 (¢* - w?¢® + Jq) + 2Jq) dr (3.3.66)
t
1, . S T 1
= ladl: —/ Jali+w q—J)+§/ Jqdr (3.3.67)
t t

- % <[qq~]§’ +/t Jg dT> , (3.3.68)

ou l'on fait intervenir l'identité (3.3.44)) pour simplifier I’avant-derniére expression de S.;. De plus, le dernier
terme entre parenthéses peut se réécrire en fonction de Pexpression (3.3.63)) de ¢(7), pour trouver

/t dr J(r)q(7) = fm /t dr J(7)sin(w(t’ — 7)) /tT do J(0)sin(w(o —t)) (3.3.69)

1 t _ t . /
- /t dr J(7) sin(w(r — 1) /T do J (o) sin(w(t' — o)) (3.3.70)

w sin(
a g . , b v .
+ Sin (o) /t dr J(7)sin(w(t' — 7)) + () /t dr J(7) sin(w(r — t)). (3.3.71)
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Ce développement fait apparaitre trois termes. Le premier décrit le cas ot 0 < 7 et le second décrit le cas ou
o > 7. Par un changement astucieux des bornes d’intégration on peut identifier ces deux termes. En effet,

[“ﬁﬂﬂm@@m[ﬂwJ@gmm/a»—[%ma@m@w@) (33.72)
xlihﬂﬂm@@m, (3.3.73)

et échangeant les variables muettes ¢ et 7 on identifie bien
L¢Mﬂﬂmwh—m[ﬂwﬂ@me—m:AMwﬂﬂmWW—m (3.3.74)
xlwdaJwﬁm@AU—ﬂ} (3.3.75)

Nous nous sommes naturellement placés dans le cas ot les temps sont ordonnés tels que t < o < 7 < t'. Nous
avons donc

/75 dr J(r)q(r) = _wb%(wT)/t do /t" dr J(o)J(7)sin(w(t’ — o)) sin(w(r —t)) (3.3.76)

t ) . b t )
+ Sin (o) /t dr J(7)sin(w(t' — 7)) + () /t dr J(7)sin(w(r — t)). (3.3.77)

On calcule maintenant le premier terme de I’équation (3.3.68)), pour cela, on exprime d’abord la dérivée de ¢(7),

(1) = — —wecos(w(t' — T Tsinwa— o)do + sin(w(t’ — 7)) sin(w(r — T
i) = ey ( (@t =) [ sin(u(e = 0)(0)do +sinult' = 7)) sin(u(r = )I(r) (3379
+wcos(w(T —t)) /

T

sin(w(t’ — 0))J (o) do — sin(w(r — t)) sin(w(t’ — T))J(T)) (3.3.79)

—wa wb

+ Sn(wT) cos(w(t' — 7)) + sn(@T) cos(w(r —t)) (3.3.80)
= ﬁ(le) <—w cos(w(t' — 7)) /tT sin(w(e —t))J (o) do (3.3.81)
+w cos(w(T — t))/ sin(w(t’ — a))J (o) dg> (3.3.82)
+— cos(w(t' — 7)) + b cos(w(T —t)). (3.3.83)

sin(wT") sin(wT)
Aux limites ¢’ et ¢, on obtient

1

Gt = ST /tt, sin(w(o —t))J(o)do + (e )(b cos(wT') — a), (3.3.84)
et ,
() = —— L tsinw’—a o)do — —2(acos(wT) —
10 = Sawr) /t (Wt' =) J(0)do — ooz (acos(wT) —b). (3.3.85)
Ainsi, on peut écrire
ladli = q(t)q(t") — q(t)(t) = bg(t') — ag(t) (3.3.86)
=§iﬁﬁlsme—@wwma (3.3.87)
b v
m /t sin(w(o —t))J (o) do (3.3.88)
+ Sin(wT) [(a® + b?) cos(wT) — 2ab). (3.3.89)
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En combinant I’équation précédente avec ’équation (3.3.77) dans I’expression (3.3.68)), on trouve enfin

_ 2,12 _
S = Ssn(@T) [(a® + b°) cos(wT) — 2ab] (3.3.90)
t/
e - '
+ Sin (o) /t dr J(7) sin(w(t’ — 7)) (3.3.91)
b v
_— i — .3.92
sin(wT) / dr J(7) sin(w(r — 1)) (3.3.92)
- . r_ . _
~ osn@T) / do / dr J(o)J (1) sin(w(t’ — o)) sin(w(T —t)) (3.3.93)
On note ainsi le propagateur,
/ J: w %Scl 4
< b, t'|a,t > sl sin(wT)e , (3.3.94)

en soulignant la dépendance en J dans la notation < b,t'|a,t >.

3.3.4 Amplitude de transition dans le vide

Dans cette section, on posera h = 1 par convention. L’action classique S,; correspond alors a la phase €2, dans
I’exponentielle présente dans I’expression du propagateur. Nous allons introduire certaines étapes conduisant a
une généralisation de la Théorie Quantique des Champs, en calculant la valeur moyenne du propagateur dans
le vide, représenté par des états |0>. Nous noterons W cette valeur moyenne, qui dépend a priori d’une source
J forgant un systéme ne dépendant pas du temps, que 'on décrit par un oscillateur harmonique. Les positions
aux temps initial ¢, , et final ¢}, seront respectivement notées a et b. On peut alors développer le propagateur
sur ces états, en supposant que les temps soient bien ordonnés, et on écrit, en faisant intervenir la relation de
fermeture en a et en b,

W[J] =< 0le"ih—ta)H | > (3.3.95)

- // dadb < 0fb >< ble—iB—t)H g 5. gl0 >, (3.3.96)

puis on met en évidence la fonction d’onde caractérisant un oscillateur harmonique dans son état fondamental,
a la position q,

1
< qlpo >=<q|0 >= po(q) = (;) e %e (3.3.97)

et on note < b, tp|a,t, >’ la valeur moyenne du propagateur, en mettant en évidence la dépendance de ce terme
en J. On écrit alors

[J] = // dadb @} (b) < b, ty|a,ta > po(a). (3.3.98)
Avec les développements effectués dans la section précédente, on obtient finalement

wT
1%

w e
Wl = ————
7] T \/2isin(wT)

Afin de simplifier le calcul, on effectue un changement de variable astucieux, pour transformer les conditions
aux limites,

/ dadb e % (@ +0°)+iQ, (3.3.99)

a=u+wv et b=u—v. (3.3.100)

Il est alors nécessaire de transformer ’élément différentiel dans I'intégrale précédente, ce qui donne I’expression
dadb = 2dudv, (3.3.101)

dans laquelle le facteur 2 provient du jacobien. On note aussi les relations transformant les termes dépendant
de a et de b dans I’exponentielle du propagateur,

a? +b? = 2(u® +v?) et ab = u* —v?, (3.3.102)
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qui seront utiles pour exprimer la phase €2 en fonction de u et v, ce qui donne

= sinZuT) [(u® + %) cos(wT) = (u? = v?)] (3.3.103)
% /t t J(r) sin(w(r — t,)) dr (3.3.104)
% " J(r)sin(u(ty - 7)) dr (3.3.105)
ST / do / dr(0)J(r) sin(w(ty — o) sin(e( — ta). (3:3.106)

Nous faisons apparaitre ainsi deux termes quadratiques, I'un en u, ’autre en v, dans lesquels nous regrouperons
les deux termes suivants de ’équation précédente, linéaires en u et v et dépendant du courant .J. Le dernier terme
quant & lui ne dépend ni de 7, ni de o. Ces considérations permettrons de simplifier I’expression du propagateur
WJ], mis sous la forme

2¢e?

\/21 sin(wT)

Dans Iexponentielle, on isole maintenant les termes en u?, que l'on factorise,

W[J] = / du dy e~ @@+ +iuw) (3.3.107)

iwu? iwu? iwu?

Sin (o) (cos(wT) —1) = (cos(wT) + isin(wT) — 1) = ST

T — 7). 3.
sin(wT) ( 1) (3.3.108)

—wu?® +

Il est intéressant maintenant de faire apparaitre une expression quadratique en w dans ’exponentielle. Nous
notons U la somme des termes dépendant de u dans l’exponentielle. Nous allons faire apparaitre la valeur
moyenne du temps, ¢ = a3 et nous écrivons ainsi,

iwu? ) iu ty,
=~ sen @ VT D /t Tr)(sin(w(r —ta)) + sin(w(ty — 7)) dr (3.3.109)
iw(eT sin (<L t _ ?
- iln((,u;—)l) [“w(ew(f_)l) () COS(w(T—t))dT] (3.3.110)

sin® (%5)

T 2 (@=T — 1)2sin(wT) Uttb J(7) cos(w(r — 1)) dT} 2) : (3.3.111)

Dans le calcul du propagateur, on trouve alors une intégrale gaussienne en u, qui donne

w(ein _ 1)
d et S 4
/ uexp isin(wT)

sin (%) to

AT =) )y,

J (1) cos(w(T — 1)) d’T‘| = m (3.3.112)

On poursuit en reprenant la méme démarche avec I'intégrale en v. Les termes en v? se factorisent en

2 : 2

—wv? + T (cos(wT) +1) = T (cos(wT) +isin(wT) +1) =

iwv?
sin(wT)

(T +1) (3.3.113)

et on note V la somme des termes dépendant de v dans ’exponentielle du propagateur, qui donne

L) / b J(7)(sin(w(ty — 7)) — sin(w(T — t4))) dr (3.3.114)

sin(wT

2
iwv T
—_ w 1
v sin(wT) (e +1) +
iw(e™T 4+ 1) oy 008 (TT)
~ sin(wT) w(ewl +1) J,.

J(T) sin(w(® — 7)) dTl (3.3.115)

cos? ()

- e || el - r>>dr]2> . (33.116)

Dans le propagateur, nous avons alors pour l'intégrale gaussienne en v le facteur

w (ein 1)
d et S
/ v exp isin(wT)

cos (%) t

A=T+1) )y,

i sin(wT)

B 3.11
ST 1) (3.3.117)

J(7) sin(w(t — 7)) dT‘| =
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Ainsi, Pexpression compléte de W[J] est

W = w imsin(wT) | imsin(wT)
T \/2isin(wT) w(ew? — 1)\ w(eT +1)
zsm2 wT + _ 2 i0052 wT t . — 2
« e_ﬁ[ﬁf J(T) cos(w(r—t))dr] Q_Wg)jmzvﬂ[ t;’ J(7) sm(w(t—‘r))dr]

i t - . .
« eiﬁ(uﬁ) f,ab do fta drJ(o)J(T) sm(w(tbfa))sm(w(Tfta)),

(3.3.118)

(3.3.119)
(3.3.120)

ou apparaissent de nombreux termes a simplifier. Pour regrouper les dénominateurs des deux exposants de

I’équation précédente, nous écrivons
, , . T T ;
(e“T —1)(e“T — 1) = ™T2jsin (g) 2 cos <w2> = 2ie™T gin(wT).

Par ailleurs, le facteur de la ligne (3.3.119)) se simplifie fortement,

2¢is i sin( wT imsin(wTl’) 2eis i sin(wT)im sin(wT) _1
T \/2isin(wT) || w(e™T — w(ewT +1)  m/2isin(wT w22iewT sin(wT)

et il reste a calculer

isin? (L) . B R i cos2 () - .
2 [k — N2 [r% i —
W[J] — ¢ @@ T 1) sin(@T) [fta J(7) cos(w(T t))dr] o ST win () [fta J(7) sin(w(t T))dT]

" e*m ff,t: do ff; drJ(o)J(T) sin(w(tbfa))sin(w(Tfta)).

Pour poursuivre le calcul facilement, nous utilisons les relations de trigonométrie suivantes,

2 (wWT
Sin (T) 1 —iwT ( jiwT 1 —iwT
Wz—ie (e —l)zi(e —1)
et ( T)
cos” (%5 L i, iwT [P
B 1N== 1).
T 11 = 1° (e +1) 4(6 +1)

Ainsi nous écrivons,

. 2
]

W] = exp (m(wﬂ {(1 ey Utt J(7) cos(w(r — ) dT}

C (14T Uf J(r) sin(w(i — 7)) dT} 2

—4/ da/ drJ (o) (7) sin(w (tb—a))sin(w(T—ta))}>.

(3.3.121)

(3.3.122)

(3.3.123)
(3.3.124)

(3.3.125)

(3.3.126)

(3.3.127)

(3.3.128)

(3.3.129)

Afin de regrouper les intégrales, nous pouvons exprimer les deux intégrales au carré ci-dessus en fonction des

bornes de la troisiéme intégrale. Pour une fonction f(7,0) quelconque nous avons

ty ty ty o
/ da/ drf(r,0) = 2/ do/ dr f(7,0),
ta ta ta ta

ce qui nous permet d’écrire

W] = exp (W/ da/ dr(0)J(r) {(1 — e~ “T) cos(w(o — 1)) cos(w(r — 7))

— (14 e T sin(w (t—a sin(w(t — 1))
—2sin(w(ty — o)) sin(w(T — ta))})

sin(w
ty
P (Qw sin(wT' /t U/ta T
)

{cos w(t—o0))cos(w(t— 7)) —sin(w(t — o)) sin(w(t — 7))
~T Teos(w(t — 0)) cos(w(t — 7)) + sin(w(t — o)) sin(w(t — 7))]
-2 sm( (ty — o)) sin(w(T —t4))}) -
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(3.3.130)

(3.3.131)

(3.3.132)
(3.3.133)

(3.3.134)

(3.3.135)

(3.3.136)
(3.3.137)



Grace aux relations de trigonométrie de base et au développement des fonctions cosinus et sinus en exponentielles,
nous trouvons

i ty o B
— S -2 3.1
W1J] = exp (2wsin(wT) /ta do /ta drJ(0)J (1) {cos(w(o + T — 21)) (3.3.138)
—e T cos(w(r — o)) — 2sin(w(ty — o)) sin(w(r —t,)) }) (3.3.139)
i ty o i B } _

_ (oc+7—2t) —iw(o+7—2t) 314
exp <4w Sn@T) /ta do /ta drJ(o)J(7) {e +e (3.3.140)
_efin (eiw(‘rfo') + efiw(rfa)) + (eiw(tbfa) + efiw(tbfo)> (eiw(‘rfta) + efiw(‘rfta)>}) (33141)

i ty o ;

= —_— ~ (=24 sin(wT 3.142

exp <4w Sn@T) /ta do /ta drJ(o)J(r)e i sin(w )> ) (3.3.142)
(3.3.143)

qui se simplifie immédiatement en

2iw

W[J] = exp (—z S do f7 dTJ(a)wJ(T)) (3.3.144)

On remarque que dans les variables o et 7 sont ordonnées, 0 — 7 > 0, on peut donc interpréter ceci
comme un sens de propagation. De plus t, et ¢, ont disparu du propagateur. On constate que l'on intégre sur
un domaine triangulaire, par symétrie, on peut le compléter par une intégrale sur le carré, en prenant garde au
facteur n!, qui dans notre cas vaut deux. Pour réaliser les intégrales triangulaires nous utiliserons la fonction de
Heaviside et les temps ¢, et t; sont rejetés a U'infini, d’ou

W1J] = exp <—; // do dTJ(O’)i [H(U — e @) L H(r — a)ei“’("_ﬂ} J(T)) (3.3.145)

On reconnait ici le propagateur suivant

1

- . —iw(oT) o iw(o—T)
o [H(a e +H(r - o)e } (3.3.146)

Que 'on peut écrire sous cette forme

too 4E e—i(U—T)E
/ — 5 (3.3.147)
oo 2w E? —w?+ice
Les poles sont, au premier ordre, F = w — ic et £ = —w + ie. Il nous faut déterminer comment refermer
le contour d’intégration sur le plan complexe de E, c¢’est a dire pour qu’elles valeurs de o et 7, e =(“ =) E converge.

Si E=iK +navecn K € Ret K >0 alors el "E=)_ On ne s’occupe pas de la partie oscillante, et on
prend K >> 1. L’intégrale converge donc pour ¢ — 7 < 0. On nomme ; ce chemin d’intégration.

Si E=—iK +navecn K € Ret K >0 alors e (=K=) [ integrale converge donc pour ¢ — 7 > 0. On
nomme 7 ce chemin d’intégration.

Le contour v; est parcouru dans le sens trigonométrique, on lui associe donc un indice +2iw, alors que le
contour 7, est parcouru dans le sens anti-trigonométrique, son indice sera donc —2im.

>~ 4E e—i(o—T)E dE e—i(a—'r)E dE e—i(o—r)E
dar A A Sie—y wtie)—Res(u_ic)) (3.3.14
/OO 21 E? —w? +ie /71 2 E? —w? + is—’—/w2 2 E? —w? +ie im(Res(—wie) ~fles(u—ie)) (3:3.148)

Déterminons le résidus associé au pole £ = w — ie

—i(c—7)E
e
Res(_ypiey = i E—(— ;
eS(wri) = p I T o E @) £ (W)
- e~ io—T)(-w)
N —2w
eiw(a—T)
RGS(_w_H-s) = —T (33149)
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FIGURE 3.1 — Les deux différents chemins d’intégration

De la méme fagon on trouve
e—iw(a—f)

R _ie) = 3.3.150
€S (w—ie) 2% ( )
Au final N o—r)B
< gE e-ilo-T i , ‘
- - @ _ " (H _ —iw(o—7) _ H _ iw(o—T) 3.151
/_OC 2 B2 —w? +ie Qw( (o =7)e (r—o)e ) (3.3.151)

Et on peut maintenant faire apparaitre le propagateur dans ’équation (3.3.145|)
i +oo dE efi(af'r)E
WI[J] = exp <2 // dodrJ(o) [m 27TE2—0J2—|—Z€J(T)> (3.3.152)

En regardant 1’expression , la quantité W[J] représente l'interaction entre la source et un champ
d’oscillateur harmonique, via ’échange de photons. La partie d’énergie positive H (o — T)e’i“’("*T) se propage
vers le futur, et vice versa la partie d’énergie négative H (7 — a)ei“’("_T) remonte le temps. Il est impératif de
noter que la causalité de la propagation est respectée par ’adjonction du terme imaginaire ic. Ce facteur ie peut
aussi s'interpréter de la maniére suivante, c’est un facteur de convergence pour l'intégrale de la forme [ enl si
I’on remplace la masse m par m — ic.

On peut aussi remarquer que 'opération qui consiste a intégrer sur ’énergie est une transformation de Fourier,
et en intégrant sur tous les moments, on obtient une fonction delta de Dirac, qui traduit la conservation des
moments externes.
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Chapitre 4

Méthode des variations

4.1 Premier et second ordre

Pour une position z et pour sa dérivée & au temps 7, on considére le lagrangien L(z, &) et I'action S[z] pour
une durée T,

T
Slx] = / L(z(7),2(r)) dr. (4.1.1)
0
On appelle 7(7) une variation de position au temps 7 par rapport a la position z(7),
z(7) = (1) + (),

avec les conditions
n(0) =0 et n(T) = 0. (4.1.2)

Pour étudier effet de ces variations, on développe 'action au second ordre en e, avec € un facteur multiplicatif
petit,

TroL . oL e2 (Yo’ , 0L . 9°L

Le terme obtenu au premier ordre en € donne ’équation d’Euler-Lagrange,

doL dL

S5 - = =0, (4.1.4)

On prend une variation, au second ordre, de la forme

FIGURE 4.1 — Forme de la variation n(7).

Le pic s’étale sur une durée de largeur 7 ~ o(c) pour une hauteur maximale d’environ y/o. La pente ainsi
caractérisée est alors de 'ordre de #, ainsi

n* ~ o(o), N~o <> , nm ~ o(1), et 7~ o () (4.1.5)
et dans l'intégrale sur 7,

/ drn? = o(0?), / drnn =o(o) et / dri? ~ 1. (4.1.6)
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. . . 2 .
Ainsi quand o — 0, le terme dominant est 275772 et on constate que,

29%L
e / i dr >0, (4.1.7)

et puisque S est minimum, on en déduit la condition de Legendre,

2
% > 0. (4.1.8)

On cherche maintenant une fonction ¢ qui minimise §25. Si 625 > 0, Vi, la quantité 625 sera alors toujours
positive. On impose une condition de normalisation pour ¢,

/<p2 dt =1, (4.1.9)

ainsi que les conditions aux temps initial et final, pour lesquelles tous les écarts de S sont nuls,

»(0)=0 et o(T)=0. (4.1.10)
On pose,
~ ; 0L . 0’L .  0’L
L(g,¢) 1= 550" + 25 o0+ 557, (4.1.11)
quantité associée a l'intégrale & minimiser, fOT i(gp, ¢)dt.
On introduit alors les multiplicateurs de Lagrange A, ainsi,
T ~
§ | (L(p, @) —ApP)dr =0 (4.1.12)
0
et on applique I’équation d’Euler-Lagrange (4.1.4) a L — \p?,
d (L — Xp?) (L — \p?)
a0 7% — o =0. (4.1.13)
pour obtenir,
d (9%L ; d (0°L 2L _
T (WQO) + (E (8:“%) —W)<p+/\<p—0. (4.1.14)
Par ailleurs, on remarque, dans I'expression de 625, que 2p¢p = d(d“f), ce qui donne
T T /o2 2 2 2
~ . 0°L . 0°L d(p*) 0°L
%Sl = [ L dt = @ ——¢? dt:/\/ 2dt =\ 4.1.15
(] /0 (¢, ) /0 ((%2@ R e L @ : ( )

que 'on intégre par parties,

2L 17 (T 4oL 2L L, (T d /oL T o2L
: _ ST st 2l | = 24t / ——p?dt = 4.1.1
{«p%zwh /0 Pat o ” +{axa¢‘p]o /0 dt (axa;'c)“” ) a2 A (4116)

ce qui donne
T rd (oL d [ 0L 9*L
= : — == _-=Z= =0. 4.1.1
/0 ‘p(dt<a¢2“’>+<dt (335856) aﬁ)gp“”“”) dt =0 (4.1.17)

L’identité n’est possible que si on retrouve ’équation (4.1.14). On remarque par ailleurs que cette équation est
analogue & un probléme de Sturm-Liouville de la forme

%(px) + gz = . (4.1.18)

Nous avons
52S[p] = \. (4.1.19)

On considére A} < Ao < ... < A, avec les termes A, associés aux fonctions ¢,,, formant une base orthonormées,
sur lesquelles se décompose 7(t)

() =Y anpn(t), (4.1.20)
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ce qui donne
oo

S =" Anap. (4.1.21)
n=1
L’extremum étudié est un minimum, et on suppose pour le moment que Ay > 0.
On se place maintenant dans le cas particulier ot L est de la forme

L= %m:’nz —V(2). (4.1.22)

Pour une durée T trés petite, avec comme conditions

z(0) =0 et xz(T) = b, (4.1.23)

t. (4.1.24)

On applique
m@+ V" (x)p + Ap =0, (4.1.25)

et avec le développement de x(t), on remarque que V" ne dépend pas du temps,
S+ (V"'(a)+ N)p =0. (4.1.26)

Cette équation est analogue a une équation de Schrédinger dans laquelle on a remplacé x par le temps. La
solution pour n = 1 est alors du type

t
o(t) = sin (”) : (4.1.27)
T
ce qui dans ’équation du second ordre en ¢ donne

2

A+V"(a) =T

-5 (4.1.28)

Lorsque la durée T tend vers zéro, on peut négliger le potentiel dans la formule précédente. De plus, pour un n
quelconque, on obtient

2
™ 2

(4.1.29)

On considére maintenant que 7" n’est plus nécessairement petit et que les valeurs de \,, décroissent lorsque T'
augmente. A\; est la premiére valeur susceptible de devenir négative ; si cela se produit, on note Ty la valeur de
T en ce point, que 'on appelle point focal ou point conjugué et a pour coordonnée b. Les conditions aux limites
sont alors

z(0)=a et x(Tp) = b. (4.1.30)

A2

FIGURE 4.2 — Dépendance en 7' de A. On montre que A\; peut s’annuler en Tj.

11 doit donc exister une fonction ¢ solution de ’équation (4.1.14]) telle que A = 0, ©(0) = 0 et p(Tp) = 0.
De plus si b est un point focal, on peut dire qu'une petite variation de z devenant = + ep doit permettre de
retrouver les conditions précédentes, devenant

(xr+ep)(0)=a et (x + ep)(Tp) =D. (4.1.31)
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FIGURE 4.3 — Chemins pour différentes valeurs de e, convergeant au point focal b.

Il faut cependant vérifier que x + € satisfait bien les équations du mouvement. Le lagrangien du probléme
est (4.1.22)), et en appliquant les équation d’Euler-Lagrange, on trouve, pour z,

mi = —V'(x). (4.1.32)
Pour z + €y, on a
mw =—-V(z+ep) (4.1.33)
qui donne I’équation de Jacobi, en développant le potentiel au premier ordre,
mp = —pV"(x)|. (4.1.34)

Cette équation est I’analogue de (4.1.14) pour A = 0. Elle indique la différence entre les deux solutions pour x
et T +ep.

FIGURE 4.4 — Mise en évidence de I’écart entre deux solutions dépendant de deux valeurs de ¢ différentes.

Dans le cas général pour un potentiel quadratique, étudié plus haut, la lagrangien s’écrit

1 1
L= 5mjcQ - icxz, (4.1.35)

le potentiel V (z) étant dans ce cas V(z) = $ca?, et sa dérivée seconde V" (z) = c. L’équation de Jacobi (4.1.34)
prend alors la forme

me = —cp. (4.1.36)
Par ailleurs, nous avons vu que le propagateur dans le cas d’un lagrangien présentant un potentiel quadratique
était de la forme )
—enSe, (4.1.37)
dimhlp(t)|
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et dont le facteur accolé a ’exponentielle diverge aux points focaux, quand ¢ = 0. En développant ce commentaire
dans le cas de 'optique, nous verrons que ce comportement justifie le lien entre les variations et 'intégrale de
chemin. Nous verrons aussi qu’a chaque passage par un point focal, on observe un déphasage dans ’expression
du propagateur.

Dans cette partie, on se place au point focal, c’est & dire que la premiére valeur propre A\; du spectre discret
de () est nulle. On rappelle que la fonction ¢(t) est appelée champs de Jacobi, qui vérifie I'équation (?7?), elle
décrit ’écart a la trajectoire qui minimise I'action.

On garde les mémes conditions au bord a savoir x(t = 0) = a et 2(t = T') = b. Mais cette fois ci prolongeons
lintervalle de temps pour dépasser le point focal, la position x(t) est alors définie sur 0 < ¢t < T’ =t +e¢. On
défini £(t) une autre fonction d’écart a la solution z(t), et &(t) est définie sur 0 < ¢t < T' = t 4 ¢, avec pour
conditions aux bords £(0) =0 et (T +¢) = 0.

Soit y(t) une variation que 'on définie ainsi

_{ set)—cg(t) siO<ELT,
y(t) = { —ct(t) SiT<t<T+e (4.1.38)

Avec le coefficient ¢ réel mais petit.
Le schéma ci-dessous représente les différentes grandeurs mises en jeu.

- o av ay
- - .

Nous avons montré précédemment que la dérivée fonctionnelle seconde de ’action se mettait sous cette forme.

T+e 2 2 2
5%@]:/ dt {a v+ 2 oL oL y? (4.1.39)
0

9% A P

Utilisons le paramétrage de la variation et réécrivons la dérivée fonctionnelle seconde de 'action
. On remarque préalablement que les termes en y(t) dans sont quadratiques, I'intégrale entre
T et T + € engendrera donc un terme d’ordre ¢Z, que nous négligerons, au final les bornes de 'intégrale sont
réduites a [0, 7.

D’aprés (4.1.39) et (4.1.38)

1 27,
88 [sﬂ(t) —CE(t)] :/ L [ ©? — 290§+02£2] (4.1.40)
c 0 0%&
T 2
0°L |1 . .
dt 2 =P —Ep— ¢ 2 4.1.41
+/0 R LQW §p <p£+c££} ( )
%L
+ / dt 5 [02 ©* — 20+ 0252] (4.1.42)
0
A cette étape deux remarques s'imposent : ordre ¢ sera négligé et on avait montré que §25 [¢] = DY o3

Or dans cette partie, on considére que le point focal existe ce qui signifie que la premiére valeur propre A\; = 0.
Regardons le premier terme de (4.1.40)), (4.1.41) et (4.1.42)) ensemble ils reconstituent le premier terme de la
somme §25[¢p] soit A\1p? =0

Au final on peut réécrire

T 2 2 . 2L
88yl = -2 | dt azL( £) + a.—L(fso +@€) + aT(soﬁ) +o(c?) (4.1.43)
0 0%x 0x0x 0%z

34



Connaissant les conditions aux bords pour () on peut intégrer par partie pour avoir une expression dépen-
dant uniquement de £(t) et non de ses dérivées.
Procédons terme & terme :

/O dtg2L(g0§) {ZZL@} —/0 (ZZL >§dt (4.1.44)

Dans (4.1.44]) le premier terme disparait grace a la condition au bord sur ¢.

T 82[1 . X T 82 , 62 T T 82
/0 dtawx(§<p+<p€)=/o 9502 69 = [82 wf] —/0 dt<82 )g@fdt (4.1.45)

Dans (4.1.45)) le premier terme disparait grace a la condition au bord sur ¢.

En regroupant (4.1.44)), (4.1.45) dans (4.1.43)).
o°L 1" (" d (&L 9L d (9L
2 _ _ _ p _ 2
5°Slyl = 2[82 @5] 2/0 " <32$<p>§+ (3% n (a%)>g@§+0(c ) dt (4.1.46)

On reconnait I’équation de Sturm-Liouville (4.1.14]) avec A = 0. Au final

0*L
28y = —2 {62 wﬁ} (4.1.47)
Or les conditions initiales sur ¢(t) sont les suivantes : ¢(0) =0 et ¢(T') # 0
2 oL . . 9
§°Sly] = —2¢(T ) (T)go(T) +o(c*)dt (4.1.48)

On peut montrer qu’il existe au moins une valeur propre négative, en posant £(t) = t(t) puisque ¢(t) est

quelconque, le t en facteur permet de respecter la condition au bord & ¢ = 0, on obtient ainsi une quantité au
carré, donc positive a savoir %. Or nous avons prouvé dans la section précédente que pour avoir un minimum

de l'action il fallait 63% > 0. Et donc 62S[y] < 0 pour au moins une valeur propre.
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Chapitre 5

Optique

5.1 Optique principe de Huygens

Le principe de Huygens est une approximation décrivant la propagation des ondes lumineuses. Il stipule que
chaque point du front d’une onde émet lui-méme de la lumiére en se comportant comme une source d’ondes
sphériques de la forme

A
—ethr, (5.1.1)
r

En un point d’observation, 'important est la somme des amplitudes de chaque onde.
Nous verrons a la fin de cette section qu’il est possible d’établir un lien entre le principe de Huygens (et ses
approximations) avec I'intégrale de chemin (exacte).

5.2 Onde plane

Nous tenons tout d’abord & vérifier que le principe de Huygens permet de décrire la propagation d’une onde
plane, se propageant dans la direction x. On appelle ¥ la fonction associée au front de 'onde, d’amplitude A et
de vecteur d’onde k selon x,

U = Ae’k | (5.2.1)
y ei:r
' l
I x
| -
— \
2 L _ _ _ _ _ _ ,\, |

FIGURE 5.1 — Pour une onde plane, la fonction d’onde se propage davantage dans une direction, x.

Dans ce cas, la valeur du déplacement selon la direction de x est plus important que selon les autres directions,
ce qui permet d’écrire

1y? 4 2° 1
T:\/:r2+y2+z2:x(1+2y = )::E—&—Qx(yg—l—zQ). (5.2.2)

Dans l’expression de la fonction d’onde sphérique, on néglige les termes en y et z, ainsi % — %
En appelant C' la constante de normalisation de ¥, et en intégrant sur un élément de surface ds associé au front
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d’onde, nous pouvons écrire

U= C’// dséeikr (5.2.3)

~ C// dydzéeik(z""i(yuﬁ)) (5.2.4)
T
:Aei’”g// dydzefﬁ(yaf) (5.2.5)
x
C 2irx
= Aethe — 2 2.
e (5.2.6)
= Ae“mcz%r. (5.2.7)

On remarque bien que la dépendance de la fonction ¥ en = n’est a considérer que pour la direction de propagation,
et plus pour 'amplitude de la fonction, comme avec les ondes sphériques. Pour une onde plane idéale, I'intensité
ne décroit pas en s’éloignant de la source. Cependant, pour retrouver la fonction de 'onde plane décrite par
I’équation , nous devons poser, pour la constante de normalisation,

k
C=—. 5.2.8
201 ( )
Ainsi, d’une maniére plus générale, I’élément de surface a intégrer associé a la propagation d’une onde est de la
forme ,
k ezkr

2w or

(5.2.9)

5.3 Au voisinage du point focal sur ’axe optique

Dans cette section, on considére un systéme optique convergent, par exemple une lentille. Les rayons
convergent vers une zone assimilée & un « point »focal, et y arrivent en phase. Compte-tenu des dimensions
du systéme optique, on met en évidence une zone non éclairée, délimitée par une enveloppe appelée la caustique.

front d’ondes

caustique

FIGURE 5.2 — Les rayons convergent et mettent en évidence une zone d’ombre délimitée par une enveloppe
appelée la caustique.

Pour évaluer la position X de la surface d’onde selon I'axe optique, noté x, on se place d’abord dans un plan
20y. Pour le moment, on se place au voisinage du point focal, sur 'axe Oz.

La surface d’onde est alors représentée par une courbe que 1’on assimile a un cercle de rayon R. Ceci n’est
valable que si le déplacement X est trés petit devant le rayon de courbure de la surface d’onde. A deux dimensions,
I’équation du cercle est ici

(R—-X)*+y* = R?, (5.3.1)
et puisque X < R, nous obtenons
2
X = Qy—R. (5.3.2)

Quand on considére la troisiéme dimension, on associe un rayon de courbure & chaque direction y et z, respec-
tivement notés R; et Ry, proches I'un de 'autre. Cette approximation n’est valable que si la position de R; est
proche de la position de Rs et qu’elles sont assez grandes devant X, pour que l'onde soit presque plane. On
considérera par la suite Ry < Ro.
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surface d’ondes

FIGURE 5.3 — Représentation d’une surface d’ondes dans un plan contenant un rayon R.

L’équation de la surface d’onde devient dans ce cas
y? 52

X=——+—. 5.3.3
2R, * 2R, ( )

A trois dimensions, le rayon R de la surface d’onde observée depuis l'axe = s’écrit et peut étre approximé comme

suit,
2X  y? 422 1 1 1 1 1
R— X2 2 4 22~ \/1_ ~ 22 = N [pe—T 5.3.4
Vie—X2+y>+22~z —+ x—|—2(y (x R1>+Z n (5.3.4)

8

La propagation se faisant essentiellement selon x, la fonction d’onde ¥ devient alors,

k eikr
Uv=A [ — dyd 5.3.5
/2i7r T yee ( )
. y2 22
= il/em(“_T(%_R%)JrT(%_R%))dydz (5.3.6)
0w x
_alkl 20 20 (5.3.7)

R\ Ry ike
= \/(R1 T Aethr, (5.3.8)

Comme avec l'intégrale de chemin, les approximations effectuées dans le calcul de ¥ font apparaitre un com-

portement divergent aux points
=R et x = Rs. (5.3.9)

Lorsqu’on regarde le comportement de ¥ pour une onde se déplagant selon des = croissants, on remarque que
pour x < Ry, le terme sous la racine
RiR
\/ L (5.3.10)

(R —z)(R2 — )

est positif. En dépassant le premier point de divergence on a R; < z < R, ce qui fait apparaitre

1 1 o
— === e % (5.3.11)
avec la racine
R Ry iz
5.3.12
\/<xR1><R2z>e - (65:3.12)



R R

FI1GURE 5.4 — Surface de I'onde. On met en évidence les deux points x = Ry et = Ry, qui sont les deux points
de contact d’un rayon avec les deux caustiques.

ce qui se traduit par un déphasage de § dans la fonction ¥. De méme, en passant par le second point de

divergence en x = Ry, on fait apparaitre un nouveau déphasage de 7, qui implique

R1R2 —im
\/(x—Rl)(:v—RQ)e ' (5.3.13)

Les points Ry et R, étant voisins, on considére qu’ils forment une zone de convergence assimilable & un point
focal. En passant par ce point, on observe un déphasage d’un angle 7.

5.4 Au voisinage du point focal et de la caustique

On regarde maintenant ce qui se passe au voisinage du point focal. On peut mettre en évidence une zone
d’ombre, délimitée par une surface que 1'on appelle la caustique. Il serait cependant possible de montrer que
I'intensité lumineuse est trés forte juste avant de passer dans la zone d’ombre. La transition entre ces deux
domaines d’intensité sera évoquée dans la section suivante.

On désigne par ¢ une fonction s’annulant sur la surface d’onde dont ’expression générale peut étre décrite par
un développement en z, petit devant les rayons de courbure,

cp(x,z):z—;—R—gx +... (5.4.1)

Les deux premiers termes de la partie & droite du signe égal sont présents dans l’expression de la distance de
la surface d’onde au point focal dans la section précédente. Le dernier terme permettra quant a lui d’éviter la
divergence observé dans le cas décrit précédemment. Il est inutile de pousser le développement plus loin en =z,
notamment en x* car l'effet de se terme serait nul par symétrie autour de 'axe z = 0 (seules les puissances
impaires entrainent une dissymétrie de part et d’autre de cet axe selon la valeur de z).
Le point d’observation est repéré par les coordonnées (X, Z). Lorsque la surface d’ondes arrive en ce point, on
a

(X, Z2)=0 (5.4.2)

En supposant que 'on a X > z, coordonnée du point d’émission, on peut développer ¢(X, Z) au premier ordre,
ce qui donne
(X, 7)) =p(x,2) + (X —2)pl, + (Z — 2)¢’,. (5.4.3)

Puisque les deux valeurs de ¢ ci-dessus sont nulles d’apres (5.4.2)), nous avons, pour une tangente a la surface
d’ondes,
(X —x2)pl, +(Z —2)¢., = 0. (5.4.4)
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L’équation décrivant la normale aux surfaces d’ondes se trouve par orthogonalité,

(X —2)¢, = (Z - 2)¢, =0, (5.4.5)
avec 9
o= —% - ?ﬁxz et ¢l =1 (5.4.6)

Ainsi, pour la normale D,, on obtient une parabole caractérisée par ’équation
X—-—z+ (% + x2> Z +o(x*) = 0. (5.4.7)

Pour trouver l’enveloppe caractérisant la zone d’ombre, on considére I'intersection entre D, et D., dont l'ex-
pression est

—1+ <i + 25x) Z +o(x?) = 0. (5.4.8)
L’expression de Z associée au rayon de courbure est alors
Z = R(1 — 2BRx + o(x?)), (5.4.9)
ce qui donne ’expression du paramétre z,
T = —%. (5.4.10)

On remarque que pour x = 0, on obtient Z = R, et que tout cela désigne respectivement le centre et le rayon
de courbure de I’enveloppe. Pour I’équation caractérisant ’enveloppe par X, on obtient,

X=u-— %Z — BZ2* = BRx? + o(z?), (5.4.11)

ce qui donne au second ordre en z I'expression X = BRx?. En remplacant le paramétre 2 par son expression
(5.4.10)), on obtient pour ’enveloppe

Z—-R)? _(Z—R)?
X:(4BR3) _ ! N ) , (5.4.12)

dans laquelle on identifie le rayon de courbure p de I’enveloppe,
p=2BR>. (5.4.13)

On applique maintenant la formule de Huygens, ot on note d la distance séparant le point d’émission de
coordonnées (z, z) d’un point voisin du point focal, de coordonnées (£, R + 1), avec £ et 7 petits.

A

caustique

surface d’ondes

FIGURE 5.5 — Développement au voisinage du point focal.
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On a

cikd cikd
\IlzC/ds 7 oc/dx R (5.4.14)
L’expression de d? est alors
2 2
&= (¢ —2)?+ (R +— ;—R - [;x?’) , (5.4.15)

et au voisinage du centre de courbure, on développe au premier ordre en 7 et £ et au troisiéme ordre en z,

2 2
- 5R$37 TIzziiﬂxS

d?=a*—-2 2 + 2Ry — o? = 4.1
z x4+ R°+2Rn—=x 3 7 3 (5.4.16)
2n 28 n ny 28
_ p2 an & N 2 N 4P 3
R (1+ o — —a— ko <1+ R) 57 ) (5.4.17)
pour obtenir finalement
_ § U ny B s
Au point focal, n = 0 et £ = 0, et nous avons
B s
d=R— —x°. 4.1
R Y (5.4.19)

3

)

En faisant le méme développement qu’a la section précédente, mais en tenant compte cette fois du terme en =
on évite la divergence qui nous posait probléme. Ce développement avec 8 # 0 permet en effet de faire moins
d’approximations.

5.5 La fonction d’Airy

Foo - 143
Alz) ;:/ et t3t7) gt (5.5.1)

Retrouvons I’équation différentielle pour A, essayons avec

d2

@A(x) —zA(xz) =0 (5.5.2)

d2 oo ; 143 oo : 1,3 d +oo : 1,3
———A(z) + zA(z) = / (t% + z)ettetst) gt = / Eez(t”’+§t )dt = E/ st dr (5.5.3)

2
dlL’ — 00 — 00 —00

On reconnait dans ([5.5.3]) une dérivée totale par rapport a la variable ¢, reste a connaitre le comportement
a l'infini. On remarque au passage que cette équation est semblable & une équation de Schréodinger pour un
potentiel V = x.

Comportement & l'infini

Dans ’équation ([5.5.1)) la phase est oscillante, on demande donc a ce qu’elle s’annule d’ou
2 +x=0 (5.5.4)

Si z < 0 alors t = ++/|z| et Si & > 0 alors t = +i\/x

On voit qu’a Pinfini le terme en > domine. Effectuons le changement de variable suivant ¢ := pe(*®) alors
3 . 3
z% = i%el(?’@) = i(cos(36) + isin(36)). On en déduit que la partie réelle —%Z-sin 30 peut faire diverger cette
intégrale.

Schématisons le comportement de A(x) a Uinfini, c’est & dire pour p trés grand.

Etude du cas x<0, phase stationnaire

On développe l'expression de U'intégrale, autour des 2 poles. Dans un premier temps, on pose t := + +/|z| + s,
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FIGURE 5.6 — CV : domaine de convergence, DV : domaine de divergence

FIGURE 5.7 — Déformation du contour, autour des 2 poles réels

on injecte dans (5.5.1)).

1 1
tr + §t3 =zv/|z| + s+ 3 (\x|3/2 + 3|a|s + 3|z[Y/2s% + 53> (5.5.5)

Les termes linéaires en x s’annulent & cause de la valeur absolue, et on néglige le terme d’ordre 3 en s. On injecte
ce résultat dans (5.5.1]), et on obtient 'intégrale gaussienne suivante :

Al(l‘) _ 67%‘z|3/2+i‘$‘1/252 dS _ 67%|I‘3/2 1T (5.5.6)
|z[1/2
En procédant de la méme fagon pour le second pole, —+/|x|, mais cette fois ci en posant ¢t := —4/|z| 4+ s, on

obtient le résultat similaire

_ 2i x|3/2 T
AQ({L‘) =es3 | A/ W (557)

Au final, et en faisant apparaitre une phase dans I’exponentielle

i 3/2 - —2i 3/2 -
(e%m P—ig +e7 lal / 'H%)

Agco(®) = A1+ Ag = 2|1/

Ayco(w) = 2205 cos (32 - 5) (5.5.8)

Peut on négliger & U'infini les contributions ?
D’un point de vue général, si © est une fonction de la forme.

O := /eia¢(z) (5.5.9)
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FIGURE 5.8 — A, <o(x) Le facteur QIM% donne l'enveloppe de A, o(z).

Avec ¢(z) maximale en z = 0. On développe ¢ autour de son maximum au second ordre d’ott p(z) = ¢(0) + 3¢(0),

I'intégration est celle d’'une gaussienne et on trouve une décroissance en \/g .

Si ¢’ n’admet pas de zéro sur [a,b], on peut faire le changement de variable suivant y := ¢(z) (car fonction
monotone) et dy = |¢/(x)|dz et [ e’V |¢f'l(g)| x +

Pour trouver « on utilise un changement d’échelle tel que t = ¢/z'/2 et on intégrera i A +5t),

Etude du cas x>0, méthode du col

FIGURE 5.9 — Déformation du contour, autour du pdle imaginaire pure

En utilisant le théoréme de Liouville, "toute fonction holomorphe est constante si elle est bornée". Dans
notre cas A(x) n’admet donc pas de maximum ou de minimum.

On se rappelle que pour z > 0 I'unique pole contenu dans le demi plan complexe tel que la partie imaginaire
soit positive est +iy/x.
Posons t := i\/x + s

1 1
te + §t3 =iz/|z| + zs + 3 (—i|$|3/2 — 3|z|s + 3i|z| /25 + 83) (5.5.10)

Le terme linéaire disparait & nouveau. En remplagant dans U'intégrale (5.5.1))

Agso(z) = /ei(%|$‘3/2+i|w|l/2s2) ds

Apso(w) = e3P (5.5.11)

43



0.54

-0.5

FI1GURE 5.10 — Graphe de la fonction d’Airy.

La partie oscillante correspond A, o(z) et la partie exponentiellement décroissante est donnée par A,~o(z).
La divergence est absorbée par le terme d’ordre 3 en z. On peut remarquer que la derniére oscillation, donc

celle d’amplitude maximale est située a une phase de 7 par rapport a l'origine. Cette remarque nous sera utile

lorsque nous aborderons 1’approximation BKW. (voir section [6.1.1))
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Chapitre 6

BKW - Approximation semi-classique

6.1 BKW - Approximation semi-classique

6.1.1 Approximation BKW

Dans cette partie on suppose que z € R, donc probléme & une dimension (ici m = 1). L’approximation
semi-classique consiste & rechercher les solutions de I’équation de Schrédinger sous la forme

Y(z) = i 5l (6.1.1)
Rappelons ’équation de Schrédinger & 1D

h2
—S U (@) + V(@) = By (6.1.2)

On calcul ¥'(z) et ¥’ (x) puis on les injecte dans (6.1.2)), les facteurs en5[7] ge simplifient et au final on obtient
une équation différentielle sur I'action

S2[x] —ihS"[x] = 2(E — V) (6.1.3)
Insistons sur le fait que (6.1.3) est exacte, nous n’avons pas encore fait d’approximation.

Développons ’action en série de A

S[z] = Solx] + RSy [x] + B2 Sa[x] + ... (6.1.4)

On injecte (6.1.4)) dans (6.1.3)), et on regroupe en puissance de f.

Termes en A°
S2[a] = 2(E — V(2)) = Sola] = / VAE =V (@) da (6.1.5)

On nomme Sp[z] action réduite puisque Solz] := [ pdg. On peut le justifier comme ceci : L := pj— H et si H
est constant on définira ’action réduite & une constante preés.
Au final on peut réécrire la fonction d’onde & 'ordre 0 comme ceci

P(z) = enlrda (6.1.6)

Une fois de plus (6.1.6) nous prouve que le lien entre la mécanique classique et la mécanique quantique est étroit.
En premiére approximation la fonction d’onde est reliée a ’action réduite.

Termes en h! _
258! ] — il = 0 — Si[z] = %log S+ k (6.1.7)
Or de Splz] := [ pdg on déduit que Splz] = p.

Déterminons la nouvelle expression de la fonction d’onde au premier ordre. La constante arbitraire k sera
transformée en facteur de normalisation K.

¢(1’) _ e%(So-l-iélogS(l)) — %exp (% fxpdq) (618)
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Il faut faire attention n’est valable que pour des impulsions grandes, nous rencontrerons plus loin
les divergences sur 9 (z). Si on continu le développement en puissance de A% on ne trouve pas une expression
significative, en revanche il est & noter qu’au dénominateur, les puissances de 'impulsion p augmentent, ce qui
accentue le phénoméne de divergence pour les impulsions proches de zéro.

On définit les "points de rebroussement" (aussi appelés "turning points"), points auxquels la vitesse change
de sens, et 'impulsion devient nulle, ce qui engendre une divergence sur 1, pour contourner ce probléme, on
approxime le potentiel V(x) par sa tangente. On dit donc que V(z) = ax et on retrouve ’équation différentielle
vérifiée par la fonction d’Airy qui cette fois ci est aussi vérifiée par la fonction d’onde v,

d2
dx?

Y(x) —ap(x) =0 (6.1.9)

6.1.2 Approximation BKW généralisée

Comme dans la section sur le potentiel quadratique, nous allons utiliser la méthode des variations, et nous
justifierons le remplacement d’un lagrangien non quadratique par un lagrangien quadratique. L’approche est
totalement différente de celle ci-dessus, ot nous utilisions 1’équation de Schrodinger.

N+41 .
G™N) (b, T; a,0) = (2:;2.6) ’ /da:l... dzy exp (;S(N)(xl,...,a:N)) (6.1.10)
ou apparait ’action discrétisée
Y orm
SN (zy,... zN) = Zs |:5((Ej+1 —x;)? — V(xj)} (6.1.11)
j=0
avec
x =b zy=a 5*L (6.1.12)
N+1 =10, X9 =a, N1 L
et nous avions montré que
G(,T;a,0) = I&im GMN(b,T;a,0) (6.1.13)
— 00

On utilise la méthode de la phase stationnaire, d’ou les équations suivantes

a5(N)
6Z‘i n

i=1,...,N (6.1.14)

qui nous conduisent aux équations du mouvement discrétes

Tit1 — 2T; + i1 . 3V(xz) -
m -2 = — 1=1

o yoany

N (6.1.15)

On pose T; solutions classiques des équations du mouvement et y(t) variations quelconques autour de Z;. Et
comme lors de ’étude des potentiels quadratiques on approxime le potentiel par sa tangente.
On développe action autour de T; + y(t), et on fait apparaitre 'action quadratique.

My a 2 OV (z;)
5S ; [ (a1 — )2 — 5ijj} avee W = S22 (6.1.16)
Il faut noter qu’ici nous sommes en dimension n et donc W} est une matrice.
On peut généraliser 'expression de la dérivée fonctionnelle de 'action
N
o™V (z;)
§mSly) = — Iy 6.1.17
bl === 3 (6.1.17)

On réutilise la méthode développée pour les lagrangiens quadratiques, c’est a dire qu’il faut calculer le dé-
terminant de la forme quadratique associée.
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On reprend expression de o que 1’on avait démontré (voir section 4. 1))

2 -1 0 0 0 r Wl 0 0 0 0 7]
-1 2 -1 0 0 0 Wy 0 0 0
m . . 1
0 0 1 0 0 0 Wyog 0
0o 0 0 -1 2 | L 0 0 0 0 Wy

Posons 162S[y] :=enTon

On constate dans (6.1.18]), que la matrice de gauche est une matrice de Jacobi. Rappelons quelques propriétés
sur ces matrices.

Elles sont de la forme

Ji=10 ¢ . .0 (6.1.19)

00 - . b

L0 0 0 ¢ a]yen
Les valeurs propres sont A, = a — 2v/bccos (k) k=1,....N 0= T
iz1

Le k-iéme vecteur propre (oy); = (§) ™ sin (jK0).

Dans notre cas A, = 2(1 — coskf) = 4sin”® (&) et (ay); = NLH sin (jk6). Le facteur NL_H est un coeffi-

cient d’échelle, fonction de la taille de la matrice.

Dans notre cas, le systéme aux valeurs propres est le suivant 0§ = I€, avec |1 < ls < --- < ly. Pour j grand
I'influence du potentiel est négligeable, on ne tiendra pas compte de la matrice de W, et on se retrouve donc
uniquement avec une matrice de Jacobi. Les vecteurs propres de J et o différent donc seulement par le coefficient
d’échelle, d’ou

2m . 70
I = = sin? <2> (6.1.20)
Pour 1 << j << N, sachant que 6 = NL_H et e = NL-H

l‘—2—msin2 _JT
T e 2(N +1)

2
lj = —2r2 4o (‘7) (6.1.21)

On sait que les vecteurs propres ¢ sont orthonormés, donc dans la limite N — on peut écrire

=

e6l¢ =2 (&);(&); = bk (6.1.22)
j=1

En remarquant que les (ax); o< (&); et en utilisant (6.1.22), on a lisométrie suivante au facteur e prés
(©)5 (&) = ¢
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Les &; formant une base d’aprés (6.1.22f), tout vecteur peut étre décomposé dessus. Soit 7 un vecteur a N
composantes.

N
i = Z(éj)z—cj (6.1.23)

En multipliant (6.1.23) par Z;.V:l(fi)jcj et en utilisant (6.1.22)), on obtient ’égalité de Parseval en’n = c’ec.

On peut donc réécrire la dérivée fonctionnelle seconde de 'action, en utilisant ((6.1.22))

N
1
5625[ yl == enTon =ect' (&) Zc?l] (6.1.24)

Jj=1

En généralisant ceci, la dérivée troisiéme de ’action s’écrira comme le produit de trois vecteurs c;, la dérivée
troisiéme du potentiel du potentiel, et trois matrices (&;);.

On souhaite réexprimer le propagateur, pour faire apparaitre la diagonalisation de ’action non classique.
Le volume d’intégration est inchangé puisque nous utilisons des isométries ((&;); sont dans O;(R)), donc
dyi ... dyy = dny ... dny. Il n’en est pas de méme entre dn; et dc;.

Om.-..v) _ e F N
der...cn) = det(&); = y/det[(&)] (&) det= =g~ N/? (6.1.25)

Comme nous 'avons fait dans la partie sur les potentiels quadratiques, on peut séparer dans le propagateur
Paction classique de l'action non quadratique liée aux variations y(¢). En utilisant la diagonalisation ci-dessus,

I’équation (|6.1.25)), et ’équation (6.1.24)) on exprime ((6.1.10)) sous cette forme
m o\ i i i 1
(N) . — —N/2 hd Z 2 il
GW)(b,T;a,0) = (27rhi5) 5 exp (ﬁSCZ> / dey ... dey exp <h leci + e mzzg m!(smS) (6.1.26)

En utilisant 'approximation de la phase stationnaire, on peut se débarrasser de >~ _, nll, 0™S (cf Calcul des
variations 1). Dans ce cas, le propagateur GgN) sera de la forme (3.2.27)).

Retournons au cas ou l'on conserve Zm —3 m,5mS Comme nous passons par l'intégrale de chemin nous
devrions utiliser ’approximation de la phase stationnaire, mais M.Schulman (voir ref. [1]) fait la remarque sui-
vante : le probléme est plus facile a traiter sous la forme d’intégrale de Wiener via la méthode du col de Laplace,
bien siir cela ne change pas la véracité du raisonnement.

Considérons donc le propagateur suivant

Ni1 .
G (b, T;a,0) = (2:;2,8) P N2 exp <;_Lscl> x (6.1.27)
X / dei ... deyexp ——Zl ¢+ — on Z Uj, j,j3Cj1CjaCig + - - -

J1,J2,33

On remarque le changement de variable suivant p = ih, la limite asymptotique est donnée par p — 0.

6.1.3 Aparté sur Papproximation asymptotique

= 2\/7/ @ +7(@) g (6.1.28)

On choisit A — oo, et f(x) = ( 2)/f(z) > 0 Va € R Le point stationnaire est x = 0 et par la méthode de
Laplace on devrait avoir F'(A) — 1 = o(1), A — oco. Vérifions ce résultat.

Considérons l'intégrale suivante
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Soit

%(1 —F(\) = \/5/000 e (1 — e M@ g (6.1.29)
:/: /:O = AL+ Ay (6.1.30)

Dans (6.1.29)), on a utlisé le fait que l'intégrale gaussienne en x? est normalisée & I'unité, et dans (6.1.30)) on
découpe l'intégrale en deux parties. Le choix judicieux de a sera établie plus loin.

Cherchons a majorer (6.1.29)), pour cela commencons par majorer (1 — e_)‘f(f”)). En développant I’exponen-
tielle en série au premier ordre en A, on constate que I'on pourrait majorer (1 — e_’\f(“”)) par Af(x). Vérifions-le,
via une réécriture sous forme d’une intégrale double ordonnée (avec f(z) = 0).

f(@) T
—1+e_)‘f(””)—|—)\f(x):/ )\QdT/ e M dy >0
0 0

1—eM@)Y <A\f(x) Va/f(z) =0 (6.1.31)

On peut donc majorer I'intégrale A; en utilisant (6.1.31) dans (6.1.30)

3/2 o0 )
\/7/ A A(z ):/> </0 e dt) Ogla?i{af(w) (6.1.32)

Mais on avait choisi f(z) = o(z?) donc il existe une fonction 7 telle que maxo<z<a f(z) = a’n(a) avec
n(a) = o(1),a — 0.

Au final
Ay < Aa®n(a) (6.1.33)

Majorons l'intégrale A,. On retire la contribution négative —e*(®) notre majoration n’en sera que plus

vraie.
A A \f R
< — a? — T
AVES 7T/a do = / (2)@:) dx
__\/7 1 e—)\x2 OO_ é/OO _>\LE2 1 d
N T2\ =z T Ja ¢ 2z

—Xa?
e
Ay <

= VT a2

(6.1.34)

N’oublions pas que 1’on cherche & démontrer que F'(A\)—1 = o(1), A\ — +00. On souhaite donc que A;+Ay — 0
quand A\ — +o00. En regardant I’argument dans I’exponentielle de (6.1.34)), on a Aa? — +o0, il faut donc que
a — 0 plus lentement que l/ﬁ pour avoir Ay < 0. En méme temps, d’aprés (6.1.33)) il faut Aa®n(a) — 0. On
avait f(z) = o(z?) et n(a) = o(a), si f(z) = x* alors n(a)  a2. 1 faut donc choisir a = log(\)/v/A.

6.1.4 Retour a approximation BKW généralisée

On reprend 'expression (|6.1.27]) avec

BV (
Jldz,]s = 62 amfk 6]1 (gjz)k(gjé)k (6135)
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Cette fois nous avons N intégrales de la forme F(\ \/> f @ +£(2) g (cf m Il faut donc

montrer que la somme des erreurs individuelles dans I’ approx1mat10n de F'()\) tend vers zéro lorsque u tend vers
Z€r0.

Nous considérons l'intégrale (6.1.27) comme une intégrale de Wiener, le terme quadratique en ¢; sera donc
la mesure pour les temes 6™S, m > 3. Comme dans 'aparté ci-dessus, nous voulons montré que F'(\) — 1 pour
p — 0. Mais maintenant F'(\) est de la forme suivante, en tenant compte de la normalisation

[, dey . [T denexp (—i S UicE + G0 2 s Udniands Cia CiaCis + - - )
ffooo dey ... ffooo dey exp (—i Zlic?)

F(p) = (6.1.36)

On découpe a nouveau chaque intégrale entre [—oo, a;] et [a;, +00]. Il faut donc choisir judicieusement les a;.

On peut généraliser I’équation ((6.1.34])

—la?/p
Az <
2 Z /la2/

Pour assurer la converge de Ay vers zéro, il faut que les a; tendent vers zéro plus lentement que /p/1;.

(6.1.37)

Maintenant il faut montrer que le terme quadratique en ¢; domine les termes §™S,m > 3. On généralise
(16.1.33)) par

< max chlc]ckU”k Zaiajak\Uijﬂ (6.1.38)

3
Les U sont les coefficients de Fourier de la fonction 2 a‘/g 2) prise le long de la trajectoire classique Z et non

sur un mouvement de type brownien, les U restent donc bornés. En utilisant le lemme de Rieman-Lebesgue on
peut majorer |Ujx| < J% d’ou

3

IR DY (6.1.39)
H 7 J

Cherchons les a; tels que (6.1.39)) et (6.1.37)) soient respectés. Pour cela on définit a; = b;y/p/1;. Lerreur sur
F(u) peut donc étre majorée par

3

bj
Zj: NG (6.1.40)

_p2
eb

Ap+ Ay < Z b
5V

On choisira donc les b; tels que b; = 4 /log i et au final les a; qui permettent de négliger les termes .S, m > 3

dans ’exponentielle sont

a; = %logi (6.1.41)

6.1.5 Regle de Bohr-Sommerfeld

D’aprés le graphe de la fonction d’Airy, il y a un nombre entier d’oscillations entre les 2 points de rebrousse-
ment (points auxquels la vitesse change de sens, et donc par continuité I'impulsion devient nulle, ce qui engendre
une divergence dans l’approximation BKW)
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— Sans tenir compte du raccord avec la fonction d’Airy : Si on veut que la fonction d’onde 1 s’annule en a

ou b, il faut
I I
sin f/pdq =0—>f/pdq:n7r n ez (6.1.42)
h a h a

Si on calcul Pintégrale sur un cycle, il faut tenir compte de laller/retour, or p change de signe, et ¢ aussi, la

quantité fab pdg est donc doublée. En tenant compte que i = h/27 on obtient
b
]{ pdg=nh nez (6.1.43)
a
— En tenant compte du raccord avec la fonction d’Airy : On a montré qu’a chaque point de rebroussement,

il existe un déphasage de 7. Dans le cas présent nous avons deux points de rebroussement, un a chaque extrémité
du potentiel.

1 . 1/t T w 1 /b us
Wmn(h/apdq—4—4>=0—>h/apdq:n7r—|—2 neN (6.1.44)

$pdg=(n+1Hh neN (6.1.45)

Il faut noter que grace a la connexion avec la fonction de Airy, on retrouve ’énergie de point zéro, qui contient
toutes les fluctuations quantiques.
Appliquation a l’oscillateur harmonique

L’équation de Schrodinger dans ce cas 1a est

h2 " 1 2,2
V(@) — guPat = By (6.1.46)

Calculons le nombre d’oscillations

/pdq:/mdx:/mo@ (6.1.47)

Tw

Posons :=sin6
V2E

2F 1
/pdq = —(0+ -sin(20)) (6.1.48)
w 2
On cherche a évaluer cette expression pour un cycle. On cherche z tel que v2E — w22 > 0 soit —@ <z <
‘/%T donc 0 € [~7, 5. Avec le méme argument que précédemment, on double 'action réduite pour un cycle.
Bk 2F
j{ pdq:2/pdq=2—(g—|—0) (6.1.49)
_ w
2

Or f;pdq = (n+ 2)h on en déduit en utilisant (6.1.45)

E=ho(n+3)| neN (6.1.50)

Ce fameux terme % est comme nous le verrons plus tard, via I'intégrale de chemin, lié¢ aux indices de Maslov.
Dans le fondamental, il n’y a pas d’oscillation entre les 2 raccords de la fonction d’Airy et on retrouve une
fonction d’onde de type gaussien.

Il est a noter que ce type de démarche, via les points de rebroussement, peut étre exploitée pour les pendules.
En effet a basse énergie, il existe 2 points tournants alors qu’a haute énergie il n’en existe pas.
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6.2 Niveaux d’Energie par l'intégrale de chemin

Toute notre démarche est inspirée par un article de R.Dashen, B.Hasslacher et A.Neveu [6]. Nous allons
passer par les poles de la résolvante, déterminer sa trace, il nous faudra donc sommer sur tous les chemins qui
forment des boucles fermées, et exprimer cette quantité en fonction de I'intégrale de chemin.

G(E) = tr(ﬁ) => Eﬂ%E (6.2.1)

En utilisant ’astuce classique
1 oo
- = / e "t dx (6.2.2)
t 0

On écrit G(E) sous la forme suivante, et on applique le fait que la trace est une opération linéraire
G(E) = mﬂ/ dTe# (F-IT — he%ET/ dT tr(e™ HT) (6.2.3)
0

Par définition de la trace
tr(e™ _lHT / dz < zle™ HT|x > (6.2.4)

On constate que sous cette forme on vient d’écrire 'amplitude de probabilité de passer d’une position initiale x
et d’y retourner, on somme donc des boucles fermées, ou plus mathématiquement des chemins périodiques ayant
pour période T'. Nous verrons que c’est la périodicité des chemins qui implique la discrétisation des niveaux
d’énergie et les état liés.

Nous avons déja montré que 'on peut encore réécrire le membre de droite de (6.2.4)) via la formule de
Feynman

= Is[l]
AT / Dax(r)e 7 (6.2.5)
Dans notre probléme, on considére un lagrangien, et donc une action de la forme

T
S = /0 %ﬁ —V(x)dr (6.2.6)

On utilise la méthode des variations (et donc de la phase stationnaire) qui consiste a choisir une variation
quelconque autour de la solution classique, et développer le potentiel au second ordre autour de cette solution
classique. On se rappelle que le terme linéaire en la variation sera amené a disparaitre, et que les conditions aux
limites portant sur I'intégrale sont simples. Au final

iS[x)

tT(e%HT) = eiscfl'm(T) /Dx(T)dmcl(O)e 3

(6.2.7)

Il est & noter que la mesure dz.(0), ou facteur d’ancrage initial, représente la liberté de commencer le dévelop-
pement n’importe ou le long de long de la trajectoire classique.
On rappele I'expression de S[x]

T
Sla) :/O %:&2 _ %xQV"(a:Cl(T))dT (6.2.8)

Et les conditions limites périodiques suivantes z(0) = 0 et z(T) = 0.

Nous allons évaluer I'intégrale fonctionnelle (6.2.7) par une méthode introduite par Gel’Fand et Yaglom (ref.
[7]) aussi appelée "shifting method". On introduit le changement de fonction z(7) tel que

) i=a() - | ' M:cw i (6.2.9)

Il est & noter que ce "mapping" est triangulaire, comme nous le verrons plus loin.
De plus la fonction N est définie telle que N := —V”N.
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Montrons que l'inverse de ce mapping est de la forme

olr) =olr) 4 N) [ Sl vt d (6.2.10)

Nous allons montrer I’égalité des dérivées. Commengons par dériver (6.2.9) par rapport a 7

N
y=j3—N9€ (6.2.11)
De méme avec ((6.2.10)) . .
[N N
x=y+N/N2yd,u+Ny (6.2.12)

Injectons (6.2.10) (expression de z(7)) dans (6.2.11)), aprés quelques simplifications élémentaires, on re-
trouve bien I’équation (6.2.12]). Les expressions dérivées sont donc bien égales.

Notre but maintenant est de faire disparaitre le potentiel V" (x.;) de S[z]. On se souvient que N := —V”N.
De on déduit
1, 1, N 1 N? 2

On remarque dans cette expression que ’on pourrait réécrire = pulsque

d (NY_N _ N?
dr\N|] N N2

Remplagons dans (6.2.13))

%yz _ %562 _ %di (1 2) n %xz ( < )) (6.2.14)

Ou encore en faisant apparaitre le potentiel

1, 1., Nd{1,\ 1 " N
St =it = — (2 - — = 2.1
2/ T3 T Nur (2”5 T (v N (6:2.15)

On en déduit, en reconnaissant la dérivée totale par rapport a 7 & savoir ( %% l502) - %xQ% (%)), et
en utilisant les conditions limites périodiques
: T
T T T
Lo Lo 1,9 LIN , L.y ",.2
—y dr = —z* - =V dr — - | = = \%4 6.2.16
| gitar= [ Ga-gvietlar—g |5t = [ e | (6:2.16)
0
Nous allons pouvoir exprimer S[z] en fonction de fOT 192 dr dans (6.2.3).
1
- -
Slz] = / —ydr (6.2.17)
O 2

Mais pour écrire tr(e 7) nous devons rajouter cette fois ci des contraintes sur la fonction y(7), contraintes
que nous exprimons a 'aide d’une distribution Delta de Dirac (correctement normalisée par 27h), via un para-

meétre a, et en intégrant sur a. En utilisant (6.2.7)

—i S, (T) da DZ‘
tr(e® 1Ty = eT/ Dy(7)=— dz(0) “ X

X exp <; ( /O %z’f +a (y(T) + N(T) /O ]ZVVQ((TT))y(T) m))) (6.2.18)
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Maintenant, trouvons le jacobien du changement de fonction ’g—‘z‘. Pour cela discrétisons la matrice repré-

sentant le mapping z() < y()

- 14 N(r — )& (7 — 2) :
Igéf) - 1+ N(r) s (r—¢) yg&f) (6.2.19)

2‘2

On remarque que N(T)%@/(T) = %y(r)

Utilisons I'intégrale trapézoidale pour de meilleurs résultats, cette démarche revient & associer aux extrémités
de l'intervalle un coefficient % et aucun aux termes intermédiaires puisqu’ils seront comptés deux fois.
D’ou le terme diagonal suivant .
1N
1+ -—¢ 6.2.20
5N ( )

Or nous cherchons le déterminant, soit le produit des valeurs propres.
1IN
det = 1+ =-—
1IN 1IN
1 14+ == = ——
w1 357))-Eie
En prenant I’exponentielle

Dz
Dy

_|N(T)
=\ %@ (6.2.21)

Dans ’équation (6.2.18) on peut exprimer 'intégrale fonctionnelle uniquement en fonction de g(7), le but
étant de se ramener & une intégrale gaussienne translatée. Pour cela, effectuons une intégration par partie sur
le terme suivant

T T T T
N(T)/O ]]\;((:_))y(ﬂ dr = N(T) ({—;y]o -I—/O ]i[yd7> = —y(T)+N(T)/O %ydT (6.2.22)

En utilisant la condition au bord pour sur y(7), a savoir y(0) = 0 on en déduit que
T x T
N(7) 1
T — d =aN(T —yd 6.2.23
a<y<>+/o T ) oN(T) [ odr (6:223)
On peut donc réécrire (6.2.18)) comme cela

i iS.(T) da Dz
e =S [ Dy o))

Maintenant complétons le carré

T T T 2 T 2

1, 1. 1 Y N(T) 12/ N(T)

= N(T) | —gdr =~ 2a—=2) 2 A 2.2
‘A2y+a ()ONyw 2A w(y+cxN Rl dr (= (6.2.25)

On reconnait une intégrale gaussienne sur y et sur a.
. T T . LT 2 : T
i 1.5 1. 14 9 N(T) 114 2/ N(T)
- = N(T —ydr | = —— d 20—— | — == dr | ——
exph</0 5Y +a ()/O v 7') exp[2h/0 T(y+aN e | T~
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n commen r intégrer sur 7), en étendan rne supérieur a l’infini. u ur 4/ ==, On
On commence par intégrer sur les y(7), en étendant la borne supérieur a Uinfini. D’ou le facte 27377 O
intégre ensuite sur les «

1i [T N(T)\> 1i r N(T)\?
Dy( P4 20— ) — --a? —
/day )expl2h/ d7'<y+aN> 2ha/0 dT(N>
1 —i 2 27Th
= oh y=(T)
\/2i7rhT/DyerT T

ify dr (%)2

\/ \/ 27rhT orh
2imhT N\ 2
e ()

2imh
2
T N(T
Jy ar (M)
en tenant compte du calcul précédent

= isa (1) 1 Dzx 2imh
HT /dmcl l

2rh Dy’ fOT dT(%)z

Ecrivons tr(e# A7)

o N(T
Or nous avons montré précédemment que | 22| = N((O) d’ou

Dy
-1
e;lHT 1 s Sel(T) / . N(T) /T dTN(T) (6.2.27)
V 2rn® el INORWA N -

Il nous faut trouver quelles sont les fonctions N (7) acceptables. Utilisons (6.2.6)) pour déterminer les équations
du mouvement classique. On trouve via les équations d’Euler Lagrange

i=—V'(z) (6.2.28)

Faisons apparaitre N(7) en dérivant une nouvelle fois,
=—V"(x)x (6.2.29)

On rappelle que N = —V” N, et on choisit N(7) = @(r)

Avec la méthode de la variation de la constante, on trouve une solution particuliére aux équations du
mouvement. Posons N(7) = Kz(r), Ke€R

Ki+2Ki+ K% =-V"Ki

K_ i
K T
. cste
K= =2
K= %€y
x
Finalement, on définit N(7) ainsi
1
N(r)= (a/jjsz—i—ﬂ)i a,BER (6.2.30)

On insiste encore sur le fait que x(7) représente la trajectoire classique. De plus « et 8 doivent étre choisis
judicieusement pour assurer la convergence de 'intégrale fonctionnelle (6.2.18]).

On souhaite réécrire ce terme 4/ 1]\\7,((5 ( fo dr —)
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6.2.1 Aparté sur le champs de Jacobi

Dans ce probléme on se place au point initial, avec une vitesse initiale donnée. On s’intéresse aux différentes
trajectoires classiques possibles.

Soit z(7) une solution classique telle que z(0) = a et ©(0) = p.
On définit le champ de Jacobi
9z (p,t)

dp

J représente 1’évolution des trajectoires en fonction de 'impulsion initiale.

J = (6.2.31)

En différenciant les équations d’Euler-Lagrange par rapport a p il vient
(M@x L DOLOY_ D oLie, 0010
Ox 0% Op 0% 0% Op Ox Ox Op 0% Ox Op

< 0*L 82LJ> B 0%L 0 oL .

o205° %% 727 T 5552

& ( J) (dt (aa;aLj:) - %) J =0 (6.2.32)

On retombe sur une équation de Sturm-Liouville.

On prend comme conditions 1n1tlales z(p,0) =0 et J(p,0) = 0.

On sait que p = mx et donc ‘g“’ = -~ et donc J(p,0) # 0. On remarque que si J(p,t) = 0 on retrouve un point

conjugué, ou point focal.
Si on fait maintenant varier les extrémités.

On peut montrer que

p(0) = —|5- o (6.2.33)
et donc

p 9% __ 1

8—]; = —%q00 — J (6.2.34)

6.2.2 Retour aux niveaux d’Energie par ’intégrale de chemin

Revenons a notre réécriture de \/W ( fo N(T ) . Il serait souhaitable de se débarrasser des fonctions

N(7), idéalement on pourrait les remplacer par des quantités comme ’action classique, les variations aux extré-
mités etc...
N(T)

. . . . 3 PPN ez 1 T
Nous sommes donc tenté de faire un lien avec ([6.2.34)). Mais nous allons nous intéressé a la quantité N{T)N{0) fo dr =~
Pour cela on pose

1
J = N(r)N(0) / 2 (6.2.35)
Vérifions que ce J est bien un champ de Jacobi, et donc qu’il vérifie I’équation (6.2.32]). On a montré que
N(7) est solution de N = —V”N qui est aussi une équation de Jacobi.
N(O
L4 MO
N2 N(7)
- N(O) - N(0)
J:N(T)N(O) | md p+ N NN2

J = ~V"N(0)N(r) ) mdﬂ
J=-V"J
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On constate que J est solution de I’équation de Jacobi. Et en posant 7 = 0 dans les deux premiéres lignes
du développement on obtient les conditions initiales suivantes sur J

JO)=0 et J0O)=1 (6.2.36)

En utilisant 1’équation (6.2.34]), on peut relier J aux variations de I'action en fonction des extrémités du
chemin. En adaptant les notations : a <+ (0) et b <> (T) on a

?2S[x(r)] T 1 -t
On veut démontrer la relation
2 2 2
0°S _ oW 0w 21 (6.2.38)
0x(0)0x(T) O0E0x(0) 0E9xz(T) %g‘;

pour simplifier I'expression du propagateur donnée dans la section précédente. Afin d’alléger les notations, nous
écrirons

z(0) ==z et z(T) =y. (6.2.39)
On remarque tout d’abord que pour une particule d’énergie classique

1
E= §m9'c2 +V(x), (6.2.40)

on peut faire apparaitre une expression utile, I'impulsion classique,

mi = +/2m(E — V(x)). (6.2.41)

On fait ensuite apparaitre I’énergie E dans I'expression de l'action classique, pour un mouvement de durée T’

S = /OT (;m;ch — V(:c)) dt = /OT (mab - (;mx'g + V(x))) dt = /OT mi? dt — ET, (6.2.42)

qui peut se réécrire, avec & = %, sous la forme

S = /y mgdq — ET = /y V2m(E = V(q))dq — ET. (6.2.43)

On pose
W .= / V2m(E —V(q)) dg, (6.2.44)

qui est une fonction obéissant aux lois de mécanique classique. Il est important de noter de quelles variables
dépendent les fonctions ci-dessus. Nous avons les fonctions S = S(x,y,T) et W = W (x, y, E), liées par la relation

S=W —ET, (6.2.45)
qui mettent ici une relation de Legendre, que nous développerons plus loin. Calculons d’abord

ow 0 /y \/— /y m
— = 2m(E -V (q))dq = dg = —, 6.2.46
9F ~ 9E |, ( (@))dg = | e v ), (6.2.46)
qui donne, en tenant & nouveau compte de I'expression & = %, la relation
oW r
—_— = dt=T. 6.2.47
o (62.47)
On vérifie aussi, avec (6.2.45)) que
oS
— =—-F. 6.2.48
T ( )
Les dérivées totales des deux fonctions S(z,y,T) et W(z,y, E) s’écrivent alors
oS oS
dS =—d —dy— EdT 2.4
S 5 0% + 3y Yy (6.2.49)
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et

dWw = 8—de+ aL/de—l-TdE. (6.2.50)
ox dy

n2 .
Pour calculer 2-2- | nous commencons par exprimer
Oxdy

S oW  OWOE _OE W

= _ - 6.2.51
Ox Ox + OF Oz oz oz’ ( )
grace a I’équation (6.2.47)). Notons que nous avons aussi, par un calcul identique dans lequel on remplace x par

Y,
oS oW

- 6.2.52
9~ Oy ( )
On dérive alors par rapport a y ’expression de %, en faisant attention aux variables dont dépend W,
S _ 0 (OW\, 9 (OW\OE _ W OF 625
0xdy Oy \ Oz OE\ 0z ) 0y OF0x Oy’ o

le terme croisé gi—gv est nul d’aprés la définition (6.2.44)) de . On calcule ensuite le terme %—5 en tenant compte

de I’équation ([6.2.48)),

OB _ 0 (0S\ 0 (05\OT __ oS 6250
oy oy \oT oT \oT ) oy  OToy o
Puis en utilisant I’équation (|6.2.52f), on trouve
0°S _ W 9B (6.2.55)
0Ty  OFEQy T’ o
On note par ailleurs la relation
or  o*w
dont les termes de part et d’autre du signe égal sont négatifs.
On obtient bien, finalement, la relation
9SS _  9*W 9PW OE .  9*W &*W 1 (6 2 57)
O0xdy —  OEOx OEdy 0T —  OEdx OEdy %QVg ’ e
E
Pour poursuivre le calcul, nous utilisons I’équation (6.2.46f), ce qui donne
W 0 ("d¢g 1 1 (6.2.58)
B0y Oy J, ¢ y &T) -
. o*wW o [Yd
q 1 1
_ = - = 6.2.59
0E0xr Oz /x q T %(0) ( )

Ainsi, on peut reprendre le calcul du terme tr e~ %7, Nous notons désormais E.;, Se, Wy et Ty les fonctions
classiques précédentes, pour les différencier des fonctions « quantiques »respectivement associées, notées E, S,
W et T. On utilise les nouvelles expressions, en faisant attention a ’apparition d’une phase 7,

tr e~ EHT _ Zihe%;sd / dwa(0) x((g)) T %{‘5)’ - (6.2.60)
— 2;ﬁe%5d/dmd(0) ax(aojg;l(T) (6.2.61)
e e B
—\/5r ’8;7; o (5 —’T)/ C;Ilég))) (6.2.63)
- ﬁT(E) ‘a(fzfl ¢ (58 =m). (6.2.64)




On revient ensuite a ’expression du propagateur,

. dT i
0

:\/2h h Z/ dr 8Ed
T

dans laquelle on somme sur toutes les valeurs de n, indiquant le nombre de passages par chaque trajectoire
classique.
On fait maintenant une approximation dite de phase stationnaire (dans exponentielle), telle que

Sy +ET
SelFEs

, (6.2.66)

h(Sa+ BT) =0, (6.2.67)
et qui montre 1’égalité entre E et F,
dSa _
T = —E,=—E. (6.2.68)

En notant 6T =T — T, la différence entre les temps « classique »et « quantique », que 1'on considére petit, on
peut développer I'expression

S+ ET = Sy + ET + 5615T+E5T+1d25d(5T) (6.2.69)
- dr 2 dT? -
=S, +ET+ = | = (6T)? 2.
Ser + +2’8T (0T) (6.2.70)
et on pose W(E) := S + ET pour terminer le calcul,
_ i T(E / in |8 |(T=Tu)? in( W )
G(E) = 3 h dT n 8T e % e g (6.2.71)

iT(FE) in( W& _x) iT(E
== Ze == (1_67:(W<E>_7r) —1>, (6.2.72)

ce qui donne

_ T(E) ehWE)
G(E) = ~HE - (6.2.73)
On peut vérifier que
=> ﬁ : (6.2.74)
dont I’étude des podles met en évidence les expressions
W(E)=(k+3)h=§pdqg|. (6.2.75)

On retrouve ainsi une expression de type Bohr-Sommerfeld.

Ceci montre bien 'importance des trajectoires périodiques. Dans ce cas, seules ces trajectoires produisent des
états liés. Ce constat peut se généraliser pour des systémes plus compliqués, dont les trajectoires ne sont pas a
priori périodiques : les niveaux d’énergie ne s’obtiennent qu’en considérant les solutions périodiques du systéme
complet.

6.3 Spin

6.3.1 Etats cohérents

Dans cette section, nous introduisons les opérateurs a et a', semblables aux opérateurs d’annihilation et de
création de 'oscillateur harmonique, vérifiant la relation de commutation

la,a’] = 1. (6.3.1)

Nous nous plagons dans un espace de Fock caractérisé par des états |n >, oil n est un entier positif ou nul. En
appliquant 'opérateur d’annihilation sur 1’état |0 >, nous obtenons un état nul,

al0 >=0. (6.3.2)
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La définition de ces états |n > fait intervenir 'opérateur de création, et s’écrivent

In >= %(QT)’WO > (6.3.3)

On peut vérifier qu’ils sont orthonormés, < n|n >= 1.
On appelle un état cohérent |z > un état de la forme

|z >=e*' (0> . (6.3.4)

En développant ’exponentielle en série, on peut exprimer un état cohérent |z > en fonction de I'ensemble
des états |n > de l'espace de Fock,

|z >= ez’ |0 >= Z )"0 >= Z |n >= ch|n >, (6.3.5)

ot un coefficient ¢,, est associé a I’état |n >, dont la norme au carré est

2n

Z 2 = Z = (6.3.6)

n=0

| |
®

ce qui implique que z doit &tre complexe pour que cette norme puisse converger.
Afin d’étudier I'action des opérateurs a et a sur |z >, nous notons tout d’abord la relation de commutation

[a, (a")"] = a(a")™ — (a')"a = n(a")" L. (6.3.7)

Nous calculons ainsi laction de 'opérateur a sur |z >,

o0 n

alz > = Z %a(aT)"\O > (6.3.8)

n=0

zz%[(aT)"a—&—n( "0 >= Zn )10 >—zz 1o > (6.3.9)
n=0
= z|z >, (6.3.10)

et on met ainsi en évidence que |z > est un état propre de I'opérateur a, dont la valeur propre est la valeur
de z elle-méme. Puis on calcule l'action de lopérateur af sur |z >, mais on note tout d’abord la relation

n n+1 . . . Py
L= % ((27)7 qui va intervenir dans la réécriture de |z >,

nt1)!
S Py s= 3 2 (Y ity
lz>=3 Trlahmlo>=3_ = ((n+ i ) (@)l >, (6.3.11)

n=0 n=0

on

ce qui permet d’augmenter d’une puissance le terme =,
n:

donnant ( ),, sans toucher & la puissance de (af)”,

n+1
qui sera directement augmentée par I’action de ce méme opérateur af sur |z >,

atlz > = i O (N gtyrig e 2 i 2 —1) 0> (6.3.12)
=0z \(n+1)! 0z \ 7= n!
9

Nous faisons ainsi apparaitre la dérivation par rapport a z.
Maintenant, en considérant deux états cohérents différents |z > et |z’ >, nous voulons calculer

< 2l >=< 0]e7e* |0 >, (6.3.14)

mais opérateur a' ne s’applique pas directement sur le ket |0 > et 'opérateur a ne s’applique pas directement
sur le bra < 0|. Nous utilisons alors la relation de Glauber particuliére entre deux exponentielles d’opérateurs
A et B donnant

eel = e BleBeA (6.3.15)

et comme le commutateur entre a et a’ donne un scalaire (égal a 1'unité), nous avons

< 2|2 >= e < 0]e* 7|0 >= %2, (6.3.16)
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On s’intéresse maintenant a un état | > de 'espace de Hilbert, se décomposant sur les états |n >, tel que

[ >= Z (6.3.17)

On projette cet état [¢p > sur l'état |z >, et on trouve
< zlY >= ——— Yy <njm > = wn—w , 6.3.18
pom 3 b slns =3 T =0t 0319

Snm

ce qui correspond a la fonction ¢ appliquée en Z. Inversement, en projetant I’état |z > sur I'état [¢p) >, on trouve

<Plz >=1P(2). (6.3.19)

Dans l'intégrale de chemin, l'identité Y ° |z, >< z,| intervient souvent, mais avec des états cohérents, on
écrit la résolution de l’identité sous la forme

o dzdz _
1;:/ ;mze*“\z >< 2. (6.3.20)

On note la présence du double élément différentiel dzdz, inhabituel dans une relation de fermeture.
On considére alors deux états de méme forme

>= n > et >= —|n >, 6.3.21
|y nE:o \/ﬂ‘ o nE:o ml ( )

dont on veut calculer le produit scalaire < ¢|¢) > en faisant intervenir la relation de fermeture (6.3.20)),

(oo}

OnPm Onm dzdz _ -
<l >= g < n|ljm >= g —e <nlz>< zlm>. 6.3.22
gp| n,m=0 \/7 ‘ | n,m=0 nlm! 2im | | ( )

On décompose z sous une forme complexe x + iy ot = et y sont les coordonnées cartésiennes, pour exprimer
I’élément différentiel dz dz en fonction de dz dy,

dz A dZ = (dx+idy) A (de —idy) =idy A de —idz A dy = —2idx A dy. (6.3.23)

Compte tenu du terme e~** dans l’expression du produit scalaire < [t >, ainsi que pour d’autres raisons que
nous allons voir, il est trés utile de faire intervenir les coordonnées cylindriques, ce qui donne

dzdz dxdy pdpdd

= = . 6.3.24
2T T s ( )
Nous continuons le calcul du produit scalaire < |y > en écrivant
1 2" 2" T z"
<n|z >= —= < 0[a"|z >= —= < 0]z >= —= < 0]e** |0 >= 6.3.25
| 7 |a”| N | 7 ¥ Wi ( )
et
< zlm > L [(a")™|0 > 7 < z[0 > ki < 0le*®]0 > = (6.3.26)
=—<z|(a = — = — = —, 3.
vml! vm! vm! vml!
ce qui donne 'expression
(inm dzdz __; 2" zZ™ - OnPm / pdpdl . _.:
<l >= —e =" = 2"ZMe” (6.3.27)
n;o 2um IRV nzo nim! s
dans laquelle z = pe’. Dans les bonnes variables, nous exprimons
27" = prtmeinm)d (6.3.28)
puis nous notons que 2z = |z|? = p?. La partie angulaire dans I'expression de < p|t¢) > est alors
2m )
do im0 — 975, .. (6.3.29)
0
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De I'égalité entre n et m et des expressions précédentes, nous écrivons

i n/ll)n
< ¢l >= Z S(071!)2
n=0

/ 2pdp p?re ", (6.3.30)
0

Par commodité, on pose s = p?, d’élément différentiel ds = 2pdp, et on trouve enfin

< ol >= ,;) ()2 /0 dss"e™® = ,;0 ()2 I'(n+1), (6.3.31)

ol nous avons fait apparaitre la fonction I'(z) = [ dtt*~'e~" d’Euler. Pour un entier naturel n, I'(n+1) = nl.
D’ou,

<l >= 30 gutn | (6.3.32)
Maintenant, nous considérons un opérateur A tel que
R oo
A= Apm (@) a™. (6.3.33)
n,m=0

Sa valeur moyenne prise entre deux états cohérents |z > et |2’ > est alors

(oo} oo
< z|AlZ > = Z Apm < 2|(a")"a™|2 >= Z Apmz"2™ < 2|2 > (6.3.34)
n,m=0 n,m=0
= 3 AT = A7, ) (6.3.35)

n,m=0
Il peut étre intéressant d’introduire I’opérateur N = a’a, donnant
< 2|N|2' >= 7267, (6.3.36)

mais nous ne développerons pas son utilisation.

6.3.2 Intégrale de chemin pour un spin

Nous rappelons qu’un spin peut étre décrit par les nombres quantiques j et m, associés au spin total et a sa
composante suivant 'axe Oz, et que 1’état associé a ces valeurs est noté |j, m >. Les deux opérateurs associés a
cette description, J? et .J, agissant sur cet état donnent les valeurs propres suivantes (pour A = 1),

J=iG+1) et Jo—m=—j,—j+1,...,5—1,7 (6.3.37)
Un état cohérent de spin est décrit par 'état |z >, qui s’exprime
|z >= e+ |j, -7 > . (6.3.38)
On s’intéresse a la projection de cet état sur un état |j, m >, et on écrit,
2

< jymlz >=<j,mle*Tr|j, —j >~ > % < gym|(J4) i, =5 > . (6.3.39)
k=0

En décomposant ’exponentielle de cette facon, on réalise une approximation importante, car pour étre valable,
il faut que 2j, c’est-a-dire la valeur maximale de k, soit trés grande. En effet ’exponentielle se décompose en

k
une somme infinie de termes, de la forme (Z‘;J) , tendant vers zéro pour les plus grandes valeurs de k. Mais pour
un spin, on voit que Popérateur Jy va agir k fois sur ’état |j, —j >, et ce pour chaque k compris entre 0 et 2j,
ce qui va amener le ket dans l'état |j, —j + k >. Cependant, en projetant sur 1'état |j,m >, le résultat ne sera

non nul que pour une seule valeur de k, car

< gymlj,—j +k >=dm—jik, (6.3.40)

et on ne s’'intéresse qu’a k = j + m, d’ou

Jj+m .
<jimlz >= s < fom| (ST~ > . (6.3.41)

(G +m)
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Il nous faut maintenant calculer (J,)?*™|j, —j >, dont le résultat sera proportionnel & |j,m >. On rappelle
qu’en appliquant une fois I'opérateur J; sur un état |j,k >, avec —j < k < j, nous avons

Tl k>=ViG+1) —k(k+1)|j,k+1 >, (6.3.42)

faisant passer le ket de |j,k > a |j,k+ 1 >. Dans notre cas, il est intéressant d’écrire k sous la forme —j + 7, et
nous ferrons varier n de 0 & j +m — 1, pour que 1’état final soit porté a |j, m >. Nous avons donc

Jilgy—j+n>=vViG+1) = (—j+n)(—j+n+ )i —j+n+1> (6.3.43)
=V@2ji-nl+n)lj—j+n+1>. (6.3.44)

Ainsi, un nouveau facteur /(25 — n)(1 + ) sera apporté a chaque application de J, soit pour toutes les valeurs
de n. Nous avons alors

(TG, =5 > = V(2) (1) x V(25 = D)(2) x V(2 —2)3) x ... x /(G —m+1)(j +m) |jm > (6.3.45)
————

n=0 n=1 n=2 n=j+m—1
= \/(2j)(2j—1)(2j—2)...(j—m+1) X(j+m)...3x2x1]j,m>. (6.3.46)
(6.3.47)
Nous pouvons alors faire apparaitre des produits factoriels, avec
o , 2)2 1) ... —m+ D) x[(-m)(G—-—m—1)...x2]
2i)2j—1)...(J —m+1)= - - 6.3.48
(27)(25 = 1) ( ) T (6.3.48)
25)!
_ @) (6.3.49)
(7 —m)!
et
(j+m)...3x2x1=(j+m)! (6.3.50)
pour écrire
e 25 +m)!
J )yt - >= (7 j,m > 6.3.51
()7 | (6.3.51)

et enfin donner une expression au produit scalaire

<jymlz >= 2 \/(Qj)!(j+m)! :\/ (2))! L, (6.3.52)

G+mty  G—m) G +m)(G —m)!

Pour un spin, la résolution de l'identité s’écrit

L2 4+1 42z
i / Tl < (6.3.53)

™

Nous allons montrer lorthogonalité de deux états |j,m > et |j,n > en utilisant les relations précédentes. On
applique tout d’abord l’identité ci-dessus,

d?z
1+ zz)20+2

. 27+1
< j,nlj,m >=<g,n|l|j,m >= I+ / ( < jynlz >< z|j,m >, (6.3.54)
T

puis on utilise la relation de projection d’un état |j,m > sur un état |z >, donnée par I’équation (6.3.52)),

oo 2j+1 d?z (25)! (25)! i it
= . m n, .3.55
<dlim>= 22 f <1+zz>2<J+1>\/ GrmiG—m\ G+alG—nt~ (6.3.55)

Ce calcul ressemble a ce que nous avions écrit dans la section précédente, et nous utilisons des formules du
méme type, pour ’'élément différentiel ((6.3.24]) et les changement de coordonnées, et pour la transformation des

puissances de z et Z, (6.3.28]). Ainsi,

<7 ,m > = - - - - - 6.3.56
Jnlim > = =2 | T e\ GrmG —mt\ GG =t (6.3.56)

27
X / dg ¢¥n=m) (6.3.57)
0 Y

27 0n,m
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On identifie n & m, et en utilisant le méme changement de variable s = p? on écrit

. . o (2J + 1)! Oo ds Jj+m

Pour calculer I'intégrale ci-dessus, nous allons procéder par intégrations par parties successives. En intégrant
une premiére fois, on obtient

/OO L Jtm g -1 L e (6.3.59)
—— S 5= —s 3.
o (1+8)2+2 =~ 2j+1(1+s)2H! 0
N— —— & dériver
a intégrer 0
/+Ood -1 ! (j 4+ m)sitm=t (6.3.60)
— s , m)s 3.
. 2 +1(1+s)2+ "
+oo : j+m—1
j+m s
= d — . 6.3.61
/0 "2+ 1(1+ )%t (6.3.61)
Alors, en intégrant p fois par parties on obtient
> 1 ; oo j —1)...(j —-p+1 Jrm=p
/ 7_51+mds:/ g UtmUtm-1).. (Gtm-p+tl) """ (6.3.62)
o (14s5)2+2 0 (27 +1)(2)) .- (2§ +2—p) (14 s)27+27p
Puisque le terme & intégrer est de la forme % donnant aprés p intégrations le terme %, et que
27 4+ 2 > j + m, on ne peut intégrer que p = j + m fois. Nous calculons alors
> 1 : oo j j —1)...x1 1
/ _gtmgs= / gs I Fmtm=1)... x . (6.3.63)
o (1+s)%+2 0 25+ 1D)(2§)...( —m+2) (1 + s)i—m+2
MmN -mA1) 1 { 1 ]m (6.3.64)
(25 +1)! j—m+1[(14s)i—m+],
-1
(G AEMG—m+1)!
= (2 + 1! . (6.3.65)
Ce résultat est I'inverse du facteur devant I'intégrale calculée ; nous vérifions bien que
< j,n|j,m >= by m. (6.3.66)
On calcule maintenant le produit scalaire entre deux états cohérents |z > et |2/ >,
2j Lnzm
<z >=<j,—j| Y ()" =i > (6.3.67)
n,m=0
On remarque que pour que le résultat du produit scalaire soit différent de zéro, il faut
(S ()™ G, —F >oc |j, —j >, (6.3.68)
or en appliquant m fois 'opérateur J, puis n fois 'opérateur J_, on obtient
(J)" (T4, —F >x |4, = +m —n >, (6.3.69)
ce qui conduit a 1’égalité entre n et m. Nous écrivons alors
2'7 ZTLE'IL
<z >=<j,—j| > e T (T g, =5 > (6.3.70)
n=0 ’
L’action de J. sur le ket |j, —j >, n fois, donne
29!
(éjn)"]’ —Jj+n>, (6.3.71)

et lapplication de J_ sur le bra < j, —j| donne la méme racine. On obtient alors

27 _ . 27 . 25
, B 2"z (25)In! (27)! o n o —n
<) CE R - 2 E w2 C (6:372)

n=0 n=0
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et en utilisant la formule du bindéme de Newton, on trouve

<Zz>=(1+22)¥]. (6.3.73)

Ainsi, comme nous ’avions remarqué plus haut, ’application de l'intégrale de chemin & un spin n’est possible
que si ce dernier est trés élevé. Sur un chemin, son comportement est classique, au sens ou il peut prendre de
nombreuses valeurs, toutes trés rapprochées les unes des autres, et formant un quasi-continuum. Mais ['effet
proprement quantique est que l'on considére, en effectuant la sommation dans l'intégrale de chemin, tous les
chemins possibles, bien que le chemin classique soit privilégié.

6.3.3 Intégrale de chemin pour le spin, d’aprés E.A Kochetov

Dans cette section nous allons déterminer 'intégrale de chemin pour le spin, en s’inspirant d’un article de E.A
Kochetov (ref. [I3]) publié¢ en 1995. En effet depuis une trentaine d’années les tentatives infructueuses se sont
accumulées. Comme nous le verrons, a la fin, les calculs font apparaitre un terme I' qui n’était jusqu’alors pas
présent. Le probléme n’est pas simple, puisque le spin est une grandeur quantique discréte, alors que l'intégrale
de chemin permet d’obtenir une description continue de la grandeur en question. Pour réaliser cette transition
du discret au continu, on s’appuie sur les états cohérents de SU(2).

On commence par discrétiser le temps en le subdivisant en N parties telles que € := §. A chaque pas de
temps le spin change, on peut penser qu’une source extérieure en est la cause, ce que ’on traduit S, = ¢k.

On souhaite calculer le propagateur suivant

G(21, 22, 7) =< z1|Te ST HS)AS| ) (6.3.74)

Icile T signifie que 'on fait un T-produit, c’est & dire un produit infini et ordonné dans le temps. Ce T-
produit est nécessaire puisque H (Sk) n’est pas indépendant du temps, en effet il dépend du spin, qui lui méme
dépend explicitement du temps, il ne commute donc pas & deux temps différents.

Les états cohérents de SU(2) sont de la forme

|z >= (1 + 22)"%e+*|S, —S > (6.3.75)

On aurait pu utiliser une autre définition faisant apparaitre S_ agissant sur |S, S > :|z >= (1+22)%e™¥-3|5, S >.
On peut faire le lien entre ces deux définitions des états cohérents.(cf. Stone and Park ref.[I4])

La relation de fermeture dans SU(2) s’écrit

- 2s+1 A2z
i 6.3.7
? /(1+22)2|z><z| (6.3.76)

Il est & noter que grace a la définition des états cohérents (6.3.75)), et en particulier & la présence du terme
(14 zz)~*°, on fait apparaitre dans la relation de fermetur la mesure invariante de SU(2), qui est
(14 22)2. Invariante par la transformation z — L.

Par soucis de clarté quand nous utiliserons la relation de fermeture ((6.3.76[) nous effectuerons le changement
de variable suivant z — &.

N
G(z1,22,7) = < zl|/ dug|ge >< | [T e ") |2 >
k=1

=< Z1|/ dug & >< §k|€_i5H(Sk)|/ dug|€p—1 > -+ < &le M) < gz >

N N
= / H(duk) < Zl|£k >< folZg > H < €k|€7i€H(Sk)|£k71 >
k=0 k=1

Maintenant on développe I'exponentielle au premier ordre

< &|H(S))|€r—1 >
< &plér—1 >

< &leTFHS g s=< g6t > (T —ie ) + o(?) (6.3.77)
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On pose

<&IHSKIE—1 > oz
AP GOl L (6.3.78)

On peut encore écrire

< fk‘e_iaﬁ(sk”fk,l >=< &|ék—1 > e ieH (€ Ek—1.5k) + o(e) (6.3.79)

Cette fois I’hamiltonien H (&g, &1, Sk) ne contient plus d’opérateurs, c’est un scalaire. Comme nous 1’avons
déja vu, erreur est de taille o(¢?) et est répétée % fois, donc une fois exprimée sous forme d’exponentielle 'erreur
est en o(g). Au final en prenant la limite N — oo

N—oc0

N N
G(z1,20,7) = lim /H(duk) < 21k >< Solze > [ < &elbe—1 > e HErE-150) (6.3.80)
k=0 k=1

Nous allons montrer le lemme suivant, qui sera utile pour simplifier (6.3.80))

P,(z
I:= / du <nlz > f(z) = f(7) avec f(z):= (1_’_(;2))8 (6.3.81)
P,,(Z) représente un polyndéme de degré m en Zz.
Preuve directe par le calcul de (6.3.81)) :
On a déja montré précédemment que
1 =.)\2s
<nlz >= (L+72) (6.3.82)

(14 zz)*(1 +7m)*

On utilise I'invariance par rotation dans le plan complexe. En supposant 7 réel et z := pe'® qui tourne autour.
Calculons I en utilisant le changement de variable ci-dessus. L’astuce consiste donc & passer en coordonnées
polaires

I 25 +1 / 1 ) (14 npet?)?s Fle=®)
™ (1+p%)? (L+p2)5(1 4 n?)s
25 +1 > CE.(np)F e*? phettth)
Rl e L e e e
2s+1 p* q Ck (np)k2n
m /(1+p2)25p PaF ) ()

Lors de la derniére étape on a intégré sur € pour faire apparaitre 2mwdg, . On fait le changement de variable
2
pe =t

Clc [e's] tk
_ k 2s
I=(2s+1)n T /0 O dt (6.3.83)

Nous allons procéder par intégration par partie successives. Il faut répéter 'opération k-fois de fagon a faire
disparaitre le terme t*.

/°° tk Qe k! t < /°° dt
o (L+1)xt2 7 (2542 — k) \ [(1+¢)25+27F | o (1+t)2st2-k

! 1 r k! K25 — k)

(2s+2— k)25 +1—k) {(1—&-15)23“’“ o @s+1—k)!  (25+1)

On remplace dans ((6.3.83])

Ck. k(25 —k)!
(1+n?)s (2s+1)!
2s! 1 k(25 — k)!

I=(2s+1)n*

= D o R T ) (25 + 1)(29)
k
IZ(Isz)s::f(ﬁ) car n€R
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Ceci prouve donc le lemme . Il faut noter que cette preuve ne fonctionne que si le degré de P,,, ¢’ est a
dire m est tel que m < 2s. )

Nous pouvons donc appliquer (6.3.81) & (6.3.80)), en choisissant f(z) := e~ (&x:&-1.5%) Nous allons dans
un premier temps intégrer sur 'extrémité finale.

G(z1,292,7) / H (dug) dpuny < z1|€n > € —ieH (En Eh-1.5k) < ENIEn—1 >< &olza > X
exp (—ieH(£1,6N-1))
N-1 )
x H < §k|§k—1 > e*iEH@k,ékthk)
k=1

7=y N-1 . _ X ~
:/ (duk)e—lEH(5N7€N—l) < §N|£N71 > d,uo < €O|Z2 > e—zeH(gl,go,Sl) < €1|§O S x

exp (—iEH(él,ZQ)

N-1
x [T < &rlénor > e EtrrS0)
k=2
simfn N— o
:/ du;c ) <Enlén—1 >< &) > H < Eplbn1 > e e N H(Enn1,50)
e k=2
zn=En N1 = 7
:/ [T (dur) < z1lénv—1 >< &ilze > [] < &lér > T HE G50 (6.384)
z2=80  f—q 1

Il faut noter que l’on obtient ici une intégrale de chemin, on est donc passé d’une description discréte a une
description continue.
On peut donc voir le spin comme un vecteur centré en la sphére de Riemann. Quand le spin est quantifié il
ne peut parcourir qu'un nombre fini de bandes sur cette sphére (exemple deux bandes pour un spin 7) Avec
cette nouvelle vision, on peut interpréter 'intégrale de chemin pour le spin comme ’ensemble des chemins que
peut parcourir la pointe du spin sur la surface de la sphére pour aller de ’état initial a 1’état final. On peut
aussi comprendre que plus le spin est élevé, plus la surface accessible a la pointe du vecteur est grande. Résultat
encore surprenant, pour les spins élevés, on retrouve I’approximation semi-classique.
Tout ceci permet une fois encore de confirmer que la mécanique classique et la mécanique quantique sont plus
étroitement liées qu’il n’y parait, puisqu’une grandeur introduite comme purement quantique, le spin, a son
interprétation classique.

On souhaite reformuler le terme < &|€;x—1 > dans ’équation (6.3.84)).
Montrons que
Orék—1 — &kl

2 e
1+ Enr s 0(0%) avec O :=E&r — & (6.3.85)

log (< &klék—1 >) =
On utilise (6.3.82)) et

_ (1 +172)* ) _ ( (1+72)? )
tog (< &hlti—1 >) = log ((1 + &) (L4 &h1&e-1)®) slog (14 &) (1 + Er—1&k-1) (6.3.86)

On s’intéresse a la quantité suivante

(1+ XY)?
1+ XY)14+YX)

et on répartie Pécart §;, partiellement sur X et Y, par soucis de clarté on nomme cet écart ¢ tel que Y = X — ¢

(6.3.87)

(1+XY)?  (A+X(X-1)(+ (Y +DX)
1+XY)1+YX) 1+ XY)1+YX)
:< 1+XX> ( 1+YY>
(1+XY)? B Xt Y - Xt
o <(1 XY)(1+YX)) - 1+YY 1+ XX 1+XY +o(t?) (6.3.88)
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En combinant (6.3.86) et (6.3.88) on retrouve bien le résultat annoncé en (6.3.85)).
On peut injecter le résultat (6.3.85) dans (6.3.84), et en négligeant les termes d’ordre o(¢?) on obtient
finalement

a=tn T = kbt — &l e
, 20, duy,) < 1 >< > e Sk Lint UL Eh1, Sk
G(z1, 22, T /22 . kl;[l( ug) < 21/En—1 &1lz2 > exp skzzz Tt ey kz: (&k> k=1, Sk)
. (6.3.89)
A la limite continue [Dp] = [[™ dus et 6 := &, dS le propagateur s’écrit
z21=2(T)
G(z1,22,7) = / [Dule® avec ® =L+T (6.3.90)
z2=2(0)
1+ 2 1+2z(0
L= s/ it dS et T :=slog <( + le(i))( * Z(_)ZQ)) (6.3.91)
0 1—|—zz (T4 2121)(1 + 2222)

Il faut bien comprendre que dS signifie un changement infinitésimal de spin, mais comme a chaque pas de
temps le spin change, ce dS peut étre interpréter comme un dt variation infinitésimale dans le temps.

6.3.4 Equation du mouvement pour le spin

Auparavant, le lien entre I'intégrale de chemin et 'approximation semi-classique était possible en considérant
le facteur % comme étant trés grand dans la phase de ’exponentielle du propagateur. Ici, il est possible de

réaliser un développement semblable pour le spin, en considérant un spin s trés grand devant 1. On rappelle que
le lagrangien pour un spin s’écrit

T Zz— 23 T
L= dt —1 H(z,z,s)dt. .3.92
S/o 1T 22 Z/O (2,%,9) (6.3.92)

Dans une approximation semi-classique, on développe la variation J L au premier ordre en z et en z. La premiére
intégrale présente dans L s’écrit

(5/ dt / gt 0zZz + 202 — (5_22' —z0% (22— zz)(zé_z + 26z2) (6.3.93)
1+zz 0 1422 (14 22)2

202 — 2627 T z z
=|— 0z— 0z— .3.94
[ 122 ]0+/0 <Zdt<1+zz) Zdt(1+zz> (6:3.94)

20z — 672 (22 — 22)(202 + 262)
L + 2z (1+22)2 (6:3.95)
_ [2(52 - Zéz] T N / " <z5z -0z (622 — 522)(f2 + 2%) (6.3.96)
1+z2z |, Jo 142z (14 22)?
20z — 022 (22 — 22)(20Z + 20z)
T + 2z (14 22)2 ' (6:3.97)
(6.3.98)
On note la simplification suivante,
(022 — 622) (22 + 22) + (22 — 22)(20Z + 262) = 222(20z — 262), (6.3.99)
ce qui donne
T Zz—Z2 267 — 20277 T 1 2Z
_ 55— 353 _ 31
(5/0 1T 23 dt [ = ]04-2/0 dt(zéz Zéz)(lJrzé (1+ZZ)2> (6.3.100)
- [252 - 252] n 2/ qp 202 = 20%) 252), (6.3.101)
1+2z |, 0 (14 22)2

pour ce terme.
On s’intéresse maintenant & l'intégrale contenant le hamiltonien H. On lui applique une variation §, et un
développement au premier ordre donne

SH(z,2) ~ a—Ha + 68—{[5-. (6.3.102)
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On peut ainsi regrouper tous ces termes pour exprimer la variation totale 6L et on écrit

20z — z6z]" T dt . 0H 0H
L=|—— S 562 — 202) —i [ == iy o 5)2 3
) [ 1522 ]0 —|—/O (15222 [25(25,2 20Z) Z(@z 0z + B 5z) (14 22) } (6.3.103)
B R L I VAP DR DU PR
= [ 1572 ]0 —|—/0 e [(252 i (1+22) )52; (252—1—@ 55 (14 22) )52} . (6.3.104)

Pour trouver les équations du mouvement, il faut que cette variation soit minimale. Ceci n’agit pas sur le terme
tout intégré ci-dessus car il ne dépend que des conditions aux limites, mais il implique que I'intégrale soit nulle
pour tous les éléments 0z et 6z. De I’équation précédente, on identifie alors les « équations de mouvement »pour
un spin

2s% = —i2(1 4 22)? (6.3.105)

et

2sz = i28(1 4 22)?]. (6.3.106)
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Chapitre 7

ANNEXE

7.1 Inversion d’opérateurs en dimension infinie par la méthode de
Kochetov

Dans l'article [I3], on est amené & calculer la variation au second ordre de I’action, pour les états cohérents
du spin. On montre qu’elle peut se scinder en deux parties, une partie cinétique (premiére intégrale) et une
autre qui traduit les fluctuations quantiques (la seconde intégrale)

s = [ (i — #m)ds - / (AP + s (7.1.1)

Ici les coefficients A, C' sont des opérateurs, ils contiennent le hamiltonien.
Ou encore, sous forme matricielle de la forme

[ ] [_@t gt} m (7.1.2)

On pose alors
K = L‘it gf] (7.1.3)
Ko = |:_06t gt] (7.1.4)

D’aprés une remarque ci-dessus, K est la forme quadratique associée a 1’énergie cinétique, elle ne contient
par conséquent aucune interaction.

On a montré que le propagateur G(x¢,tf;2;,t;) est proportionnel au déterminant de la forme quadratique
de 'action. Pour des questions de normalisation, on pose

Gred i= (%) tel que G(zy,tp;a4,t) Greae™® (7.1.5)

On introduit un nouveau parameétre A, appelé paramétre spectral et une nouvelle fonction telle que
F(A) = det [(Ko—l)(K — )| = efrlos (Ko (K=AD) (7.1.6)
Et on en déduit

log f(\) = tr(log Ko (K — AI))

Az log f(A) = tr(dxlog K5 ' (K — M)
1
Oy log F() = —tr——— (7.1.7)

Il faut donc que nous inversions l'opérateur K — M, on utilisera les fonctions de Green.
Pour construire la fonction de Green K —AI on introduit deux nouvelles fonctions ¢(t) et ¥(t), et leurs complexes
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conjuguées, qui sont toutes indépendantes entre elles, de plus elles sont solutions du systéme d’équations ci-
dessous. On en choisit deux, puisque nous avons initialement dans notre probléme deux conditions aux bords,
ent=0ett=r.

(K — \) d_’] =0 $0)=0

Kz
) (7.1.8)
(K — X) ﬁ =0 Y(T)=0
On introduit le Wronskien W tel que
et [ 0] _ oo
W :=det L/’(t) w(t)} = (¢ —Yo)(t) (7.1.9)

Il est utile de rappeler un théoréme et son corollaire, applicables pour les équations différentielles linéaires
homogénes du second ordre
- les fonctions solutions sont linéairement indépendantes si, et seulement si le wronskien est non-nul.
- les fonctions solutions sont linéairement dépendantes si, et seulement si le wronskien est nul.

On calcul W des solutions ¢ et P

W = (0 + ¢ — ¢ — ¥o)(t) (7.1.10)
Dans un cas général on peut supposer que
¢=ad+p (7.1.11)
¢ =7¢+0¢
et en remplagant dans (7.1.10) on obtient finalement
W = (a+08) (¢ — o) = (a + OHW (7.1.12)
et donc
W = ael®*)t  avec a # 0, a constante (7.1.13)

Mais dans notre cas, nous avions choisi les fonctions ¢ et 1, solutions des équations ([7.1.8), que 1'on peut
encore écrire (nous le faisons ici pour ¢ uniquement)

{¢} =-(A+0)¢

= -0t Ay (7.1.14)

En identifiant avec (7.1.11)), on déduit que o = § = 0. C’est a dire que le wronskien est constant, mais surtout
il est non-nul, donc les solutions ¢ et 1 sont linéairement indépendantes.

~ On calcul W(0) et W(T'), et on utilise les conditions aux limites ¢(0) = 0 et ¥(7) = 0, pour déduire que
P(0)¢(0) = o(T)Y(T).

On construit la fonction de Green telle que I'équation (K — A)G(t,t') = &(t — t') soit vérifiée, on obtient
ainsi

Gt = @(tm;t’) [rb(t’)w(t) it')wt} =iCnd) [¢(t)¢(t’> ¢(t)¢(t')] >t (7.1.15)

¢
St )(t)  d(t)(t) W [e09() oY)

ot la fonction ©(t — ') est une fonction de Heaviside centrée en t’, et W le wronskien.

On peut aussi écrire G(t,t') comme agissant sur des spineurs

(.t = X oy 5] @+ s[5 0] + 252 oo [ w v oy [2 0] g
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Et de fagon plus compacte

G(t) = 2 e+ 50 |1 0+ 25 wey + o |9 @ (117

On fait agir (K — AI) sur G(t,#') et on retrouve bien (K — A)G(t, ') = 0, puisque par construction on a
choisi les spineurs sur ¢ et ¥ solution de ([7.1.8)).

On fait maintenant agir Ky sur G(¢,t') pour faire apparaitre la discontinuité. La seule contribution non nulle
vient de 0 agissant sur ©(¢t —t'), on peut donc se limiter & action de K. Les g;; représentent les coefficients
de notre fonction de Green G(¢,1).

0 O |91 912} {@921 0sg22 }
= 7.1.18
|:_at 0} {921 922 —0ig11 —0g12 ( )

On calcul ici terme & terme pour reconstituer la matrice de droite dans (|7.1.18]). On se souvient que dans
notre cas le wronskien est constant. On détail le calcul pour une entrée de la matrice.

ougms = 0| 2 aceyite) + 0, | 2421 atopie)
aion = 2 600 — sy (o) = 5~ 1)

On trouve en procédant de la méme fagon

Oigo1 = 0(t — ')

01922 =0 (7.1.19)
—0¢ig11 =0
—0ig12 = O(t — t/)
D’ou l'action de K
0 O g1 912] {(5@ —t') 0 N
= =06(t—1t)I 7.1.20
[-@ 0} [921 g2 0 6(t—t) ( ) ( )

L’équation (K — A)G(t,t') = 6(t — t') est donc bien vérifice.
On cherche la trace de la fonction de Green, parce qu’on sait que le déterminant d’une matrice est égal a
I’exponentielle de la trace du logarithme de cette matrice, et nous cherchons le déterminant.

tr (G(t,t')) = Z <G )t >=<t|gi1|t > + < t|gaa|t > (7.1.21)
t

On choisit ©(t — t') = % pour répartir homogénement la fonction d’Heaviside, mais il doit exister une
justification plus rigoureuse.

< tlgult >= 5 (O = )¢ 0(0) + Ot — )6()Y(0) = 7600 (7122
< tlgaalt >= 1 (Ol — )FI) + O — )FI() = 7-6(1)5(0) (7123
tr(K — M) = & [T(o0 + dub)dt (7.1.24)
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On s’intéresse maintenant aux conditions aux limites.

Si G(t,t') agit sur un couple E] tel que £(0) = 0 et £(T) = 0. On remarque qu'il s’agit de la situation

contraire & la notre puisque ¢(T) et ¥(0) sont libres. Vérifions si I'image d’un tel couple est encore dans le méme
espace.

Pour cela on étudie la quantité suivante (voir (7.1.17)))
/OTg(t, t') E] () dt' = % m () /Ot (o(t) [g] ydt' + — m (t) /tT (W(t") + (1)) [ﬂ (") at’

Posons ¢t = 0, et utilisons la condition au bord ¢(0) =0

Tg(t,t’) ¢ (t’)dt’:i v (t) T(w(t’)ﬂﬁ(t’)) ¢ (t') dt’ (7.1.25)
/o M w e 0 S

La premiére composante s’annule pour ¢ = 0.

Posons ¢ = T, et utilisons la condition au bord ¥ (T) = 0

T T
/ § / r_ L |y / (4! é / /
/0 g(t, 1) [5] () d = [0] (t) / (6(t) + 6(t) M (t')dt (7.1.26)
La deuxiéme composante s’annule pour t = T.

£

} quelconques sur des couples satisfaisant £(0) = 0 et £(T") =

£

pour calculer la trace fo @1 + ¢1b)dt on doit se restreindre & de tels espaces. Or avec nos conditions aux bords
sur ¢ et 1) nous ne sommes pas dans le méme espace, puisque ¢(7') et 1/(0) sont libres.

Il nous faut donc compléter 'espace des solutions ¢ et v, en introduisant un paramétre par fonction, a (resp.
B) pour ¢ (resp. 1) & ajuster en fonction de la condition au bord pour T' (resp. 0).

Conclusion : G(¢,t') projette les couples [

Déterminons le paramétre a pour ¢(t) en t =T :

Puisque [ﬂ est solution de (|7.1.8) on peut poser qu’il existe « tel que

N [Zi)] = (K -\~ [‘jﬂ +a [(jﬂ (7.1.27)

On calcul alors la quantité suivante, en t = T', on se souvient que ¥(T) = 0

NBT) = (1~ N 0T [ (0 +30) a4 ad (7.1.25)
d'on ,
— 8;?:(5) (7.1.29)
On calcul alors de la méme facon le paramétre 3 pour 1 (t) en t = 0. On évaluera 9x(0), et on obtiendra
8= aj;é)é;)) (7.1.30)

Maintenant que « et 8 sont déterminés, I’espace des solutions est complété.
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