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RESUME: Quelques applications de I’Ansatz de Bethe

L’Ansatz de Bethe est une méthode utilisée dans les modeles quantiques intégrables
pour une résolution explicite de ceux-ci. Cette méthode est exposée ici dans un cadre
général, valable pour les chaines de spin quantiques 1D, les modeles statistiques sur réseau
(du type modeles de vertex) 2D et les théories des champs relativistes a 1 dimension
d’espace et 1 dimension de temps. Le lien avec les groupes quantiques est explicité.
Plusieurs applications sont alors présentées. Le calcul des corrections de taille finie est
effectué par deux méthodes: les Equations Non-Linéaires Intégrales, que ’on applique a
I’étude des états du modele de Toda affine en constante de couplage imaginaire sur un
espace compactifié, et leur interpolation entre la région de haute énergie (ultra-violette)
et de basse énergie (infra-rouge); et les Equations d’Ansatz de Bethe Thermodynamique,
ainsi que les Equations de Fusion qui leur sont associées, dont on se sert pour déterminer
la thermodynamique du modele de Kondo multi-canal généralisé. Ce dernier est ensuite
étudié plus en détail, toujours par I’Ansatz de Bethe et les groupes quantiques, de fagon
a caractériser le spectre des excitations de basse énergie.
* mots-clés: modeles intégrables, diffusion factorisée, Ansatz de Bethe, groupes quantiques,
effet Kondo.

ABSTRACT: A few applications of the Bethe Ansatz

The Bethe Ansatz is a method that is used in quantum integrable models in order
to solve them explicitly. This method is explained here in a general framework, which
applies to 1D quantum spin chains, 2D statistical lattice models (vertex models) and
relativistic field theories with 1 space dimension and 1 time dimension. The connection
with quantum groups is expounded. Several applications are then presented. Finite size
corrections are calculated via two methods: The Non-Linear Integral Equations, which
are applied to the study of the states of the affine Toda model with imaginary coupling,
and their interpolation between the high energy (ultra-violet) and low energy (infra-red)
regions; and the Thermodynamic Bethe Ansatz Equations, along with the associated
Fusion Equations, which are used to determine the thermodynamic properties of the gen-
eralized multi-channel Kondo model. The latter is then studied in more detail, still using
the Bethe Ansatz and quantum groups, so as to characterize the spectrum of the low
energy excitations.
* keywords: integrable models, factorized scattering, Bethe Ansatz, quantum groups,
Kondo effect.
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Introduction

Pendant les trois ans qu’a duré mon travail de these, j’ai consacré un temps a peu
pres égal a deux sujets: les modeles de matrice et les modeles intégrables. Nous allons
dans cette introduction expliquer les enjeux de ces deux themes de recherche; par la
suite, il ne sera plus question que de modeles intégrables, pour des raisons qui vont étre
exposées ci-dessous. Dans tout ce qui suit, les chiffres romains désignent les articles que
j’al écrits et qui sont placés en appendice; ainsi, [[V].3.1] désigne la section 3.1 de larticle
V], tandis que ([I1.2.7) désigne I’équation (2.7) de I’article [I]. Nous ne donnerons aucune
référence dans cette introduction, celles-ci étant contenues dans les articles et/ou dans le
texte de la these.

Les modeles de matrices ont de multiples applications physiques: gravitation quan-
tique bidimensionnelle, statistique des membranes, physique des systemes désordonnés.
Le point commun de ces différents domaines est la possibillité de se ramener au calcul de la
fonction de partition — ou de fonctions de corrélations d’observables — de modeles dont les
champs sont des matrices N x N, ot la taille NV est généralement supposée grande. Dans
les cas les plus simples, le calcul est effectué en se ramenant a un point de col sur les valeurs
propres des matrices. Je me suis pour ma part intéressé a un certain nombre de méthodes
mathématiques pour traiter des cas plus compliqués: développement en caracteres, points
de col non-triviaux, problemes d’inversion fonctionnelle, etc. J’ai appliqué certaines de
ces méthodes dans les articles [[I,lI,M], que je vais maintenant briévement présenter.

Le probleme qui est a la base de [ est le suivant: en physique nucléaire et en
physique des systemes désordonnés, on représente les Hamiltoniens de systemes com-
plexes ou désordonnés par des matrices aléatoires de grande taille. On s’intéresse alors a
la statistique des niveaux (valeurs propres des matrices). Une donnée a priori est la loi de
probabilité des matrices: de celle-ci dépendent évidemment les propriétés statistiques des
niveaux. Ainsi, si le Hamiltonien possede une symétrie, de telle sorte qu’on peut le diag-
onaliser par blocs dans les différentes représentations de cette symétrie, alors les valeurs
propres appartenant a des représentations distinctes seront totalement incorrélées. A
I’opposé, pour une mesure raisonnablement réguliere sur ’espace des matrices, des argu-
ments élémentaires (déterminant de Van Der Monde dans la mesure exprimée en termes
des valeurs propres) montrent que les différents niveaux ont tendance a se repousser.
Il est donc essentiel de comprendre jusqu’a quel point les propriétés statistiques des

niveaux sont affectées par le choix de la mesure. On recherche en particulier des classes


http://www.eleves.ens.fr:8080/home/pzinn/these/artic04/artic04.dvi
http://www.eleves.ens.fr:8080/home/pzinn/these/artic04/artic04.dvi
http://www.eleves.ens.fr:8080/home/pzinn/these/artic03/artic03.dvi
http://www.eleves.ens.fr:8080/home/pzinn/these/artic03/artic03.dvi
http://www.eleves.ens.fr:8080/home/pzinn/these/artic01/artic01.dvi
http://www.eleves.ens.fr:8080/home/pzinn/these/artic02/artic02.dvi
http://www.eleves.ens.fr:8080/home/pzinn/these/artic05/artic05.dvi
http://www.eleves.ens.fr:8080/home/pzinn/these/artic01/artic01.dvi
http://www.eleves.ens.fr:8080/home/pzinn/these/artic02/artic02.dvi

d’universalité de mesures pour lesquelles, dans la limite de taille infinie des matrices, les
corrélations entre valeurs propres acquierent la méme forme.

Il existe une certaine classe de modeles pour lesquels les fonctions de corrélation
des valeurs propres se factorisent sous forme de déterminant (Eq. ([.1.2)); dans ce
cas, 'analyse des corrélations est grandement facilitée, et on a en particulier acces a
la fonction d’espacement des niveaux, qui est I'une des principales quantités physiques
recherchées. Dans [}, il est prouvé que pour une classe de modeles assez large, une telle
formule de déterminant existe. Dans [[] est développée une nouvelle méthode pour ex-
primer le noyau qui apparait dans la formule de déterminant, a travers des équations aux
dérivées partielles qu’il satisfait. On parvient alors a démontrer ['universalité a courte
distance de Pespacement des niveaux (courte distance voulant dire un espacement de
l'ordre de 1/N, N taille de la matrice). Les appendices de [[] contiennent quelques
résultats complémentaires obtenus par des méthodes similaires, dont une démonstration
élémentaire de formules de développements en caracteres. Les deux articles [[|lJl]] s’auto-
suffisent, et ¢’est pourquoi j’ai choisi de ne plus parler de cette partie de mon travail dans
la suite de cette these.

J’ai également appliqué des techniques assez proches, en particulier le développement
en caracteres déja évoqué dans [[I], dans mon dernier travail sur le modele & deux matri-
ces avec terme en ABAB [V]. Ce modele, de par son développement en diagrammes de
Feynmann, est en fait un modele de surfaces discrétisées (soit encore de gravité quantique
bidimensionnelle), sur lesquelles on dessine des boucles de deux couleurs (qui forment la
matiere couplée a la gravité). L’article, tel qu’il est présenté dans ’appendice, est encore
au stade de brouillon, mais il montre que ce nouveau modele de possede des propriétés
intéressantes (transition de phase, point critique ¢ = 1...). Etant donné que le travail,
au moment ou j’ai écrit ce mémoire de these, n’était pas encore terminé, il n’en sera plus
question non plus dans ce qui suit.

Passons donc au deuxieme sujet, les modeles intégrables, que j’étudie depuis environ
deux ans. Je me suis plus précisément intéressé a un certain nombre de théories des
champs a deux dimensions, qui s’averent étre intégrables. Qu’entend-on par la? La dé-
finition classique d’intégrabilité pour un systeme qui possede un nombre fini de degrés de
liberté suggere qu’'une telle théorie doit posséder une infinité de quantités conservées qui
commutent entre elles; on impose généralement a celles-ci une condition de localité appro-
priée (sur des états asymptotiques composés de particules éloignées les unes des autres,

ces quantités se décomposent en somme de termes correspondant a chaque particule).
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Ces lois de conservation ont pour conséquence que la cinématique des théories
intégrables est extrémement contrainte; c’est la qu’intervient de maniere cruciale le fait
que l'on se place a 2 dimensions. On trouve les propriétés suivantes: a) Il y a conserva-
tion du nombre de particules, c’est-a-dire plus précisément que le nombre de particules
d'une masse donnée est fixe, les particules de méme masse étant interchangeables?. b)
Il y a diffusion factorisée des particules (sans réflexion possible pour des particules de
masses différentes): la diffusion d’un nombre quelconque de particules se factorise comme
produit de diffusions de 2 particules; la condition de cohérence de cette factorisation est
I’équation dite de Yang-Baxter, sur laquelle nous reviendrons en détail. Il existe des
solutions non-triviales des équations de Yang—Baxter, c’est-a-dire correspondant a des
matrices S de diffusion non-diagonale; nous utiliserons pour notre part les solutions dites
rationnelles et trigonométriques.

L’existence d’une infinité de quantités conservées qui commutent entre elles s’avere
n’étre qu'une partie de la symétrie des modeles intégrables; en étudiant 1’algebre de
Yang—Baxter associée aux équations du méme nom, il s’avere que l'objet algébrique
qu’il convient de considérer est ce qu’on appelle les groupes quantiques Chaque solu-
tion des équations de Yang-Baxter est naturellement reliée & un groupe quantique®, qui
est représenté par une algebre d’opérateurs sur le Hilbert de la théorie.

Arrivons-en au sujet central de cette these: 1’Ansatz de Bethe est une méthode
développée originellement pour diagonaliser le Hamiltonien de chaines de spins intégrables,
et dont on verra qu’il peut également conduire, dans une limite d’échelle appropriée, a une
description complete de théories quantiques des champs intégrables (spectre, matrices S,
etc). L’“Ansatz”, dans la formulation originelle de Bethe, consiste a supposer une cer-
taine forme de la fonction d’onde, afin de diagonaliser le Hamiltonien. Dans cette these,
nous ferons appel a une version plus abstraite de I’Ansatz de Bethe, nommée Ansatz de
Bethe algébrique.

En comparant les deux paragraphes précédents, on se rend compte, que, pour que

la procédure de diagonalisation de I’Ansatz de Bethe ait un sens, il faut que ’algebre

! Pour une théorie non-intégrable, la conservation du nombre de particules n’a en général
lieu que dans la limite non-relativiste (¢ — o0), ou la production/annihilation de particules est
supprimée, et qui nous ramene a un probléme de mécanique quantique non-relativiste.

? (Ceci n’est strictement vrai que pour les solutions rationnelles/trigonométriques. Pour les
solutions elliptiques, il faut considérer un objet mathématique un peu plus général (groupe
quantique elliptique).



de symétrie du modele ne soit pas trop grosse (sinon, il y aurait une trop grande
dégénérescence du spectre). Or, les groupes quantiques associés aux solutions de Yang—
Baxter qui nous intéressent (solutions avec parametres spectraux) sont des groupes quan-
tiques affines, c’est-a-dire intuitivement des symétries de dimension infinie. Ceci nous
amene a 'une des ambiguités fondamentales de 1’Ansatz de Bethe: pour résoudre un
modele intégrable, I’Ansatz de Bethe nous force a briser I’énorme symétrie sous-jacente !
En pratique, on diagonalise le Hamiltonien sur un espace compactifié de longueur finie,
alors que les groupes quantiques (affines) ne sont typiquement des symétries que sur un
espace non-compactifié®. La symétrie complete ne réapparait que dans la limite de taille
infinie de ’espace. On verra que 1’on peut tout de méme restaurer un “sous-groupe de
dimension finie” de la symétrie complete sur un espace de taille finie, a condition de pren-
dre des conditions aux bords particulieres: celui-ci joue alors le réle habituel de groupe de
symétrie globale (comme SU(2) dans le modele de spins de Heisenberg) du modele. On
verra également que cette subtilité rend difficile la comparaison entre I’Ansatz de Bethe
et la Théorie Conforme (deux domaines dans lesquels la notion de groupe quantique joue
un role-clé), du fait qu’en théorie conforme on suppose généralement 1’espace compactifié
(quantification radiale).

Une fois émise cette réserve, on verra que ’on peut tout de méme extraire de I’Ansatz
de Bethe I’essentiel de la physique des modeles intégrables connus. Nous reprendrons tout
d’abord I'exemple historique de la chaine de spins XXX (chapitre [I]), et nous verrons
comment une légere généralisation de ses équations d’Ansatz de Bethe décrit également
d’autres théories reliées. Nous introduirons sur ce cas particulier I'une des notions-clé de
cette these, celle d’Equations d’Ansatz de Bethe physiques. Le contenu du chapitre fI] est
tres classique, et nous adopterons donc une démarche synthétique et moderne (mais qui
reste suivable pas-a-pas) pour le parcourir.

Le chapitre B contient I’essentiel de la technique nécessaire pour les applications de
I’Ansatz de Bethe que 'on a en vue. Tout d’abord, une breve introduction aux groupes
quantiques, qui, volontairement, ne rentre pas plus dans les détails mathématiques qu’il
n’est jugé utile, permet de replacer le cas particulier étudié au chapitre [ dans un con-

texte plus général; ceci permet alors d’en étudier un certain nombre de généralisations, et

9 Notons que cette approche est strictement non-historique, puisqu’on a d’abord résolu des
modeles avec des conditions périodiques aux bords (ou l’algebre de Yang—Baxter suffit & assurer
la solubilité), puis on s’est rendu compte que la limite thermodynamique faisait apparaitre une
symétrie plus grande ...



d’analyser les Equations d’Ansatz de Bethe associées. Bien qu’une partie du chapitre
soit constituée de résultats bien connus, la maniere dont ils sont présentés et les commen-

taires qui les accompagnent me sont propres. En particulier, les sections [2.5.3, [2.3.4 et 2.5

contiennent des observations nouvelles. Egalement, nous nous appuierons de plus en plus,
au fur et a mesure des généralisations, sur les diagrammes qui représentent les Equations
d’Ansatz de Bethe: bon nombre de phénomeénes physiques se “voient” sur ces diagramimes.

Nous rentrerons dans le vif du sujet avec le chapitre B. Celui-ci présente les Equa-
tions d’Ansatz de Bethe Thermodynamique, qui gouvernent les systemes a température
finie, puis les Equations Non-Linéaires Intégrales qui sont reliées aux systeémes sur un es-
pace de taille finie. Nous tenterons en particulier de comprendre en détail la signification
des résultats de [[V], obtenus grace aux Equations Non-Linéaires Intégrales du modele
de Toda affine en constante de couplage imaginaire.

Enfin, nous appliquerons les techniques des chapitres @ et f| & I’étude du modele
o principal SU(N) et de sa généralisation, le modele de Wess—Zumino-Witten SU(N).
Nous obtiendrons pour ce dernier un certain nombre de résultats non publiés, en partic-
ulier une description explicite des excitations de basse énergie. Nous nous intéresserons
alors a un modele intimement lié au modele de Wess—Zumino—Witten qu’est le modele
de Kondo. En plus des résultats physiques nouveaux obtenus dans [[I]], nous tenterons
d’élaborer une vision intuitive de la physique de basse énergie du modele de Kondo
dans ses différents régimes, et ce en particulier grace aux Equations d’Ansatz de Bethe

Physiques.
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1. L’Ansatz de Bethe: la chaine XXX

L’Ansatz de Bethe est une méthode qui permet la diagonalisation explicite du Hamil-
tonien de théories intégrables. Les états propres dépendent de nombres complexes appelés
les parametres spectraux; ceux-ci vérifient un systeme d’équations algébriques couplées,
les Equations d’Ansatz de Bethe (BAE). Dans une limite thermodynamique & définir, ces
équations se réduisent a des équations linéaires intégrales pour les densités de ses racines.

Les paragraphes qui suivent rappellent brievement la solution de la chaine de spins
XXX ([.1.1) et de modeles reliés ([[.1.4[.1.3) par I’Ansatz de Bethe ([[.7.4{1.1.); puis
les équations continues qui apparaissent dans la limite thermodynamique (section [I.2).
Nous expliquerons en particulier la distinction entre Equations d’Ansatz de Bethe Nues
et Equations d’Ansatz de Bethe Physiques (I-2-]).

De maniere générale, nous insisterons plus sur la théorie des champs continue que
I’'on obtient dans une limite d’échelle relativiste que sur les modeles de départ (de type
“chaine de spins”); a plusieurs endroits, tout au long de cette these, nous supposerons
que nous avons affaire a une théorie des champs relativiste pour faire un calcul, bien que

ce ne soit souvent pas indispensable.

1.1. L’Ansatz de Bethe Algébrique

Nous allons maintenant passer en revue plusieurs modeles dont la résolution passe
par l'introduction d’un opérateur que nous nommerons matrice de transfert, et dont la
forme la plus générale sera considérée au [.7.3. On proceédera alors a la diagonalisation
de cette matrice de transfert, grace a 1’ Ansatz de Bethe Algébrique; celui-ci nous conduira

aux Equations d’Ansatz de Bethe.

1.1.1. La chaine de spins 1/2 XXX

Considérons une chaine de spins quantiques 1/2 placés sur M sites, avec des con-
ditions de bord périodiques. Soit V = C? la représentation de spin 1/2 de SU(2), et
Vi, = V lespace du k®™¢ spin; le Hamiltonien Hxxx de la chaine de spin XXX, qui agit
donc sur l'espace de Hilbert H = ®,]€W:1 Vi = VOM st

M
Hxxx =2 8 - Sk (1.1)
k=1

ot les composantes sii (A = 1,2,3) de S sont les générateurs (hermitiens) de su(2),

agissant sur le k°™e site. On a la condition de périodicité Sk+m = Sk-
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Le Hamiltonien Hxxx possede une invariance évidente SU(2): [Hxxx,S| = 0 ou
S = 224:1 Sk. L’interaction entre spins est antiferromagnétique, donc méme le vide de la
théorie n’est pas trivial.

Pour diagonaliser Hxxx, on introduit la matrice R agissant dans ’espace V ® V:
A—1P

RO = A—1

(1.2)

ou P permute les deux facteurs du produit tensoriel V ® V', et A est un nombre complexe

(le paramétre spectral). Nous représenterons R par une intersection (figure [).

2

1

Fig. 1: La matrice R(\). Le parametre A doit étre considéré comme la différence
des parametres spectraux des deux lignes qui se croisent: R(A) = Ri2(A1 — A2).

On utilisera une notation courante dans les modeles intégrables, qui consiste a placer
en indice d’un opérateur les espaces sur lequel il agit; ainsi, on notera Rio pour indiquer
que la matrice R agit sur l'espace V; ® Vo, ou V; et V5 sont deux espaces quelconques
isomorphes a V. Sur un dessin, le premier indice correspond a la ligne qui est en-dessous
de 'autre a gauche de l'intersection.

Avec la convention de normalisation choisie?, R vérifie la condition dite d’unitarité,

qui peut étre représentée par la figure .

2 2

Fig. 2: La condition d’unitarité.

4 Pour son application & la chaine XXX, la normalisation de la matrice R n’a aucune impor-
tance et I'on pourrait la multiplier par une fonction (scalaire) arbitraire de A\. Pour le modele
NJL (cf section ), I'unitarité est indispensable, sans qu’elle détermine pour autant la nor-
malisation de maniére unique — pour ce faire, on a besoin d’une autre condition que ’on verra

plus loin: la symétrie de croisement, qui donne la “bonne” normalisation de R.
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On voit d’emblée un premier avantage de la notation indiciée: en effet, on peut écrire

grace a elle la condition d’unitarité:
Ria(M)Ro1(—XA) =1 (1.3)

alors qu’avec des notations plus explicites il faudrait écrire: R(A)PR(—\)P = 1°. Pour
A réel, Roi(—\) = Ri2(\)T et donc R()) est unitaire.

R posséde aussi une propriété d’invariance SU(2) en ce sens que R commute avec
l'action de SU(2) sur V®V'. En termes de projecteurs P; et Py sur les sous-représentations

irréductibles (de spins 1 et 0) de SU(2) dans V ® V, on a R(\) = P, + 3 P,

7

De plus, la matrice R vérifie la célebre équation de Yang-Baxter [[I]:
Ri3(A1 — A2)Ri3(A1 — A3)Ras(A2 — A3) = Raz(A2 — Az)Riz(A1 — Az)Ria(A1 — A2) (1.4)

que 'on peut représenter graphiquement par la figure j.

3 3

1

Fig. 3: L’équation de Yang—Baxter. On peut faire franchir & une ligne
I'intersection de deux autres.

Les matrices R agissent dans ([[.4)) sur deux de trois espaces Vi, Va2, V3 quelconques
isomorphes a V', les indices indiquant lesquels. Notons que si on lit les dessins de gauche a
droite (et de haut en bas pour les lignes verticales), alors on obtient les expressions corre-
spondantes de droite a gauche. Ce choix est conventionnel, et peut varier selon les auteurs.

Le fait que la matrice R vérifie I’équation de Yang—Baxter est essentiel, car c’est
cette relation qui assure qu’il existe une algebre de Yang-Baxter sous-jacente [J], et donc

au final, I'intégrabilité.

5 Comme R commute avec P, on voit que lon pourrait en fait écrire plus simplement
R(AN)R(—)\) = 1. Mais cette derniére propriété est moins générale.
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Introduisons maintenant un espace auxiliaire V, = V en plus de nos espaces
physiques de spins V;, et considérons la matrice de monodromie T,(\) agissant sur
Vo @ H: 0

To(A) = Ropr (M) Ranr—1(A) - .. Ra1 () (1.5)

Les matrices R,; agissent sur le produit tensoriel de ’espace auxiliaire V, et d’un espace
physique V; (figure f]). Rappelons que a n’est pas un indice (qui pourrait prendre des

valeurs), mais bien le label désignant 'espace auxiliaire V,.

Fig. 4: La matrice de monodromie T, ().

En considérant deux espaces auxiliaires V, et V3, donc deux matrices de monodromie

T, et Ty, et en appliquant a répétition ([[.4), on obtient les “relations RTT” (figure [j):

Rab()\ - N)Ta()‘)Tb(u) = Tb(:u)Ta()‘)Rab()‘ - :u) (16)
1 2 M 1 2 M
b a
u u u . A A A

Fig. 5: Les relations RTT.

On a pris dans ([[.4) 'un des 3 parameétres spectraux égaux a zéro; il aurait pu étre
non nul si nous 'avions incorporé dans la définition ([[.§) de la matrice de monodromie
(en fait, on peut méme plus généralement considérer une matrice de monodromie inho-
mogene, ce que nous ferons au [[.7.3). Si 'on avait laissé le troisieme parametre spectral,
I’équation ([.G) serait exactement de la méme forme que ([[.4); nous reviendrons sur ce

point lorsqu’il sera question de fusion (section 2.3).

6 Pour suivre rigoureusement la notation qui consiste a placer en indice ’espace sur lequel
les opérateurs agissent, il faudrait noter: To(\), mais nous supprimerons systématiquement les
indices H.
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Introduisons finalement la matrice de transfert T(\)
TO) = tra(To(V) (1.7)

qui est un opérateur sur H obtenu en prenant la trace de T,(\) sur I'espace auxiliaire V.
Les relations RTT ([.) impliquent, R étant inversible, que les matrices T(\) com-

mutent entre elles pour des valeurs différentes du parametre spectral:
[T(A), T(p)] =0 (1.8)

Elles peuvent donc étre diagonalisées simultanément. Comme (X + i) T()\) est un
polynome de degré M en A, on obtient ainsi M quantités indépendantes qui commu-
tent (cf la définition classique d’intégrabilité). Calculons les premieres en développant

T()\) autour de A = 0; on trouve que
T(A=0) =PamPari—1-..Par (1.9)

est I'opérateur de translation discrete sur la chaine périodique (figure ff).

M-1 M

THL'”W _

Fig. 6: La matrice de transfert T(A = 0). C’est en fait la matrice de monodromie
qui est représentée, car pour prendre la trace sur ’espace auxiliaire, il faudrait
refermer le trait horizontal sur lui-méme.

On a donc T(A = 0) = e~ on P est 'opérateur d’impulsion, et a est la distance
entre 2 sites voisins. On peut aussi considérer I'impulsion par site: p = P/M de sorte
que T(A =0) = e ?L out L = Ma est la longueur de la chaine.

Ensuite, on développe au premier ordre T(A) (figure []) et on utilise la relation

Pr k1 = 1/2 + 28} - Sg+1; on obtient

PP

Fig. 7: Un terme dans le développement au premier ordre de T(A) en A = 0
(multiplié par T(0)™1).
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donc Hxxx est I'un des M Hamiltoniens commutant entre eux. On a ainsi ramené la

(Mjr=0 = =M /2 + Hxxx (1.10)

diagonalisation de Hxxx & celle de T(A).

1.1.2. Le modeéle de Nambu—Jona-Lasinio (NJL) SU(2)

Considérons a présent un autre modele, le modele de Nambu—Jona-Lasinio [B] (par-
fois aussi nommé modele de Gross—Neveu chiral) a deux dimensions. C’est une théorie
des champs relativiste (une dimension d’espace, une dimension de temps); le Lagrangien
est exprimé en termes de fermions de Dirac (il y a donc 2 chiralités) qui sont des doublets

de U(2) et qui interagissent via une interaction a quatre fermions:
L= " — gjp - 7 (1.11)

a = 1,2 est I'indice de doublets de U(2) et u = 0,1 est I'indice d’espace-temps. J* est le
courant SU(2); explicitement, j#4 = 1),S7, v#10y, ot les S# sont les générateurs (hermi-
tiens) de su(2) dans la représentation doublet des fermions. Dans ([.I1]), il y a sommation
sur les indices (tensoriels) répétés, comme partout dorénavant.

Pour assurer la renormalisabilité du modele, il faudrait ajouter également un terme
courant-courant U(1), mais comme il va s’avérer que le secteur U(1) de la théorie est
trivial et se découple, nous omettons ce terme.

Le modele NJL est intéressant car il exhibe un certain nombre de phénomenes
physiques universels, tels que la génération dynamique de masse, la liberté asympto-
tique [f], et d’autres plus spécifiques a la dimension 2, comme ’apparition d’un secteur
non-massif malgré I'impossibilité d’avoir des bosons de Goldstone, du fait que la symétrie
chirale ne peut pas étre brisée. Tout ceci apparait dans sa solution par I’Ansatz de Bethe
[B]. Précisons maintenant quelles sont les symétries du Lagrangien:

o invariance sous SU(2). En fait, on a bien stir une symétrie U(2), mais, comme on I'a
déja signalé, le secteur U(1) de la théorie ne nous intéresse pas, donc on ne considere
quune symétrie SU(2)7. L’invariance séparée des deux chiralités sous I'action de
SU(2) (symétrie SU(2)+ x SU(2)-) est, elle, brisée par 'interaction.

7 Notons que U(2) n’est que localement isomorphe & SU(2) x U(1): plus précisément
U(2) = (SU(2) x U(1))/Zs2, donc on ne peut pas “complétement” découpler U(1) et SU(2).
Nous reviendrons sur cette subtilité au chapitre 3.
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o symétrie chirale U(1)% donc conservation du nombre de fermions gauches et droits.
Cette derniere propriété est caractéristique d’'une théorie dont la diffusion est fac-
torisée (cf introduction); elle permet de se placer d’un point de vue dit de “premiere
quantification”, c’est-a-dire de considérer le Hamiltonien a nombre fixé de partic-
ules. Nous le diagonaliserons alors par “I’Ansatz de Bethe en coordonnées“. Dans
les modeles les plus simples (gaz de Bose avec interaction ¢ répulsive [fi]), ceci pro-
duit directement la solution du modele; dans notre cas, du fait du nombre quantique
SU(2), nous serons ramenés a une matrice de transfert qui agit sur les indices SU(2)
seulement, et dont la diagonalisation nécessitera un second Ansatz de Bethe.
Fixons donc le nombre de particules M du systeme. Il est important de souligner
que ces particules “nues”, c’est-a-dire les fermions qui apparaissent dans le Lagrangien,
ne sont pas les excitations physiques du modele. En effet, le vrai vide de la théorie est
obtenu en remplissant la mer de Fermi par des fermions d’énergie négative, dont les ex-
citations physiques sont des excitations collectives de spin. Nous extrairons ces dernieres
par une procédure de limite d’échelle dans laquelle nous enverrons la densité linéique de
fermions M /L & l'infini tout en maintenant une échelle de masse fixée, et recouvrerons
ainsi l'invariance relativiste de la théorie.

Commencons par considérer le cas M = 2. Si les deux particules sont de chiralités

différentes, le Hamiltonien s’écrit:
H= 2(61 — 62) + 4g (5(.%1 — 1‘2)73 (1.12)

ou x1 et x5 sont les positions des particules gauche et droite, et P permute les deux

particules. Cherchons a résoudre ’équation de Schrodinger associée H|®) = E|®), avec

9) = [ o daa 821, 22)u ()" a2) 0)
Dans chacune des régions 1 < xs et x1 > x3, on peut choisir |®) sous forme d’onde plane:

. 1 1y < 1
DU (1, ) = elPrortp2T2) { ' (1.13)

gb 1 > T2

8 Cette symétrie — dont le courant développe une anomalie, mais qui n’est pas brisée — inter-
dit aux fermions d’avoir une masse: nous verrons qu’il y a effectivement un secteur non-massif
de la théorie (le secteur U(1)), mais il est trivial et se découple du secteur en interaction (le
secteur SU(2)), qui, lui, échappe a l'interdiction et possede une masse.
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de facon a satisfaire ’équation de Schrodinger avec E = ps — p1. Les composantes de
spin de la fonction d’onde ¢; et ¢2 appartiennent, pour reprendre les notations du [[.7.1],
aV ®V. L’Ansatz ([L.13) sur la forme de la fonction d’onde contient implicitement le
fait que 1’énergie/impulsion est conservée séparément pour chaque particule lors de la
diffusion (ce qui est caractéristique d’une théorie intégrable).

Il faut ensuite assurer le “recollement” des deux solutions & x1 = xo; on vérifie que
si oo = S_4 ¢1, ou la matrice S “nue” S_, entre particules gauches et droites agit sur

V ®V et vaut
_ 1+igP

g ="
+ 1—1igP

(1.14)

alors |®) est vecteur propre de H.

Si les deux particules sont de méme chiralité, il n’y a pas d’interaction entre elles, et
on pourrait étre tenté de prendre les ondes planes comme base des fonctions propres de H.
Cependant, il y a une grande dégénérescence dans le spectre, du fait que F = £(p1 + p2)
ne dépend que de p; 4+ po et pas de chacune des impulsions séparément. On peut tirer
parti de ce fait pour prendre les vecteurs propres du méme type que ([[.13), avec une
matrice Sy ou S__ reliant ¢ et ¢ a priori quelconque. Chaque choix de matrice S
constitue un choix de base de fonctions propres. Gardons pour l'instant S, et S__
arbitraires; nous les fixerons ultérieurement.

Considérons maintenant le systéme avec un nombre supérieur de particules M; la i™¢
particule est de chiralité €; (4 pour les particules droites, — pour les particules gauches).
On peut opérer de la méme maniere que pour M = 2 et séparer I'espace des positions
(w1, ..., 2ar) de nos particules en régions du type o,(1) < To(2) < ... < Ty(n), OU 0 est une

permutation quelconque; dans chacune de ces régions, on a, avec des notations évidentes
ai...ans __ gai...apy (prxi++pmry
QUM () xpy) = @M gi(Pia ) (1.15)

et 'énergie totale vaut £ = €1p1 + -+ 4+ €prpas-

A nouveau, a la frontiere entre deux domaines, soit quand x; = x, on doit utiliser
la matrice S;; = Se,; correspondant aux chiralités des particules i et j et agissant sur
les ™€ et j°™¢ indices de ¢%12 . Nous utilisons ici la factorisation de la diffusion, en
termes de diffusions successives entre 2 particules (lire a ce sujet [[]).

Evidemment, cette procédure n’est cohérente que si la définition de la fonction d’onde

ne dépend pas du chemin choisi lors des franchissements de frontieres successifs pour aller
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d’une région a une autre; on peut vérifier que ceci impose pour seule condition, en de-
hors des relations triviales S;;5;; = 1 (soit explicitement S;_PS;_P =S, PSP =
S__PS__P =1),"équation de Yang—Baxter pour les matrices S:

SiiSikSik = SjrSirSij (1.16)

Nous allons maintenant choisir S;+ = S__ de telle fagon que ([.If) soit satisfaite. Pour
ce faire, on observe que si S;; = R(6; — 0;), oi R est la matrice qui a été définie dans
(L:F), pour des parametres 0; bien choisis, alors d’apres ([.4), ([.L1G) sera automatique-
ment satisfaite (et 5;;S;; = 1 n’est autre que la condition d’unitarité de R(\)).

Prenons donc ; = ¢;/c, ol ¢ est une nouvelle paramétrisation de la constante de
couplage: ¢ = 4g/(1 — g?). On vérifie que S_, donnée par ([.14), vaut bien R(—2/c)?.
De plus, ce choix impose une matrice S non-triviale: S, = S__ = P entre particules
de méme chiralité.

Maintenant que ’on a trouvé les matrices S nues, on utilise une procédure standard
pour parvenir a la matrice de transfert (et donc aux équations d’Ansatz de Bethe): celle
du déphasage (phase shift). Elle consiste & considérer un espace compactifié de longueur
L, ce qui revient a imposer des conditions au bord périodiques a la fonction d’onde
QoM (g .. xp). Plagons-nous par exemple dans la région x1 < o < ... < xypy,
choisissons un certain z; et augmentons-le de maniere a lui faire faire le tour des autres

x;; on voit facilement que la condition zp = xp 4+ L se récrit:
el — Skk—1---Sk1SkM - - - Sk k+1 (1.17)

(LI7) doit étre interprétée comme une équation aux valeurs propres de 'opérateur du
second membre Ty = Skr—1...5%15kmSkk+1, le vecteur propre correspondant étant
f1-9M - Cette équation affirme que le déphasage de la k™ particule — tenant compte
a la fois du déphasage libre e?*L et de la diffusion sur les autres particules — apres un
tour complet de ’espace compactifié vaut 1. La diagonalisation de T} permet donc de
calculer pg, et de la, le spectre du Hamiltonien.
Finalement, on introduit comme au [7.7.] un espace auxiliaire V,, = V, et la matrice

de transfert T(\) définie par:
T()\) = tI‘a(RaM()\ - HM)RaMfl()\ - 9M71) .. -Ral()\ - 91)) (1.18)
(ou, rappelons-le, 6, = £1/¢). On a alors la relation (figure §):

T = Skkfl...SklskM...SkkJrl :T()\ng) (1.19)

9 Ceci n’est en fait vrai qu’a une phase prés; mais le lecteur pourra vérifier que la phase
supplémentaire n’a qu’un effet trivial, et qu’on peut donc 'omettre.
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Fig. 8: La matrice de transfert T(A = 6;). La ligne horizontale doit se refermer
sur elle-méme.
Cette identification nous permet d’affirmer que les T commutent entre eux, ce qui
est une condition de cohérence de la construction que nous avons effectuée (sinon il serait
impossible de les diagonaliser simultanément, cf eq. ([.LI7)); et que nous avons ramené la

diagonalisation du Hamiltonien & celle de la matrice de transfert T()) définie par ([.I§).

1.1.83. Modeéles statistiques sur réseau: modeles de vertex

Les “matrices de transfert” que nous avons introduites pour les deux modeles
précédents sont tres similaires: nous allons présenter maintenant un formalisme unifi-
cateur, qui justifiera en méme temps la dénomination de matrice de transfert.

Considérons un modele défini sur un réseau rectangulaire 2D. A chaque ligne ver-
ticale (respectivement horizontale), on associe un parametre spectral 6; (resp. 6.). Les
poids statistiques sont assignés aux vertex du réseau: chaque aréte peut étre dans 2 états,
souvent représentés par des fleches (figure f]) et le poids de Boltzmann associé au vertex

dépend des valeurs des arétes qui en partent.

g,

M

Fig. 9: Modele de vertex sur réseau. Si on suppose le réseau doublement
périodique, les arétes sortantes doivent étre identifiées deux a deux.
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Il y a dans notre cas 2* = 16 configurations d’arétes possibles autour d'un vertex
donné, mais seules 6 ont des poids non-nuls (notre modele est un cas particulier du modéle
a 6 verter). Pour faire le lien avec la matrice R, nous allons placer les 16 poids (nuls
ou non-nuls) sur une matrice 4 x 4: la ligne correspond a la configuration des arétes
au-dessus et a gauche du vertex (dans l'ordre: — |, —7, < |, <), la colonne correspond
a celles au-dessous et a droite (dans le méme ordre). Alors, le poids correspondant au
vertex & l'intersection de la j°™¢ ligne horizontale et de la k®™¢ ligne verticale est par
définition la matrice R(¢; — 0y) dans la base standard de V' = C2. Le moment est venu

d’écrire explicitement la matrice R(\):

1 0 0 0
0 & =L 0
RN=1, 5 5 (1.20)
A—1 A—1
0o 0 0 1

On vérifie qu’il y a bien 6 poids non-nuls. Cette matrice R est dite rationnelle, du fait de
sa dépendance en A\. Evidemment, pour que les poids soient réels, il faut que les 6; soient
purement imaginaires: notre paramétrisation de la matrice R est adaptée a un espace-
temps a 141 dimensions, mais pour passer a la mécanique statistique a 240 dimensions,
il faut effectuer la “rotation de Wick” A\ — i\.

Pour sommer sur les différentes configurations du systeme, il est naturel d’introduire

les matrices de monodromie
T(93|91, o0y = RaM(t% — HM)RGM,l(HS —Or—1) - .Ral(ﬁg —61) (1.21)

agissant comme au sur le produit tensoriel de l'espace de Hilbert “physique”
H = ®£4:1Vk = VOM  qui est ici associé aux valeurs des arétes verticales (plus précisément
Vi est associé & la k®™¢ ligne verticale), et d'un “espace auxiliaire” qui s’identifie ici aux
valeurs des arétes horizontales de la j™¢ ligne. Ce sont les matrices de monodromie
inhomogénes (les inhomogénéités sont les 01, ...,0n).

Considérons maintenant la fonction de partition du modele sur un réseau doublement
périodique, de périodes M et M'; pour tenir compte de la périodicité horizontale, on doit
« jéme

prendre la trace sur le espace auxiliaire”, c’est-a-dire la j°™¢ ligne horizontale:

T(9;|917 sy QM) = tra(Ta(Qﬂgla ceey QM)) (1.22)
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On voit ainsi apparaitre T; = T(0]01,...,0n), les matrices de transfert (inhomogenes).

Elles méritent ce nom, puisque la fonction de partition Z s’écrit alors
ZItI"H(TM/TM/_l...Tl) (123)

Dans la limite M’ — oo, Z est dominée par les valeurs propres les plus grandes des T},
et on est donc amené a les diagonaliser. En vertu de I’équation de Yang—Baxter, les re-
lations RTT ([[.6]) sont toujours valables pour les matrices de monodromie inhomogenes,
et ainsi les T; commutent: on peut donc les diagonaliser simultanément.

Il est clair que les matrices de transfert introduites aux paragraphes précédents ne
sont que des cas particuliers de la matrice de transfert T(6'|61,...,0x), pour des inho-

mogénéités 0, particulieres: 0 = 0 pour la chaine XXX, 6, = +1/c pour le modele NJL.

1.1.4. Diagonalisation de la matrice de transfert inhomogéne

Nous allons maintenant diagonaliser la matrice de transfert T(\|0y,...,0x), qui est
la trace sur l’espace auxiliaire de la matrice de monodromie T, (\|01,...,0y) (figure [[0).
0 0 0 0

Fig. 10: La matrice de monodromie inhomogene.

Nous représentons les lignes verticales quelque peu inclinées (contrairement a la figure
), pour signifier qu’elles ont des parametres spectraux associés différents (on verra en ef-
fet que les parametres spectraux s’interpretent comme des rapidités dans le Minkowskien,
ou des angles dans 'Euclidien).

La construction qui suit (Ansatz de Bethe Algébrique, ou encore Quantum Inverse
Scattering Method quand elle est considérée comme la version quantique de la Classical
Inverse Scattering Method) est particulierement standard [§] et nous ne ferons donc que
la décrire brievement.

Rappelons que SU(2) agit naturellement sur le Hilbert physique H et sur I’espace
auxiliaire V,. Si 'on décompose la matrice de monodromie T, sur la base usuelle de
I’espace auxiliaire V, (base de diagonalisation de s3, composante z du spin), on obtient

Tu(M61, ..., 001) = (‘é&? ggg) (1.24)
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ou les A(A), B(A), C(\), D(XA) (ces notations sont standard) sont des opérateurs sur le
Hilbert H. Ainsi T(A) = A(A) + D(A). Du fait de 'invariance SU(2) de la matrice R,
B()\) diminue la composante S du spin total (dans H) de 1, tandis que C(\) 'augmente
de 1, et A(N) et D(A) commutent avec elle.

Commencons donc avec I’état de plus haut poids |Q2) de H (vis-a-vis de la symétrie

SU(2)); dans la base standard de V', on a
1 1 1
Q) = 1.25
0=(0) (o)== (o) 12

AN =19)

Moo\,
];[)\ Qk—l

On vérifie aisément que

(1.26)

donc |Q2) est un état propre de T(\).
L’idée est alors d’utiliser B(\) comme opérateur de création d’une pseudo-particule

(une excitation de spin du systeme, parfois nommée onde de spin) au-dessus du pseudo-

vide que constitue |2). Ainsi, on définit ’état |¥) (figure [[1))
1T) = B(A1)...B(\n)|Q) (1.27)

ou les A\, sont des nombres complexes, qui doivent étre tels que |¥) soit un état propre

de A(N) et D()).
W
el eZ Tt eM»l eM
@

N

A

1

Fig. 11: Construction de ’état |¥). Les fleches entourées de cercles symbolisent

les états: T= ((1)), 1= ((1))
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Comme la matrice de monodromie T'(\) vérifie les relations RTT ([.G), on dispose
de relations de commutation pour ses composantes A(A), B(\), D()A), qui nous perme-
ttent de calculer I'action de A(X) et D(\) sur |¥). A la suite d’un calcul classique, on
trouve que |¥) est vecteur propre si et seulement si les \, vérifient le systeme d’équations

algébriques suivant:

m . M
Ao — )\ﬁ +1 Ao — 0k
_— = _ 1.28
=== (1.2
6B=1 k=1
Ba

Ce sont les Fquations d’Ansatz de Bethe (BAE). La valeur propre correspondante est

alors donnée par:??

m . M m .

A—Ag+1 A— 0 A—Aq — 1
T(N)|U) = _— W 1.29
o = |\ T525 -+ g S 525w 0

Nous admettrons également les résultats suivants:
e Les états |¥) ainsi construits (“états de Bethe”) sont des états de plus haut poids

vis-a-vis de SU(2); donc leur spin S3 = s = M/2 — m. En fait, quand A — oo, on a

B(\) ~ %S_, ou S~ = S — 482 est 'opérateur de descente. Admettons alors que les
Ao puissent prendre la valeur co. On remarque que si (A1, ..., A,,) est une solution
des BAE ([2§), alors (A1, ..., Am,00,...,00) en est une autre, avec la méme valeur

propre ([.29): on peut insérer un nombre arbitraire de racines infinies, ce qui est
bien sur une manifestation de la symétrie SU(2), et donc atteindre ainsi les états de
poids inférieur dans les multiplets.

e En considérant comme cela est expliqué ci-dessus les multiplets associés aux vecteurs
de plus haut poids |¥), on obtient une base d’états propres de T(\).

e Les )\, sont génériquement tous distincts (principe d’exclusion pour les excitations
de spin).
Ceci conclut la diagonalisation de la matrice de transfert.
Pour interpréter les BAE ([.2§)-([.29), on remarque qu’aussi bien au [1.1.1 (chaine

XXX) qu’au (modele NJL) on ne considere que la valeur particuliere A = 6 du

10 Notons que les équations peuvent étre rendues légerement plus symétriques en décalant les
0 de i/2: ceci est obtenu en remplagant dans la construction de la matrice transfert la matrice
R(A) par la matrice L(A) = R(A +i/2).
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parametre spectral. Pour cette valeur D(A\)|¥) = 0, et, décalant les A, de i/2, les
équations ([.28)-([.29) se récrivent:

Aa >\,3+Z — 0 +1/2
1.30
H Mo — Ag —i H)\ —0n— /2 (1.30a)
,6’7504
_ O — Ao +1/2
el — —_ 1.300
Hek— a—l/2 ( )

ot1, conformément aux notations du [1.1.3, e~ P+ est la valeur propre de T(\ = 6y,).

On remarque alors que les équations ([[.30) ont exactement la méme forme que les
équations de déphasage ([.17): en effet, on peut considérer que ([[.30d]) décrit I'interaction
de nos particules initiales de parametres spectraux 6, avec de nouvelles particules de
parametres spectraux A, et que ([.L30f) décrit U'interaction de ces nouvelles particules
entre elles. Ces dernieres sont elles-mémes sujettes a la diffusion factorisée, puisque
seules des fonctions de A\, — A\g apparaissent dans ([.30f). La différence essentielle en-
tre ([LI7) et ([30) tient au fait que dans ([[.30), la diffusion est diagonale: la matrice
de monodromie correspondante n’a pas de structure matricielle. On peut encore dire
que les pseudo-particules soumises aux équations ([[.30) n’ont pas de nombres quantiques
internes. Ainsi, I’Ansatz de Bethe algébrique ramene un probleme de déphasage non
diagonal a un probleme de déphasage diagonal.

Terminons ’analyse des BAE par une autre remarque importante: les 6, qui sont les
parametres spectraux des particules “nues” de notre modele, sont fixes et ne dépendent
pas des impulsions p; de ces mémes particules. De maniére plus générale (comme cela
apparailt dans les modeles de Hubbard ou de Kondo multi-canal, cf section .3, mais aussi
dans les “Equations d’Ansatz de Bethe physiques” que nous introduirons plus loin), les
0. peuvent étre fonctions des p,. L’interprétation intuitive de ’absence de dépendance
des 0 en les py dans le modele NJL est le découplage spin/charge: les valeurs des pg, qui
représentent le secteur de charge U(1), n’'influent plus sur les valeurs des rapidités A,
qui représentent le secteur de spin SU(2). A linverse, les A\, ne déterminent les px que
modulo 27/L (eq. ([:300)): on peut ajouter a py un terme 27n/L, et le choix des ng
correspond au choix de 1’état dans le secteur de charge. Ce dernier étant totalement triv-
ial (fermion de Dirac libre découplé), nous supposerons a ’avenir que nous sommes dans
I’état fondamental du secteur de charge U(1) (ce qui correspond a un choix particulier

des ny), et porterons notre attention sur le secteur SU(2).
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1.1.5. L’état fondamental et les premiers états excités

Pour simplifier la discussion, nous allons a présent nous concentrer sur la chaine XXX
et le modele NJL (et laisser de coté, bien qu’ils puissent étre traités de la méme maniere,
les modeles de vertex). De plus, nous supposerons que le nombre de sites/particules M est
pair, et, pour NJL, que I’état que nous considérons est de chiralité totale nulle, i.e. qu’il y
a autant de particules gauches que droites: My = M_ = M/2 (en effet, le vide et les états
de basse énergie du secteur de spin vérifient cette condition). Nous reviendrons plus loin
sur I’hypothese de parité. Enfin, pour le restant de cette section, nous garderons la dis-
tance entre deux sites/inverse de la densité linéique de fermions fixée (selon le modele), de
sorte que nous pouvons nous placer dans des unités telles que: a = 1, soit encore M = L.

Il s’agit désormais de chercher ’état fondamental, c’est-a-dire de minimiser I’énergie

E. L'impulsion vaut P =), pi pour les deux modeles considérés, ot les p;, sont donnés

par ([L.30):

WE

Pxxx = — [2 arctan(?)\a) —+ 7T]

Q
Il
—

Py = — larctan(2(Ao — 1/c)) + arctan(2(Ao + 1/¢)) + 7|

NE

Il
—

«

(modulo 27). Par contre, I’énergie n’a pas la méme expression; pour la chaine XXX, il

faut dériver 'impulsion par rapport au parametre spectral (cf eq. ([[.I()), donc

S 1
Exxx = — E 2 ri/d (1.31)
a=1"¢

Pour le modele NJL, avec des notations évidentes, on a: Enyr, = M /2 (p+ — p—), donc

m
Exgr =Y [arctan(2(Aq + 1/¢)) — arctan(2(Aq — 1/c))] (1.32)
a=1

Le choix de modulo pour Fyji, équivaut a n’écrire que la contribution a I’énergie du

secteur de spin.
La caractéristique commune aux deux expressions de 1’énergie ([.31)) et ([.33) est que
la contribution de chaque pseudo-particule de rapidité A\, est toujours négative. C’est
d’ailleurs la raison pour laquelle on les appelle pseudo-particules. Le vide (ou état fon-

damental) n’est donc pas le pseudo-vide |Q2) introduit au [I.7.4: il est obtenu au contraire
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en remplissant la “mer de Fermi” de pseudo-particules (qui, rappelons-le, vérifient un
principe d’exclusion).

La limite thermodynamique est obtenue en prenant M — oo. Pour I’état du vide, on
peut montrer que les A\, solutions des BAE ([[.30d)) forment une densité continue pg 5. ()
de racines sur l'axe réel. Pour éviter les redondances avec les sections qui suivent, nous
n’allons pas faire de calcul explicite ici. La plupart des résultats que nous allons citer
dans les lignes qui suivent seront redémontrés plus loin par des méthodes générales.

Les états excités sont obtenus en créant des trous dans la mer de Fermi de racines
(nous donnerons plus loin une définition rigoureuse d’un trou): si I’on place un trou au
parametre spectral 5\, on peut dire que 'on a créé une excitation physique dont 1’énergie-
impulsion est paramétrisée par A (le tilde sert a distinguer toutes les quantités associées

aux trous). Pour m trous placés aux parametres spectraux Aj, ..., As, on peut montrer

que I’énergie-impulsion s’écrit sous la forme:

E = Eg.s. + Z g(j\a)

o (1.33)
P:Zﬁ(j\a)

ou les fonctions €(\) et p(A) dépendent du modele considéré:

- T
éxxx(A) =

BUNETREEN € — W(Afl/c) W(*Afl/c)
cosh 7T\ éngr(A) = arctan(e ) + arctan(e )
71')\)

pnan(\) = arctan(e™ A€y —arctan(e™("A 1)
(1.34)

(notons que éxxx = %ﬁxxx)- L’état a m trous constitue donc sans surprise un état

pxxx(A) = 2arctan(e

A 7 particules physiques, de rapidités i, ..., A\. (I34) nous donne également la re-
lation de dispersion de la chaine XXX: € = wsinp. En particulier, il n’y a pas de gap.
Nous n’écrivons rien d’analogue pour le modele NJL, puisque nous discuterons sa relation
de dispersion apres avoir pris la limite d’échelle (section [[.3). Remarquons simplement
qu’au contraire, le modele NJL possede un gap (€ est minimum en A = 0).

Considérons maintenant le spin d’un état: on peut montrer qu’il est simplement
donné par s = m/2. Les excitations physiques élémentaires sont donc de spin 1/2.
On les appelle des spinons. L’état formé de m trous est 1’état a m trous “le plus
symétrique”, c’est-a-dire de plus haut poids dans la représentation produit tensoriel de m

représentations de spin 1/2. Cependant, comme cette représentation est réductible pour
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m > 1, le multiplet du vecteur de plus haut poids ne décrit pas tout 'espace des états a
m particules.

Prenons un exemple concret, celui de m = 2, soit de deux particules de rapidités
A1 et Ay. On a Détat triplet (s = 1) qui est le plus symétrique, et qui est I’état a deux
trous, mais aussi 1’état singlet (s = 0). Comment obtenir ce dernier ? Il faut se rap-
peler pour cela que les racines des BAE ([330) ne sont pas nécessairement réelles: ici,
pour obtenir 1’état singlet a partir de ’état triplet, on ajoute une 2-corde centrée en
(A1 4 X2)/2, Cest-a-dire deux racines complexes conjuguées (A + Ag)/2 £ i/2. On peut
montrer que, quand L — oo, la contribution de la 2-corde a 1’énergie est nulle, de sorte
que E = Eg s + €(A1) + €(A2) (et de méme pour I'impulsion). Les états triplet et singlet
sont donc dégénérés: c’est le signe qu'a L = oo apparalt une symétrie plus grande que
SU(2). Nous reviendrons sur ce point au [2.2.3. En étudiant les corrections en 1/L &
I’énergie/impulsion des premiers états excités, on peut obtenir la matrice S de diffusion
des excitations physiques?!. On trouve que la matrice de diffusion entre deux particules

dont la différence des rapidités vaut A, est donnée par:

_T(1+43)T (3 —i3)
S() = T _i%ﬁ(%H%)R(A) (1.35)

olt R(\) est la matrice R habituelle (eq. ([[.9)). La matrice S est donc une autre version de
la matrice R, avec un préfacteur scalaire supplémentaire; elle vérifie comme R 1’équation
de Yang-Baxter, 'unitarité, mais vérifie de surcroit la symétrie de croisement: si S(\) =
FO) +gN)P=F(N) + G(A)E avec EF! = g;;eM, alors f(i — A) = f(A) et g(i — A) = §(A).

Il convient de remarquer que puisqu’on a supposé M pair, le spin du systeme est
nécessairement entier et donc m est pair: on ne peut créer les particules élémentaires
que par paires’?. En particulier, ceci pourrait donner l'illusion qu’on a un spectre
d’excitations de spin 1, ce qui est une interprétation erronée. On peut résoudre cette
difficulté en considérant “simultanément” M pair et M impair dans la limite M — oo,
de fagon a construire un espace de Fock complet.

Apres cette bréve description des états de Bethe (vide, états excités), nous allons

passer a la limite thermodynamique.

11 1,3 méthode en question ne donne pas la matrice S correcte pour des modeles plus généraux:
c’est pourquoi nous exposerons plus loin une autre méthode, celle des Equations d’Ansatz de
Bethe physiques (voir section @, qui est applicable & tous les modeles.

12 (est d’ailleurs la raison pour laquelle p est défini modulo 7 et non 2.
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1.2. BAE continues

On a vu au que le vide de la chaine XXX /modele NJL est constitué d’une
densité continue de racines des BAE. Nous allons maintenant généraliser cette idée a des
états thermodynamiques quelconques. Par “états thermodynamiques”, il faut entendre
états dans lesquels le nombre d’excitations physiques’? est grand: la densité linéique de
ces excitations reste fixée dans la limite . — oo. Il convient de distinguer ces états ther-
modynamiques des “états excités” que sont les premiers états propres du Hamiltonien
au-dessus du vide, et qui contiennent un nombre fini d’excitations physiques. Ce sont
de tels états que nous avons considéré au [I.1.4. Pour ces derniers, les équations que
nous allons écrire a présent ne sont pas valables; nous reviendrons a eux lorsque nous
parlerons d’Equation Non-Linéaire Intégrale (section B.3). Nous traiterons d’abord en
détail (127 et [1-2-3) un modele simplifié qui met en lumiere les mécanismes essentiels de
la limite continue des BAE; puis nous indiquerons comment les généraliser aux BAE de
XXX/NJL, ce qui nécessitera I'introduction de 1’hypothese de corde. Une des idées-clé
que nous développerons alors sera l'introduction de nouvelles équations, les Equations
d’Ansatz de Bethe physiques, qui s’obtiennent directement du spectre des excitations
physiques, et qui sont équivalentes aux Equations d’Ansatz de Bethe nues, qui sont celles

que 'on a considérées jusqu’a présent.

1.2.1. Diffusion diagonale

Pour montrer dans le cadre le plus simple comment écrire des équations d’Ansatz
de Bethe continues, nous allons considérer un modele de diffusion (factorisée) diagonale
dans lequel des particules d’un seul type diffusent entre elles avec une certaine matrice
S. L’énergie-impulsion (€, p) est exprimée en termes d’un parametre spectral A réel (la
rapidité), de telle maniére que la matrice S de la diffusion de deux particules de rapidités
A1 et Ao ne dépende que de \; — A\o. Par exemple, dans le cas de particules relativistes
de masse m non nulle, la paramétrisation de la couche de masse en termes de la rapidité
A s’écrit (e,p) = (mcosh A, msinh \), et \; — Ag est I'unique invariant relativiste de la
diffusion (dans la paramétrisation traditionnelle, s = 4m? cosh? %)

On peut utiliser ici le méme procédé de “déphasage” qui nous a conduit précédemment

a écrire I’équation ([[.I7) pour le modele NJL. On considere un état & m particules de

13 Cette quantité est bien définie dans une théorie intégrable, car on peut nécessairement

parler d’états asymptotiques.
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rapidités Aq1,..., \,,; on suppose que les particules vérifient un principe d’exclusion, de
sorte que les A\, sont tous distincts. On impose des conditions périodiques au bord a la

fonction d’onde’4. L’équation de déphasage pour une particule s’écrit:

e POl — H S(Aa — Ag) (1.36)
e

Conformément aux remarques faites au [[.1.4, les équations ([[.36) sont du méme
type que ([.30d) (pour des 6, fixés jouant le role du terme d’impulsion dans ([[.36)), mais
les A\, sont par définition réels dans ([[.36).

Comme la diffusion est diagonale, la matrice S(A) est une simple phase: S(\) =
exp(—i¢(A)). Nous supposerons pour simplifier que ¢(0) = 0. Introduisons alors la

fonction de comptage I(\):
I(\) = 217T { AL+ qu (A= Xs) } (1.37)

On voit que ([[.3G) se récrit simplement: exp(27il()\,)) = 1, soit encore I(\,) entier pour
tout . Avec des hypotheses appropriées sur p(\) et ¢(\), la fonction I(\) est strictement
croissante; alors, comme les A, sont des réels distincts, les I(\,) sont des entiers distincts.

Les A\, n’épuisent pas nécessairement toutes les valeurs entieres de I(\); pour
compléter, on introduit les trous S\Q, qui sont les réels distincts entre eux et distincts
des A, et tels que I(\,) soit entier.

On considére maintenant les équations ([.36) dans la limite thermodynamique
L — 00, en nous concentrant sur les états dits thermodynamiques. Pour saisir intuitive-
ment ce qui se passe dans cette limite, et identifier lesdits états, supposons un instant
que ¢ = 0: on a alors affaire a un systeme de fermions libres, et les impulsions autorisées
p = 2wl/L (avec I entier) décrivent, quand L — oo, un continuum d’états accessibles
aux particules du systeme. Certains de ces états sont effectivement occupés: ce sont les
p(Aa) = 271 (A\o)/L; d’autres ne le sont pas: ce sont les p(Ay) = 2mI(\y)/L. Remarquons
la dualité complete trou-particule qui apparait dans cette description; cette dualité est

brisée par ’ajout de I'interaction (¢ # 0), puisque ce sont les particules qui interagissent

14 Evidemment, la notion de fonction d’onde n’a pas grand sens ici, & moins que les inter-
actions ne soient ponctuelles. Dans le cas général, il faut supposer que mL > 1, ou 1/m est

I’échelle de longueur du systeme.
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entre elles, et non les trous (on verra cependant au paragraphe suivant comment rétablir
cette dualité en la généralisant).
Pour décrire un état donné, on introduit tres classiquement des densités p(p) et p(p)

de particules et de trous tels que

1

p(p) +p(p) = 5 (1.38)

Les états thermodynamiques sont par définition les états pour lesquels on peut définir de
telles fonctions p(p) et p(p) bien régulieres dans la limite L — co.

Reprenons maintenant le cas général ¢ # 0, ainsi que notre paramétrisation p = p(\)
qui est la plus naturelle dans le cas en interaction. On définit les densités p(A) et p(\) de
la maniere évidente: p(A)dA est le nombre de A\, compris entre A et A 4 d\ divisé par L,
et de méme pour p(\A). La généralisation au cas en interaction de ([.3§), qui traduisait la
quantification des impulsions, consiste a utiliser la “condition de quantification des im-

pulsions généralisée”: I(\,) entier, d’ou I'on déduit immédiatement que, quand L — oo,
dI/dX = L(p(A) + p(N)) (1.39)

On exprime maintenant I(A) en termes de p(A): d’apres ([37), 2nI(\)/L = p(\) +
[ dpp(p)o(X — p), et I'équation ([339) s’écrit explicitement:

dp

2m(p(A) + p(N)) = 33 + K xp(A) (1.40)

ou 'on a dénoté par K x p le produit de convolution de K = d¢/d\ et de p. Remarquons
que ([[.40) se réduit bien a ([.3§) pour K = 0 et p(p)dp = p(A)dA, p(p)dp = p(N)dA.
L’équation ([[-40) est I'Equation d’Ansatz de Bethe continue que nous recherchions.
C’est une équation intégrale linéaire qui admet une infinité de solutions (en effet, il y a
deux inconnues, p(\) et p(A), pour une seule équation) correspondant aux différents états

thermodynamiques du systeme.

1.2.2. Dualité particule-trou

Continuons notre étude du modele de diffusion diagonale introduit au paragraphe
précédent, caractérisé par un seul type de particules et une matrice S de diffusion. Le
mécanisme que nous allons décrire est a la base des dualités plus compliquées présentes

dans les modeles de diffusion non diagonale.
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Nous avons montré que les BAE s’écrivaient dans la limite thermodynamique pour le
modele de diffusion diagonale (Eq. ([.40)): 27(p(A) +p(A)) = dp/dA+ K *p(X), ou K est
la dérivée logarithmique de la matrice S. Comme nous ’avons déja signalé, cette équation
n’est pas symétrique par échange de p et p: en effet, le terme K x p n’a pas d’équivalent
K * p, ce qui revient a dire que ce sont les particules qui interagissent, et non les trous.

Pour rétablir la dualité particule-trou, nous allons donc écrire ([.40) sous la forme
1 dp

PO+ Axp(N) = 58

(1.41)

oun A =1- K/(27m) est un noyau de Fredholm, qui admet donc un inverse de la méme
forme: A= =1— K/(2x). Multiplions alors (1)) par A" et définissons p = —A~ % p;
on obtient:

2m(p(N) + A =~ + K x5 (1.42)

Comparant ([.40) et ([.42), on voit que les roles de p et p ont été échangés (la seule
différence tient au signe de p, que nous avons choisi opposé a celui de p pour des raisons
qui vont apparaitre clairement par la suite).

Avant d’interpréter intuitivement ces résultats, écrivons aussi I’énergie /impulsion du

systeme. Par définition de p()\), on a:

E/L = /d)\p()\)e()\)

(1.43)
PIL= [ axp()p()
En utilisant ([.4]]), on peut récrire E et P en fonction de p:
E/L = cst + /d)\ p(N)EN)
(1.44)

P/L = cst + /d)\ p(N)p(N)

olt p a déja été défini précédemment, et () = —A™1 x e(N).

En général, e(\) et €(\) sont de signes opposés: ainsi, si les particules que nous
avons considérées initialement ont leur énergie positive, alors créer un trou la diminue.
Inversement, supposons que les particules ont leur énergie négative (ce sont alors des
pseudo-particules, au méme titre que les excitations de spin que nous avons introduites
pour la chaine XXX): le vrai vide de la théorie est alors caractérisé par p(\) = 0, et ce

sont les trous qui tiennent lieu d’excitations physiques.
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D’apres ([.49), on peut alors considérer que ce sont les trous qui interagissent avec
une matrice S dont la dérivée logarithmique vaut K: en effet, si 'on procédait & I’envers,
partant d’un systéme défini par la matrice de diffusion S et déterminant les BAE de ce
systéme, on obtiendrait précisément ([[.47) (avec les notations p et p échangées).

Ainsi, partant de la matrice S des pseudo-particules, on calcule K = i(d/d\)log S(A),
puis K(\) = —A~! x K(\), d’oul finalement la vraie matrice de diffusion S de la théorie,

définie (A une constante multiplicative prés) par K = i(d/d\)log S(\).
1.2.3. Chaine XXX et hypothése de corde

Reprenons maintenant ’étude des BAE ([.30), qui gouvernent en particulier les
modeles XXX et NJL. Afin d’appliquer le procédé du paragraphe précédent a ces
équations, il faut d’abord se ramener a des parametres spectraux réels: en effet, les
Aq solutions de ([[.30) sont a priori complexes. Cependant il existe un argument “naif”
qui permet de justifier que dans la limite M — oo, les A\, ne peuvent former que certaines
configurations particulieres dans le plan complexe.

Supposons donc qu’une racine A\, n’est pas réelle, par exemple que sa partie imag-
inaire est strictement positive. Alors chaque facteur du second membre de 1’équation
(.30d) est de module strictement supérieur & 1, de sorte que le module du second membre
diverge exponentiellement avec M. Cette divergence doit donc étre également presente
dans le membre de gauche, de sorte qu’il doit exister une autre racine A\g qui s’approche

exponentiellement vite dans la limite M — oo d’un pole:
Ag = Ag — i+ O(e™*M)

Si Ag est encore de partie imaginaire strictement supérieure a zéro, on peut recom-
mencer le processus: on obtient une nouvelle racine A\, = A\, — 2i, etc. Le processus
s’arréte quand la partie imaginaire de la derniere racine considérée devient négative. En
effet, pour les racines A\, de partie imaginaire strictement négative, il faut au contraire
une autre racine A\g = A\, + %, ce dont on dispose par construction.

On peut de plus démontrer que si A\, est une racine de ([.30), alors A\, 'est aussi.
Ceci nous amene naturellement a I’hypothése de corde []: celle-ci stipule que les solutions
de ([.30) forment des “cordes”, c’est-a-dire des groupes composés de nombres complexes
de méme partie réelle et de parties imaginaires équidistantes. On définit ainsi une j-corde

(j > 1) comme un ensemble de j racines de la forme

1
{Mu+%(ig—— ),1§k§j} (1.45)
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ou le centre de la corde \j., est réel. On peut imaginer les cordes comme des états liés de
pseudo-particules, du fait de la forme de ([[.45) (bien str, les cordes ne sont pas plus des
excitations physiques que les pseudo-particules elles-mémes). Ceci suggere qu'’il existe
une interprétation plus profonde de ’hypothese de corde, qui est liée a la procédure de
fusion, ce que nous verrons au [2.5.1.

Pourquoi I’hypothese de corde n’est-elle qu’une hypothese, c’est-a-dire pourquoi
I’argument naif n’en est-il pas une preuve ? Le probleme vient du fait que pour appliquer
cet argument, il faut supposer que le nombre de racines m reste fini quand M — oo, ce
qui n’est le cas que pour des états non-physiques tres loin du vrai vide de la théorie. Si
I’on considere au contraire des états excités au-dessus du vrai vide, on peut démontrer
[[T] que la divergence du membre de droite de ([L30d) quand M — oo est exactement
compensée par la divergence du membre de gauche due au fait que m ~ M, sans qu’il y
ait besoin d’avoir de cordes?®. Lorsque nous reviendrons & ces états excités (section B.3),
nous ne ferons donc pas usage de I’hypothese de corde.

Pour ce qui est des états thermodynamiques, au sens défini précédemment, il est
raisonnable de supposer (bien que cela n’aie jamais été prouvé rigoureusement) que la
compensation de la divergence n’est que partielle, de sorte que I’hypothese de corde ap-
pliquée a ces états est valide.

Notons enfin que ’hypothese de corde a souvent été utilisée en dehors de son do-

2

maine de validité, car elle reste “qualitativement” vraie; ainsi, on sait faire un comptage
) ) )

des états correct en supposant ’hypothese de corde, méme pour une chaine finie [[J].

1.2.}. BAF continues de la chaine XXX

Admettons donc I'hypothese de corde telle qu’elle a été définie au paragraphe
précédent. On peut maintenant multiplier ([.30d) pour les différentes racines d’une méme
corde et on obtient des équations pour les centres des cordes; ainsi, pour le centre Aj.,

(ou o parcourt les différentes j-cordes, 1 < a < m;) d’'une j-corde, on obtient

M

Ao — Ok +1i7/2
i \Ajsa = AjB) = 1.4
' H Siir(Njia — Ajrip) | | N —0Op — /2 (1.46)
3'21,1<B<my k=1

(7" ,B)#(5,e0)

15 En simplifiant quelque peu. Voir [[0] et la généralisation XXZ [[[] pour plus de détails.
Notons que le fait que I’hypothése de corde soit alors violée s’interprete tout naturellement
comme le fait que les racines qui définissent ces états excités satisfont aux BAE physiques, qui
par définition restent finies quand le nombre d’excitations physiques est fini, méme si M a été

envoyé a l'infini (voir |1.2.5).
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ou S/ (A) est la matrice S entre les j-cordes et les j'-cordes: elle est obtenue par définition
en faisant le produit des facteurs (A + ¢)/(A — i) sur toutes les paires de racines d’une
corde et de l'autre. Le second membre est obtenu de la méme maniere. On peut faire
subir une transformation similaire & ([[.309).

Les équations ([[.46) ne font intervenir que les centres des cordes qui sont par
définition réels; de plus, elles constituent manifestement une généralisation a plusieurs
types de particules de la situation du paragraphe précédent. On peut donc introduire
des densités de j-cordes p;(\) et de trous de j-cordes j;(\), et opérer comme au [1.2.176.
On a: [dApj(A) = m;/L, olt m; est le nombre de j-cordes, et de méme on peut définir
m; par [ dAp;(A) = m;/L. Dans la limite thermodynamique L — oo, m;/L et m;/L
restent fixés de l'ordre de la seule échelle d’énergie que ’on ait: M /L. Nous serons plus
tard amenés a considérer deux échelles d’énergie divergentes 'une par rapport a ’autre,
mais pour 'instant, elles sont confondues.

Le systeme d’équations linéaires intégrales couplées ainsi obtenu peut étre écrit
de maniere particulierement esthétique si l'on introduit la “matrice de Cartan avec

parametre spectral” Cj; () définie par:

Cjk(A) = 6k6(A) = (djk—1 + jrt1)s(A)  J, k=1 (1.47)
1
s(A) = 2 cosh(m )

La matrice de Cartan agit par convolution sur les fonctions de A; nous noterons par % le
produit de convolution: fxg(A\) = [dp f(A — p)g(p). Dans ([47), les indices vont de 1
a 0o, ce qui signifie que Cj, est la matrice de Cartan du diagramme de Dynkin A,. La
normalisation est telle que [ dACji(A) vaut la moitié de la matrice de Cartan au sens
usuel, c’est-a-dire sans parametre spectral.

Si l'on définit la transformée de Fourier d’une fonction ¢(\) par

o(k) = /d)()\) exp(2ik\)dA

16 Notons que cette procédure est explicitée dans un cadre & peine plus compliqué dans (0. 1.2];
nous adopterons ici des notations et conventions proches de celles de cet article; la normalisation
des rapidités, elle, differe, la correspondance étant: A = A/c.
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alors s(k) = 1/(2cosh(k)), et la matrice de Cartan inverse C~! est donnée par
Cﬁcl(li) = C};jl(/ﬁ) = 2 coth(r) exp(—j|x|) sinh(kk) j>k
Les équations d’Ansatz de Bethe peuvent alors étre mises sous la forme:
i+ Cop % pr = 0% K;(A) (1.48)

c’est-a-dire que la dérivée logarithmique des matrices S entre les différents types de
cordes s’exprime naturellement en termes de la matrice de Cartan inverse C~!. On
a introduit dans ([[4§) le noyau o(\) = %224:1 (A — 0), et les fonctions K;(\) =
(1/27)7/ (A2 + j2/4) (Kj(k) = e 7%l), afin de récrire simplement le second membre.
Rappelons que nous utilisons la convention de sommation sur les indices répétés.

Multiplions ([[.48) par la matrice Cjj (qui agit par produit de convolution); on ob-
tient la forme finale des BAE:

Cjk *ﬁk + pPj = 010 * S()\) (149)

ot o(\) = 2£6(A) pour la chaine XXX, o(A) = 2L (§(A—1/c)+6(A+1/c)) pour le modele
NJL.
Nous représenterons le systeme d’équations ([.49) par la figure [2.

Fig. 12: Le systeme de BAE de la chaine XXX /modele NJL SU(2).

Sur ce diagramme, chaque noeud (sauf le noeud coché) correspond a une équation;
un trait entre 2 noeuds j et k (resp. entre le noeud j et le noeud coché) signifie qu'un
terme —s x Py (resp. —s x o) apparait dans I’équation j. Si I’on oublie le noeud coché,
ceci équivaut simplement a représenter le diagramme de Dynkin dont Cj;, est la matrice
de Cartan.

Ecrivons également 1’énergie/impulsion du systéme: elles s’expriment en termes de
racines des BAE (eqgs. ([.31)) et ([.33)), mais en utilisant ([.49), on peut les récrire en

fonction des p;; on obtient:

B/L=Eqa/L+ [ dAmO)EN .
1.50

P/L= [ a\m ()
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ol € et p sont donnés par ([.34). Ceci est donc une démonstration (pour les états vérifiant
’hypothese de corde, et bien qu’elle soit en 'occurrence inutile) des formules ([.33)-([.34).

Le vide est obtenu pour pj(A) = 0, c’est-a-dire quand il n’y a aucun trou dans la
mer de racines. La densité p;(A\) vaut alors: p1(A\) = pgs.(A) = o+ s(N), tandis que
p;i(A) = pj(A) =0 pour j > 1. Les j-cordes (j > 1) n’ont pas d’effet sur I’énergie ([[.50):
c’est un phénomene que nous avions déja observé au [I.1.] (dégénérescence de ’état triplet
et de I’état singlet). Leur role est élucidé en calculant le spin de l’état correspondant:

partant de 2s = M — Zj>1j m;j, on arrive a

2s =11 — »_(j—1)my (1.51)
Jj>2
Les j-cordes (j > 1) permettent donc de diminuer le spin & nombre fixé de trous: ainsi,
elles permettent de sélectionner dans quelle sous-représentation irréductible de V&1 se
trouve le systeme.

Prenons enfin la limite d’échelle du modele NJL. Pour cela, il faut réintroduire la den-
sité linéique de fermions D = M/L = a™!, que nous avions pour simplifier fixée & 1 dans
la définition ([233) de € et p. Ainsi éxgp(A) = D]arctan(e™*~1/9)) 4 arctan(e™(=A=1/¢))].
Prenons alors les limites simultanées D — oo, ¢ — 0 de sorte que l'on garde fixée
’échelle d’énergie m = 2De~"/¢ (cette limite est caractéristique de la génération dy-
namique de masse dans le modele NJL): on a alors éxyr,(A) = mcosh(mw\) et de méme
PNIL(A) = msinh(wA): c’est la paramétrisation usuelle (a un facteur 7 pres) d’une par-
ticule relativiste massive de masse m. Egalement, les BAE ([49) se simplifient dans la

limite d’échelle et deviennent:
- m
Ojk * P+ pj = le COSh(?T)\) (152)

Remarques:

* Supposons que nous ayons considéré un modele NJL avec une seule chiralité (par
exemple, uniquement des particules “droites”); évidemment, l'interaction (qui est
entre particules de chiralités différentes) n’existe plus, et on obtient une théorie
de doublets SU(2) de fermions de Weyl libres non-massifs. L’Ansatz de Bethe, le
découplage charge/spin, la limite d’échelle, etc. constituent une maniére compliquée
de résoudre un modele simple, mais qui n’en est pas moins intéressante. Reprenant
les calculs, on voit que les équations sont inchangées, a part la relation de dispersion

qui s’écrit €(\) = p(A\) = Ee™ (ot E est une échelle de masse arbitraire, puisqu’elle
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peut étre modifiée par décalage de \), ce qui est comme il se doit la relation de

dispersion d’une particule droite non-massive. De méme, les BAE s’écrivent:

i E
Cjn* P+ pj = O e g (1.53)

Remarquons que dans 1’Ansatz de Bethe (tel qu’on ’a formulé ici), une masse
n’apparait que lorsque 1’on met deux chiralités différentes de particules nues (non-
massives) ensemble, ce qui est assez compréhensible cinématiquement.

Nous aurions également pu prendre une limite relativiste dans la chaine XXX. En
effet, dans la limite infra-rouge, on peut développer la relation de dispersion au
voisinage de € ~ 0, et on voit facilement qu’on obtient une théorie conforme qui
est le point fixe infra-rouge (du groupe de renormalisation) de la théorie. A part
une subtile différence dans la définition des deux chiralités (que ’on peut aussi con-
sidérer comme une transformation de dualité; nous reviendrons sur ce point au B.3),
ce point fixe infra-rouge est identique au point fixe wultra-violet du modele NJL. La
ressemblance entre un point fixe infra-rouge (de la chaine de spins) et un point fixe
ultra-violet (du modele NJL) ne doit pas surprendre: en effet, c’est réellement la
meéme région d’énergies que décrivent les deux théories conformes. Dans le premier
cas, la limite infra-rouge consiste a regarder des énergies e tres petites comparées
a la seule échelle d’énergie existante, c’est-a-dire le cutoff ultra-violet D: ¢ < D.
Dans le second cas, la limite ultra-violette consiste a regarder des énergies beau-
coup plus grandes que la masse m, mais apres la limite d’échelle qui envoie D a
Iinfini, de sorte que: m < ¢ < D. On a simplement dans le second cas une con-
dition supplémentaire m < €, du fait qu’on a affaire a une théorie massive obtenue
par une limite d’échelle (ce qui provient de la constante ¢ dans les inhomogénéités

0, = £1/c), alors quaucune limite d’échelle n’existe pour la chaine XXX.

1.2.5. BAE nues/BAE physiques: les excitations isotopiques SU (2)

Le passage des BAE nues aux BAE physiques est un concept un peu difficile a ex-

pliquer; nous allons donc utiliser les diagrammes décrivant la structure des BAE afin de

mieux le visualiser. Les BAE physiques sont des équations obtenues en supposant connus

le spectre et les matrices S des excitations physiques de la théorie. On leur applique alors

la méme procédure qu’aux particules nues dans le modele NJL (déphasage sur un espace

compactifié), ce qui nous amene & de nouvelles BAE, les BAE physiques, qui doivent étre
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équivalentes par une transformation appropriée aux BAE que nous avons déja écrites,
c’est-a-dire les BAE nues.

Evidemment, les excitations physiques du modele NJL étant des “trous”, le pas-
sage des BAE nues aux BAE physiques est intimement lié a la dualité particule-trou.
Cependant, du fait de la présence des excitations isotopiques (ou excitations de spin)
qui refletent la symétrie SU(2), I’équivalence comprend une étape supplémentaire par

rapport a ce qui a été fait au [.2.5:

particules nues ABA

(multiplets de SU(2)) ~— ondes de spin
dualité
particule-trou
particules physiques ABA

(multiplets de SU(2)) ————— spinons + leurs excitations isotopiques

(ABA=Ansatz de Bethe Algébrique)

Tout le principe des BAE physiques consiste a “remonter” la fleche du bas qui va vers
la droite, en devinant un spectre et des matrices S (ou éventuellement en les obtenant
par bootstrap) qui donnent des BAE équivalentes aux BAE nues.

Montrons comment ce procédé fonctionne pour le modele NJL (avec des modi-
fications mineures, on pourrait appliquer a la chaine XXX). Supposons que les ex-
citations physiques sont des doublets SU(2), avec une matrice S donnée par ([337).
Considérons un état constitué de MP" particules de rapidités 61, ...,0,mn (c’est-a-dire
d’énergie/impulsion €, = m cosh(mwfy) et pr = msinh(m6y)). Considérons le systéme sur
un espace compactifié de taille L, avec mL > 1, de sorte que ’on puisse supposer que les
différentes particules sont séparées par des distances beaucoup plus grandes que 1/m. On
peut alors utiliser les matrices S pour écrire la condition de déphasage d’une particule

qui fait le tour de ’espace compactifié:
e Pl — S0, —0p_1)...S(0) —01)S(O0r — Oppon) ... SOk — Ory1) (1.54)

Cette équation est tout a fait analogue a I’équation ([[.I7), bien que son interprétation
soit différente: dans ([.I7), les rapidités 0y (des particules nues) sont fixées, tandis que
dans ([.59), elles ne le sont pas (en fait, & L < oo, toutes les valeurs des 0y ne sont pas
pour autant admises puisqu’elles doivent étre telles que I’équation aux valeurs propres

(L54) ait une solution, ce qui implique une quantification des 6y).

35



Pour résoudre ([.54), on remarque qu’ici encore le second membre de ([.54) est la

trace de la matrice de monodromie inhomogene T(A = 6|01, ...,0y01), et on aboutit
aux BAE (analogues de ([.30)):

T Na—Ag—i ¥ — O +1i/2

1= 1.

51_[:1 —)\5+2HA 0, —i/2 (1.55a)

B#a

u Ao +1i/2

+1
e Pl = (6 — 0) 1.55b
I 5 IHQk_ N (1.550)

l;ék

Remarquons la présence des facteurs §(0k —6;), ou §(A) = Eﬁfiigg 12%13%337 dus au

fait que la matrice S physique est de la forme S(A) = S(A)R()). Ces facteurs assurent
que, méme dans la représentation de plus haut poids (spin 1), c’est-a-dire en ’absence
d’excitations de spin, les particules physiques ont une interaction.

Prenons enfin la limite thermodynamique des équations ([.5). L’équation ([.55d)
est identique a ([.30d]), et, en appliquant I’hypotheése de corde, on obtient immédiatement

les BAE (cf ([.49))

Ojk*ﬁgh—f—pgh = jls*O'ph (156)

ou p?h et [)?h sont les densités de j—cordes/trous de j cordes des BAE ([:59), et oP" est
la densité d’excitations physiques: o?"(\) = 1 k 1 6()\ Or).

Comme les 6 sont des inconnues dans ([.57), il faut également récrire ([554) dans
la limite thermodynamique; on prend la dérivée logarithmique et on obtient ’Equation

d’Ansatz de Bethe supplémentaire:

1
21 (aP"(\) + 6P (N\)) = mm cosh(n\) + 27K % p?h + ( Y

d
log S) * oPh (1.57)
Divisant par 27 et identifiant les noyaux, on obtient:

G+ (O ) T R+ () T R O e = % cosh(m)) (1.58)

En multipliant ([T58) par C;', on peut finalement identifier ([756) et ([59) avec ([53);
I'identification consiste a poser: o = j; et 77" = p;, ce qui est la confirmation que les ex-

citations physiques sont des trous de 1-cordes; mais également p?h = pjt+1 et [)?h = Pj+1,
c’est-a-dire que les j-cordes physiques sont les (5 + 1)-cordes nues! On peut représenter

la transformation des BAE nues aux BAE physiques par la figure [[3.
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Fig. 13: Passage des BAE nues aux BAE physiques dans le modele NJL. Les
numéros sont les longueurs des cordes nues.

Dans les BAE nues, ce sont les particules nues (représentées par le noeud coché)
qui servent de “source” (de second membre) aux excitations de spin. De méme, dans les
BAE physiques, ce sont les particules physiques, maintenant représentées par le noeud
quadrillé, qui servent de source a leurs excitations de spin. Le noeud est quadrillé pour les
BAE physiques, et non coché comme pour les BAE nues, pour indiquer que les particules
physiques ont des rapidités qui sont elles-mémes des parametres physiques qui peuvent
prendre des valeurs arbitraires, ce qui n’est pas le cas des particules nues.

Remarquons enfin que le spin est donné par 2s = MP" — Y i>17 mﬁ-’h, ce qui con-
corde avec P'expression ([.51]) obtenue & partir des BAE nues, du fait que MP" = 1y,

ph

mj =Mjq1-
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2. Structure des Equations d’Ansatz de
Bethe

On peut généraliser de nombreuses manieres les modeles considérés précédemment,
et donc les BAE associées. Nous allons a présent considérer celles qui nous seront utiles
pour les modeles physiques que nous avons en vue. Ceci nous contraint a un petit inter-
lude mathématique; en effet, la notion algébrique sous-jacente aux modeles intégrables
est celle de groupe quantique, et elle nous est indispensable pour aller plus loin dans nos

constructions.

2.1. Généralités sur les groupes quantiques

En théorie quantique des champs, les symétries d’'un modele jouent un role essen-
tiel dans son étude. Par symétrie, on entend généralement groupe de symétrie, bien
que naivement, toute observable qui commute avec le Hamiltonien puisse faire office de
symétrie. Une remarque-clé est que la structure de groupe provient de 'exigence suiv-
ante: on demande que lorsqu’on a l'action de la symétrie sur un état a 1 particule, alors
on sait aussi la faire agir sur un état a plusieurs particules. C’est ce qui nous amenera a
la notion de co-multiplication pour les groupes quantiques.

Dans le cadre de la théorie des groupes, le théoreme de Coleman—Mandula restreint
énormément les symétries possibles d’une théorie quantique des champs. Un premier
pas vers les groupes quantiques consiste a remarquer qu’en incluant les super-algebres de
Lie comme symétries possibles, on obtient des algebres de symétrie plus grosses (super-
symétrie). A quatre dimensions, on ne peut aller plus loin, car le théoréme spin-statistique
nous limite aux symétries bosonique/fermionique. Par contre, & deux dimensions, du
fait qu’on peut avoir des statistiques arbitraires, on peut imaginer des symétries plus
générales que les groupes ou les super-groupes: ce sont les groupes quantiques, qui sont
obtenus en relaxant la condition de co-commutativité de la co-multiplication. Effective-
ment, les groupes quantiques s’averent étre la symétrie naturelle des modeles intégrables
a deux dimensions; les générateurs de groupes quantiques y apparaissent comme des
charges non-locales [[J]. Celles-ci forment en général des groupes quantiques qui sont
des déformations d’algebres de Lie de dimension infinie: ce sont les groupes quantiques
affines, par opposition aux groupes quantiques usuels (de dimension finie).

Nous allons rappeler brievement la définition d’un groupe quantique (-7.1), et don-
ner l'exemple de U,(s1(2)) (2.1.9); puis nous passerons aux groupes quantiques affines et

—

aux Yangiens (2.1.9), et développerons le cas de U, (s[(2)) (2.1.4).
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2.1.1. Quelques définitions

Il n’est pas question ici de traiter de maniere détaillée la théorie des groupes quan-

tiques. Nous renvoyons le lecteur aux références [[[4, [[3, pour plus de détails.

Rappelons simplement que pour nous, un groupe quantique est essentiellement une

algebre de Hopf quasi-triangulaire, c’est-a-dire, pour expliciter nos notations:

2)
b)

une algebre A associative.

la donnée d’un co-produit A: A — A® A (homomorphisme d’algebre co-associatif),
d’une antipode v: A — A (anti-homomorphisme d’algebre) et d’une co-unité e: A —
C, qui vérifient des conditions de compatibilité appropriées.

la donnée de la matrice R universelle: R € A ® A. Celle-ci assure que ’algebre de

Hopf A est “presque co-commutative”:
o(A(a)) =RA(@R™ Vaec A (2.1)

ou o permute les facteurs dans A ® A: o(a ® b) = b ® a. La matrice R vérifie de

plus les conditions de quasi-triangularité:

(1®A)R)=Ri3R12

(2.2)
(A X 1)(R) = Ri3Ro3

ou par exemple R1s = R®1 € A® A® .A. Pour mémoire, on a aussi la condition
(y@1)(R)=R L
Deux remarques élémentaires:
En combinant (B.]) et (E.2), on obtient I’équation de Yang-Baxter sans parametres
spectraux:

Ri2R13R23 = Ra3Ri3R12 (2.3)

en tant que relation dans 4 ® A ® A.
Posons R = o(R™!). Alors (B1)) implique que R vérifie aussi la relation o(A(a)) =
f_{A(a)f_fl. Si R = R alors on dit que 1'algebre de Hopf A est triangulaire.

Nous nous intéresserons essentiellement aux représentations de groupes quantiques.

Traduisons-donc nos définitions en termes de représentations:

a)

une représentation de A sur un Hilbert V' est un morphisme d’algebre de A dans les
endomorphismes de V; c¢’est donc donner & V' une structure de A-module a gauche.

Nous abregerons dorénavant représentation en “rep”.
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b)

Le co-produit A permet de définir le produit tensoriel de deux rep de A: si p; est une
rep sur Vj et po sur Vs, alors (p1 ® p2)A est une rep sur V3 ® V5. L’antipode permet
de méme de définir la rep contragrédiente!”: si p est une rep sur V, alors (py)* est
une rep sur l’espace dual V*. Enfin, la co-unité constitue la rep triviale de A.

Le produit tensoriel de rep n’est pas commutatif du fait de la non co-commutativité
de A, c’est-a-dire que la simple permutation des facteurs Po112: V1 @ Vo — Vo @ V4
n’entrelace pas les deux rep p12 = (p1®p2)A et po1 = (p2®@p1)A sur Vi@ Vs et Vo® V.
Cependant, la matrice R, prise dans les deux rep p; et p2: Ri2 = (p1 ® p2)(R) per-
met justement de construire un tel entrelacement: en effet, la relation (B.) s’écrit

en appliquant p; ® pa:
7712H21,021(a)7321%12 = ngplg(a)Rﬁl (2.4)

(ott Piac o1 = Pyt 15). On voit donc que Ris = Poj12Rio est un opérateur
d’entrelacement entre pi5 et p2;. Remarquons qu’avec nos notations qui consistent a
placer en indice les espaces sur lesquels les matrices R agissent, il est inutile d’écrire
explicitement les permutations “Ppq.ap” '®. Nous utiliserons donc Ris (et non ]:212)
autant que possible.

De plus, pour trois rep p1, p2, p3 données, on peut définir 3 matrices R: Ry2, Ri3,
Ros agissant sur Vi ® Vo, V1 @ V3, Vo ® Vi; elles vérifient elles aussi d’apres (B.3)
I’équation de Yang—Baxter sans parametres spectraux: RioRi13R23 = RaogR13R15.
Enfin, sil’on a deux espaces de rep V; et V5, alors on a des opérateurs d’entrelacement:
Ris qui va de V7 ® V5 vers Vo ® V7, et Roq qui va de Vo ® V7 vers Vi ® Vo, mais ils
ne sont inverses I'un de lautre que si I'algebre est triangulaire (R = R).

En particulier si Vi = Vo = V, d’apres (B4), Rio = Ry = R commute avec

I’action du groupe quantique. On peut généraliser cette observation a un produit ten-

soriel de la forme V®", n quelconque: la matrice R agissant sur deux espaces suc-

cessifs du produit tensoriel commute avec l'action du groupe quantique et forme une

représentation du groupe de tresses. Si l'algebre est triangulaire, R2 = 1 et on a af-

faire & une représentation du groupe symétrique (c’est par exemple le case des groupes

quantiques affines & parametre spectral nul, voir plus loin).

7 D’ou, en combinant co-produit et antipode, la représentation sur les opérateurs d’un Hilbert

sur lequel A agit, ce qui est important en physique.

18 (est ce que nous avons fait implicitement au chapitre fll; cf 'équation d’unitarité (L.3).
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L’ensemble des représentations d’une algebre de Hopf A (ou plus exactement, I’espace
formé par leurs combinaisons linéaires), muni de la somme directe et du produit tensoriel,
forme une algebre associative R. La “presque co-commutativité” de A implique de plus

que R est commutative.

2.1.2. Algébres de Lie simples et leur déformation; exemple de s[(2)

Le prototype de I’algebre de Hopf co-commutative est 1’algebre enveloppante uni-
verselle U(g) d’une algebre de Lie g. Le co-produit et antipode sont alors engendrés par
leur définition sur 'algebre de Lie g (et sur 1):

Ala)=1®a+a®1 ~v(a)=—-a cla)=0 Vaeg

Al)=1®1 A1) =1 e1)=1 (2.5)

Dans ce cas, la matrice R est triviale: R=1® 1.
Si g est 'algebre de Lie d’un groupe de Lie compact simplement connexe G, alors
lalgebre des représentations R s’identifie a 1’algebre des fonctions de classe (i.e. invari-

antes par conjugaison) sur G: R = L?__ (G). La base naturelle de R constituée par

class
les représentations irréductibles (que nous abrégerons en “irrep”) s’identifie a la base des

caracteres des irrep de L G). On rappelle qu’a une représentation R et un élément

Slass
g € G on peut associer le caractere xg(g) qui est par définition la trace de g pris dans
la rep R. Pour R fixé, g — xgr(g) est une fonction de classe; inversement, pour g fixé,
R — xgr(g) est une représentation (uni-dimensionnelle) de R. L’algébre R possede une
représentation naturelle qui est son action sur elle-méme par multiplication; explicite-
ment, a chaque représentation R on peut associer une matrice A (de taille infinie) a

coefficients positifs qui donne son action par produit tensoriel dans la base des irrep:

R® R, = @ Agf Rs R1, Ry irrep

Du fait de I'interprétation physique que nous lui donnerons, nous appellerons A la ma-
trice d’adjacence associée a R. Comme R est commutative, la représentation R — A(R)
est décomposable en représentations uni-dimensionnelles, ce qui veut dire que les A(R)
sont simultanément diagonalisables, de valeurs propres les caracteres; on montre qu’on
obtient ainsi tous les caracteres exactement une fois, grace a I'identité (qui nous donne

aussi les vecteurs propres de A'):

XR(9)XR, (9 Z A2 xR, (g
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En particulier, la dimension d’une représentation R constitue la valeur propre de Perron—
Frobenius de sa matrice d’adjacence.

De plus, si 'on veut éviter d’avoir a passer par le groupe G, on peut définir un
caractere en restant au niveau de 'algebre g de la maniere suivante: on considere une
sous-algebre de Cartan b C g, et alors pour x € b, xr(x) = trr(exp(x)) (ou 'on considere
x dans la représentation R, puis on exponentie).

Les exemples connus de groupes quantiques non co-commutatifs sont obtenus par
déformation des algebres enveloppantes des algebres de Lie usuelles: on les note U,(g)
[[7], ou g est le parametre de déformation. Nous allons maintenant donner la définition
précise de U, (s[(2)). Une construction similaire peut étre effectuée pour toutes les algebres
de Lie g simples.

U,(s[(2)) est 'algébre engendrée par les générateurs K (inversible d’inverse K1), E,
F et les relations [I§17]:

KEK™! = ¢’E
-1 _ -2
KFK™! = ¢ ?F 1 (2.6)
EF — FE = %
q—q-

11 faut considérer que K = ¢ ot H = 252 est 'équivalent du générateur de la sous-
algebre de Cartan de s[(2)?%. Si l'on utilise la notation |z| = (¢* — ¢ %)/(q — ¢ 1),
alors [E,F] = |H|. De méme, on pose E = STK!/2 et F = K~/28~ (on a introduit
K'/2 = ¢"/2) de telle sorte quon ait encore [ST,S™] = [E,F] = |[H|; ST est alors
analogue & lopérateur S! +iS? de sl(2).

On voit que dans la limite ¢ — 1, (2.6) se réduit aux relations:
[$3,8%] = £8*
[S*,57] = 28®

qui ne sont autres que les relations de commutation de sl(2).

Définissons maintenant le co-produit [[[9], antipode et la co-unité:

Il
_ o O

AK)=K®K y(K)=K1 ¢K)
AE)=E®1+K®E ~(E)=-K'E &E)
AF)=FK'+1®F ~(F)=-FK ¢
A(l)=1®1 v(1) =1

™

- (2.7)

(F)
(1)

(L)

19 H n’est pas défini en tant qu’élément abstrait de U, (5[(2)); cependant, dans les représentations
que nous considérerons, H sera bien défini en tant qu’opérateur.
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En termes de ST, le co-produit se met sous la forme A(S*) = ST @K~1/24K/2@S*,

1 (et donc

Cette reformulation a le mérite de montrer que la transformation ¢ — ¢~
K — K~1), qui est une symétrie de (2.6), échange A et 0o A (et v et v~ 1).
La théorie de la représentation de U,(sl(2)), pour des valeurs génériques de g (c’est-
a~dire pour ¢ non racine de 'unité) ressemble a celle de s[(2): pour chaque demi-entier s,
on a une irrep de dimension 2s+1, ’action des générateurs dans la base de diagonalisation

de S3 étant donnée par: (m = —s,—s+1,...,5)

+ - sSFml||lsEtm s, m
S*|s,m) = /[s Fm]|s £ m+1]|s,m£1) (2.8)

S®|s,m) = m|s, m)

On voit que H = 252 est bien défini en tant qu’opérateur. Les irrep sont classifiées par

la valeur du ¢-Casimir quadratique C, générateur du centre de U,(s((2)):
C=S_S; +[S*+1/2)2=[s+1/2]?

On appellera les irrep données par (P.§) les rep standard.

L’algebre des représentations R est donc isomorphe a celle de s[(2). En d’autres
termes, les coefficients de Littlewood-Richardson (les constantes de structure de R)
sont les mémes; par contre, les symboles 3j (coefficients de Clebsch-Gordan) et 6j
(Wigner—Racah) sont ¢g-déformés [(]. On peut également définir des caractéres yg(x) =
trr(exp(zH)), qui sont les mémes que les caracteres usuels de s((2).

La situation est plus compliquée pour ¢ racine de I'unité. Posons f le plus petit entier
tel que ¢/*2 = £1. Alors, on remarque que le centre de U, (sl(2)) est aggrandi, puisque
(S*)7*2 et K/*2 commutent avec tous les opérateurs de U, (s[(2)). Les représentations
irréductibles de U,(s[(2)) sont maintenant également classifiées par les valeurs propres
de ces trois opérateurs, si on laisse ces dernieres arbitraires: c’est ce qu’on appelle la
spécialisation non-restreinte de U, (sl(2)).

Nous ne considérerons pas cette situation ici: nous n’aurons affaire qu’a des rep de
U,(s1(2)) telles que K/*2 = 41 et (S*)/*2 = 0 (ce qui implique en particulier que H
est bien défini comme opérateur dans ces rep). La théorie de la représentation n’en reste
pas moins non-triviale: en effet, en imaginant ¢ comme un parametre amené a varier
contintiment, il est naturel de considérer que les opérateurs (S*)/*2/|f + 2]! restent
bien définis dans la limite on |f + 2]! = [[/22]i] — 0 et (SF)F+2 — 0. Lalgebre

Uq4(s((2)) munie de ces nouveaux éléments constituent la spécialisation restreinte de
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Uq4(s((2)). Les opérateurs correspondants aggrandissent les modules de U,(s((2)). En
particulier, certaines rep deviennent réductibles mais indécomposables. Qu’advient-il des
représentations standard quand ¢ devient une racine de I'unité 7 On trouve la classifica-
tion suivante:
a) les représentations standard de spin s tel que 0 < 2s < f restent irréductibles.
b) les représentations standard de dimension 2s + 1 = n(f + 2) restent également
irréductibles.
c) les autres se retrouvent groupées ensemble en rep réductibles mais indécomposables.
Appelons “bonnes” (ou de type II) les rep a), et “mauvaises” (ou de type I) les rep
b) et ¢). Il existe un critere simple pour distinguer les bonnes rep des mauvaises: on
introduit pour cela la notion de g-dimension, qui n’est autre qu’un caractere particulier.
Par définition,
gdim(R) = trr(K) (2.9)

Pour ¢ = 1, on retrouve la notion de dimension usuelle. On calcule aisément pour la rep
standard de spin s que ¢dim(R) = [2s+1]. En particulier, pour ¢ = & exp(%in/(f+2)),
gdim(R) > 0 pour 0 < 2s < f. Par contre, pour les mauvaises rep, on a: ¢dim(R) = 0
(c’est évident pour les rep de type b), et prouvable pour celles de type c)).

Ceci suggere de tronquer I’algebre des représentations en ne conservant que les bonnes
rep, c'est-a-dire de g-dimension non nulle, et en jetant les mauvaises [2I]. Pour cela, il
est nécessaire de définir un nouveau produit tensoriel tronqué: évidemment, il ne s’agit
pas seulement d’éliminer les rep de ¢-dimension nulle, car ceci briserait ’associativité
de l'algebre R (des bonnes rep peuvent apparaitre par produit tensoriel de mauvaises).
Dans le cas de U,(sl(2)), une méthode simple pour construire les matrices d’adjacence
tronquées (ce qui équivaut a donner le produit tensoriel tronqué) consiste a partir de la
matrice A associée a la rep fondamentale (spin 1/2) et a la tronquer au sens littéral du
terme: on obtient une matrice (f+1) x (f+ 1) (dans la base des irreps classées par ordre

de dimension croissante):

0 1 0
10 1
A= - -
10 1
0 1 0

Ensuite, on obtient les autres matrices d’adjcacence dans la décomposition du produit

tensoriel de rep de spin 1/2. Ainsi, la matrice d’adjacence de spin 1 vérifie 41 = (A% )2 1.
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Nous donnerons une vision intuitive de ces matrices d’adjacence tronquées au [2.2.4. Don-

nons la formule finale du produit tensoriel de deux bonnes irrep de spins s et s' (s’ < s):

min(s+s’,f—(s+s’))
s®s = @ s" (2.10)
s''=s—s’

L’algebre des représentations Rirone ainsi définie reste associative et commutative; elle
est de dimension finie, et n’admet donc plus qu'un nombre fini d’irrep (caracteres),
la g-dimension étant 'un d’entre eux (valeur propre de Perron-Frobenius des matrices
d’adjacence). Ceci revient a dire que les regles d’addition et de multiplication des car-
acteres ne sont plus valables pour des caracteres quelconques, du fait de la troncation
(ainsi, la dimension du produit tensoriel tronqué n’est pas le produit des dimensions; par

contre, la g-dimension du produit tensoriel tronqué est le produit des g-dimensions).
Finalement, on peut montrer que U,(s(2)) est quasi-triangulaire*? et possede donc
une matrice R universelle. Nous ne donnerons pas la formule abstraite de R (cf [[7]),

mais seulement sa matrice (et celle de R) dans deux représentations de spin 1/2:

g 0 00 gt 0 0 0
o 1 00 —~ [0 1 ¢gl=¢g o0

B=10 g=¢ 1 0 E=1"9 0o 1 0 (2.11)
0 0 0 ¢ 0 0 0 gt

2.1.3. Yangiens, groupes quantiques affines et matrices R(\)

Nous avons vu au des expressions pour les matrices R semblables a celles qui
avaient été utilisées dans I’Ansatz de Bethe. Cependant, les matrices R des groupes quan-
tiques ne dépendent a priori pas d’un parametre spectral; en particulier, elles vérifient
I’équation de Yang—Baxter, mais sans parametres spectraux. Pour y remédier, il suffit de
considérer des groupes quantiques dont les représentations sont indexées par un parametre
spectral A: c’est ce qui nous conduit naturellement aux Yangiens et aux algebres de
boucles quantiques.

On sait qu’a une algebre de Lie simple g on peut associer une algebre affine (non
tordue) g qui peut étre considérée comme une extension centrale de ’algébre de boucles
go de g. Si l’on oublie I'extension centrale, on voit que I'on a précisément introduit un

nouveau parametre x (de sorte que 1’algébre de boucles soit: gy = g ® C[z, 27 !]). Notons

20 Pour g générique. Pour ¢ racine de 'unité, et dans la spécialisation restreinte, on peut tout
de méme trouver des matrices R pour toutes les représentations.
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que dans I'application usuelle des algebres affines & la physique (pour les théories con-
formes), x joue le role de variable d’espace-temps, alors qu’ici il constitue le parametre
spectral (on verra qu’il est relié & notre parametre spectral habituel A par z = ¢**).

Pour des raisons qui vont apparaitre plus loin, il est plus naturel de commencer par
considérer le cas déformé. De la méme maniere que 'on peut déformer 1’algebre de Lie
simple g en U,(g), on peut déformer g en un groupe quantique affine U,(g). En fait,
nous ne nous intéresserons qu’aux représentations de niveau 0 de Uq(ﬁ)'Ql , C’est-a-dire
aux représentations de l'algebre de boucles quantique U,(gp): en effet, celles-ci sont,
comme dans la limite non-déformée ¢ = 1, des représentations d’évaluation du parametre
z. On peut montrer que toute représentation de U,(gp) s’obtient par produit tensoriel
de représentations d’évaluation.

On peut ensuite prendre la limite non-déformée ¢ — 1 (ou ¢ — —1, voir 2.2);
dans cette limite, et pour les modeles physiques qui nous intéressent, 1’algebre de boucles
quantique U,(gp) ne redonne pas algébre de boucles usuelle, mais “dégénere” en un
Yangien 3,24, noté Y (g). Y (g) est encore une algebre de Hopf non co-commutative,
qui contient comme sous-algebre ’algebre universelle enveloppante U(g). La théorie de la
représentation de Y (g) est completement analogue a celle de U, (go): ses représentations
peuvent étre obtenues par produit tensoriel de représentations dites d’évaluation. Nous
n’expliciterons pas ici Y (g), et le lecteur est donc renvoyé aux références [[4,23] pour plus
de détails.

Pour deux rep d’évaluation Vi et V5 de parametres spectraux A; et Ay d’un
groupe quantique affine/Yangien, la matrice R()\) entre les deux rep est une fonction
de A = A1 — \9. Ainsi, ’équation de Yang—Baxter acquiert la forme ([[.4) avec parametres
spectraux. De plus, remarquons que ’équation d’unitarité ([[.J) s’interprete alors comme
la triangularité du groupe quantique affine/Yangien: R = R prise dans Vi ® V5.

Il convient de remarquer que les Yangiens et les groupes quantiques affines ne sont
pas stricto sensu des algebres de Hopf quasi-triangulaires; en effet, ils ne sont pas tout a
fait “presque co-commutatifs”, fait qui s’averera important pour nous puisqu’il est lié a la
procédure de fusion (section .3]). Cependant, on peut tout de méme définir pour toute
paire de rep V7 et V5 des matrices R qui vérifient I’équation de Yang—Baxter; et pour des
valeurs génériques des paramétres spectraux caractérisant Vi et Va, Rio entrelace bien
VigVyet Vo V.

Explicitons maintenant U, (g) dans le cas g = s[(2).

21 Les représentations de niveau non nul peuvent quand méme apparaitre elles aussi, cf 2.
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2.1.4. Le groupe quantique affine U,(sl(2)) et ses représentations de niveau 0

L’algebre U, (5/(5)) est engendrée par les éléments K; (inversibles d’inverses K, '),

E;, F; (i =0,1) et les relations:

KiK; = K;K,;
K,E;K; ' = ¢"VE;
K, F;K; !t = q T,

K; — Kfl (212)

2 _2). Nous n’écrirons pas plus

ou (a;j) est la matrice de Cartan de Agl): (a;j) = (72 .

explicitement les deux dernieres conditions (voir [[4] pour une définition de I’action ad-
jointe g-déformée ad). On remarque que K;Kq appartient au centre de 'algebre: dans
une représentation irréductible, KiKy = ¢", ou n est le niveau de la représentation.

U, (5/(5)) contient deux sous-algebres U, (s((2)) (engendrées par K;, E;, F; a i fixé),
qui jouent a priori des roles symétriques. Evidemment, ceci est a contraster avec la vision
usuelle de U, (57(5)0) comme algebre de boucles (déformée), dans laquelle on a une sous-
algebre privilégiée, la sous-algebre horizontale: les générateurs de cette derniere seront
identifiés avec K1, E1, F1. Le co-produit, ’antipode et la co-unité sont donnés pour
chaque sous-algebre U, (sl(2)) par les relations (B.7).

Définissons a présent les représentations d’évaluation: elles sont obtenues par affin-
isation des représentations de U,(s[(2)). Ainsi, si 'on a défini une représentation de

U, (sl(2)) par 'action de ses générateurs E, F, K, alors I’action des générateurs de U, (s[(2))

est donnée par )

By sF By s B Ky K- 213
On a KgK; = 1, donc c’est une représentation de niveau 0, caractérisée par son spin
(celui de la représentation de U,(sl(2)) dont on est parti) et un parametre spectral x.
Remarquons également qu’a la représentation (B.13) est naturellement associée une gra-
dation de U, (5?(5)), c’est-a-dire que ’on associe aux générateurs E1, Eg un degré +1 (car
ils multiplient par z), a F1, Fo un degré —1, et & K;, Kg un degré 0. C’est la gradation

principale, la plus naturelle pour nous.
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Nous serons cependant amenés a considérer une autre gradation. Pour cela, effec-
tuons un changement de base dépendant de x, de fagcon que E acquiere un degré égal a
—1, et F a +1. Alors, on obtient une nouvelle gradation, la gradation homogéne, dans
laquelle la sous-algebre horizontale Eq, F1, K; est de degré 0, tandis que Eg est de degré
2 et Fg de degré —2.

Prenons un exemple concret. Dans la représentation de spin 1/2; les matrices des

générateurs (R.13) sont

0 0 O 0
E, = S S O Ki=(2 7,
0 0 T 0 0 g¢q
—1 -1 (214)
B — 0 O o 0 = Ko — (4 0
0= \z 0 °=\o o o=\ 0 ¢

La matrice R(z) agissant sur V; ® Vs, produit tensoriel de deux représentations de spin

1/2 de parametres spectraux zy et xo (r = x1/x2), vaut

1 0 ) 0 0
T—x q—q_"
Ra)=|° 7z mar O (2.15)
0 fgl =1 i_a—:l — 0
rqg—x1q zqg—x1q
0 1

Effectuons maintenant le changement de base |£) = z#1/2|£); on obtient les nouvelles

- 0 1 . 0 0 . 0
E, = F = K=(2 7,
0 0 1 0 0 ¢
A 1 (2.16)
E_ 0 0 F o 0 =x K (4 0
o= \z2 0 °~\o o o=\ 0 ¢

L’action de la sous-algebre horizontale s’identifie & I'action usuelle de U,(s((2)). Quant a

matrices

la matrice R(x), elle s’écrit

1 0 ) 0 . 0
~ O 357{1—1 3771 3_21 —1 O mR—x_lﬁ
R(z) = L e = (2.17)
0 L4 L 0 rq—xq
rq—xr~q rq—x g
0 1

ot R et R sont les matrices R de sa sous-algebre horizontale (cf (2:1T))).

Qu’est-ce qui motive physiquement le choix d’une base ou de I'autre, et donc d’une
gradation ou de ’autre 7 Pour se faire une idée, supposons que le groupe quantique affine
agisse sur le Hilbert d’une théorie invariante relativiste, de telle sorte que A (z = ¢~*)

s'identifie a la rapidité des états asymptotiques. Un choix naturel consiste a prendre
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des vecteurs de base |+, x) (ou lon a spécifié explicitement le parametre spectral x
de la représentation) tels que |+, zxz1) = 7,|+, 1) ou 7, est Popérateur de boost dans
I’espace de Hilbert. Ainsi, le degré d’'un opérateur O dans la gradation correspondante
s’identifie au comportement sous le groupe de Lorentz de cet opérateur (son “spin”):
77107, = 29890, Le choix de la gradation est donc lié¢ au “spin” des générateurs du
groupe quantique.

Remarquons enfin que, dans la limite ¢ — 1, la matrice R(z) (B.1J) exprimée en
termes de ), avec x = ¢~** (on parle alors de matrice R trigonométrique), tend vers la
matrice R(\) rationnelle ([[.20). Cette derniere s’interprete dans ce contexte comme la
matrice R(\) associée au Yangien Y (s((2)).

Présentons maintenant la théorie de la représentation de U, (5?(5)0) [B4]. Nous sup-
poserons g générique. On montre que toute représentation irréductible de dimension finie
est caractérisée par un polynéome P(x) = [[, (v —x); les x), sont les parametres spectraux
associés a la représentation. Pour deux irrep de polynémes P(x) et Q(x) et des valeurs
génériques de leurs racines, leur produit tensoriel est irréductible de polynome P(z)Q(z).
Voyons précisément ce qu’on entend ici par génériques.

Partons de la rep d’évaluation de spin 1/2, de parametre spectral xg. Le polynome
associé est P(z) = x — 9. Pour deux telles rep sur V; = C? et V4 = C?, de polynomes
P(x) =z —x1 et Q(x) = x — x2, le produit tensoriel est irréductible sauf si Ay — \; = +i
(on a repris notre paramétrisation = ¢~**). Dans ce cas,la représentation est réductible
(mais indécomposable), et on a un sous-espace stable. Pour Ay — A\; = +1i, ce sous-espace
constitue la rep d’évaluation de spin 1, de polynome P(x)Q(z)??; pour \; — Ay = —i, c’est
la représentation de spin 0 (triviale), de polynéme 1. Remarquons la dissymétrie mani-
feste entre les deux cas: dans le premier cas, le polynéme est comme dans le cas générique
le produit des polynomes, et non dans le second. Ceci est di au fait que le vecteur de
plus haut poids (pour une sous-algebre U,(s[(2))) du produit tensoriel se trouve dans la
sous-représentation dans le premier cas, et non dans le second. La sous-représentation
du vecteur de plus haut poids joue donc un role spécial, ce que nous aurons l'occasion
de revoir plus loin, lorsque nous mettrons en pratique ces résultats pour la procédure de
fusion.

De méme, la représentation d’évaluation de spin s admet pour polynéme P(z) =

is:l(a: — 1) avec T = ¢~ M et \p = A+i(s+1/2 — k), c’est-a-dire que les \;, forment

?2 (e sous-espace s’identifie avec la sous-représentation de spin 1 dans la décomposition

1 ® 2 =0® 1 pour une quelconque des deux sous algebres Uqy(5((2)).
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une 2s-corde. Nous justifierons d’ailleurs au [2.5.] le lien avec I’hypothese de corde. La
représentation d’évaluation de spin s s’obtient donc comme sous-représentation du vecteur
de plus haut poids de la représentation V®2¢ (V rep de spin 1/2) avec les parametres
spectraux Aq, ..., Aogs.

De manieére générale, pour deux représentations de polynomes P(z) et Q(x), leur
produit tensoriel est irréductible si et seulement si les racines de P(z) et de Q(z) mises en-
semble ne forment pas de nouvelles cordes (cas “générique”). Pour une analyse complete

du cas non-générique, nous renvoyons le lecteur a [[[4].

2.2. Anisotropie

Nous avons maintenant les outils nécessaires pour généraliser la chaine XXX ou le
modele NJL en introduisant une anisotropie dans I'interaction spin-spin. Remarquons que
nous ne considererons pas l’anisotropie la plus générale (les trois constantes de couplages
différentes), car elle serait associée aux solutions elliptiques de ’Equation de Yang-Baxter
(et aux groupes quantiques elliptiques) dont nous n’avons pas parlé; cependant, ce cas
de figure ne nous intéresse pas directement car il est lié a des modeles sur réseau non-

critiques.

2.2.1. La chaine XXZ
Considérons donc un Hamiltonien de la chaine XXZ, qui agit sur le méme Hilbert
H = VM avec V = C?, et qui est donné par

M

Hxxz = Hxxz(A) = -2 Z(Sisiﬂ +spspiq + Aspsiy ) (2.18)
i=1

ol A est un réel fixé. Ce Hamiltonien ne généralise pas de maniere évidente le Hamiltonien

XXX (L.J), du fait du signe — dans (R.1§). Cependant, si I’on effectue la transformation

1

T =TI, impair si, alors le nouveau Hamiltonien I:IXXZ(A) = THxxz(A)T~" vaut

M
Hxxz(A) =2) (sishi1 + 5tsipr — Asisiy)
i=1
soit encore: Hxxz(A) = —ﬁxxz(—A). En particulier, HXXX = ﬁxxz(A = —1).
Evidemment, les deux Hamiltoniens Hxxz(A) et I:IXXZ(A) n’exhibent pas les mémes
symétries: par exemple, Hxxz(A = —1) = Hxxx a une invariance SU(2), alors que

cette derniére n’est pas manifeste pour Hxxz(A = —1). De maniére générale, on verra
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que Hxx7z(A) est naturellement associé & un groupe quantique avec un parameétre de
déformation ¢, ot A = (¢ + ¢~ 1)/2; alors, I:IXXZ(A) = —Hxxz(—A) est associé a un
parametre de déformation —g. Cependant, ces deux groupes quantiques sont reliés de
maniere triviale I'un a 'autre. Dorénavant, de facon a nous conformer aux conventions
de la littérature sur le sujet, nous ne considérerons plus le Hamiltonien de la chaine XXZ
que sous la forme Hxxyz (et non ﬁXXZ); en particulier, la limite isotrope correspond pour
nous a ¢ — —1, et non a ¢ — 1.

Le Hamiltonien (R.I§) n’est pas invariant sous SU(2), mais seulement sous l’action
de sa sous-algebre de Cartan U(1): [Hxxz,S?] = 0. Y a-t-il une symétrie naturelle de la
théorie, qui puisse généraliser SU(2) 7

Une premiere suggestion de réponse apparait en remarquant que la chaine XXZ, avec

des conditions aux bords ouvertes particulieres [27], possede une symétrie U,(s((2)) on

1

A= HTQ_ (2.19)

Cependant, cette symétrie n’est “pas suffisante” pour nos besoins; en effet, on a vu
aux paragraphes précédents que pour construire une matrice R(\) avec parametre spec-
tral, il nous faut une symétrie beaucoup plus grosse qu’'un simple groupe quantique. Il
est donc naturel de considérer le groupe quantique affine Uq(s/@)) (pour ¢ donné par
la méme valeur (2.19)), et de le faire agir sur le Hilbert H = V®™ de la chaine XXZ.
U, (5@)) agit sur V par la représentation de spin 1/2 et de parametre spectral x = 1, et
donc sur ‘H par co-produit. On introduit ensuite un espace auxiliaire V,, de rapidité z,

et la matrice de monodromie

To(x) = Rap () Rapns—1(x) ... Ra1(x) (2.20)

ou R(x) est la matrice R donnée par (P-I5). Choisissons maintenant la paramétrisation

suivante: posons ¢ = —e~ %7, soit A = —cos 7, et x = ¢?*. La matrice R est alors donnée
par
1 0 0 0
0 Fnxy  maney O
. smhn(vy(t— smhn(vy(t—
R()\) - 0 sinh(i7) sinh(y ) 0 (221)
sinh(v(i—A))  sinh(y(:—A))
0 0 0 1

Pour avoir des conditions aux bords périodiques, on pose T(z) = tr,(T,(z)). On a

alors la relation:
sin 7y

d
Hxxz =1 (A) 7' —=T(A)|a=0 + cst (2.22)

dA
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y
sin y

tiplicative dans (2.22). C’est ce que nous ferons dorénavant.

Il est pratique de redéfinir Hxxz — Hxxz pour se débarrasser de la constante mul-

Par définition de la matrice R(\), on a

Ta ()\)gaH - .g’HaTa ()\)

ol gun (resp. gra) est Paction d’un élément g de Uq(;[(Q)) sur V, ® H (resp. H® V,);
donc “modulo les termes de bord”, c’est-a-dire en oubliant I’espace auxiliaire, T;, (A) com-
mute avec ’action de U, (5/(5)) sur ‘H. Cependant, ces termes de bord ne disparaissent
pas quand on prend des conditions aux bords périodiques, et donc ni ’algebre entiere
U, (5?(5)) ni méme une quelconque sous-algebre U,(s[(2)) ne commutent avec le Hamil-
tonien Hxxz; on peut seulement considérer que le groupe quantique affine constitue en
un sens vague une symétrie du Hamiltonien de la chaine XXZ dans la limite M — oo
(puisque le manque de commutation entre Hxxz et I'action de U, (5?(5)) est lié a des ter-
mes de bord). Ce point de vue est celui qui est la base des travaux [BJ], mais leur optique
est suffisamment différente de la n6tre pour que nous ne nous attardions pas sur ce point.

Signalons immédiatement que, de la méme maniere que 1’on passe de la chaine XXX

a la chaine XXZ, on peut considérer un modele NJL déformé, dont le Lagrangien est [2§]:
L =" @ — gjpi® — f(ua™" + 35%") (2.23)

Aussi bien la chalne XXZ que le modele NJL déformé nous conduisent a des cas partic-

uliers de la matrice de monodromie inhomogene

To(x|y1, ... ym) = RGM(a:y;/‘,l)RaM_l(a:yj\*Jl_l) .. .Ral(a:yfl) (2.24)

Pour le modele NJL déformé, v est donné par cosy = cos g/ cos f et les inhomogénéités
yr = eT4 oll tanh A = cos f sinvy/sing (de sorte que A — oo quand f — 0).

Comme au [[.1.3, on peut définir un modele statistique sur réseau a partir de la
matrice de monodromie (B.24): on obtient ainsi le modéle a 6 vertex général. En effet, la
matrice la plus générale qui conserve la charge U(1) et qui est Zs-invariante par retourne-
ment des fleches a les mémes 6 poids non-nuls que R(\) et dépend de trois parametres
indépendants, qui sont pour nous la normalisation globale de la matrice R, le parametre
de déformation g et le parametre spectral x.

Une fois que 'on a compris que ’anisotropie nous forcait simplement a remplacer le

—

Yangien Y (s[(2)) par le groupe quantique affine U, (s(2)), on peut recommencer I’ Ansatz
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de Bethe algébrique pour diagonaliser la matrice de transfert T(\) = tr,(T,(\)). La
procédure est inchangée, mais elle nous conduit a de nouvelles équations d’Ansatz de
Bethe:

-1 _ _
ﬁ xaa:ﬁ - x,gq_H a:ayk — alyk (2.25)
30 TaTp a4 Ta Tt Tayy 4 Ta Yk
Ba
Nous nous limiterons dorénavant a la phase dite non-massive, c’est-a-dire —1 < A <
1, soit encore |g| = 1. Dans la paramétrisation ¢ = —e~%7, 7 est réel, 0 < v < 7.
Les BAE (P-29) se récrivent alors, apres le décalage des A, de i(3 + 35 )
H sinh(y(Ao — Ag + 1)) _ H sinh(y(Ao — O +1/2)) (2.26)
Sh(y 0 — Ag — 1) L4 sinh(y(h — O — /2)) |

ot i, = €. De méme, la valeur propre e~ ?+L de T () correspondant & I’état de Bethe

caractérisé par les A\, vaut:

—iprL _ 7 sinh(y(k — Ao +17/2))
N 1_[1 sinh(y(0k — Ao — ©/2)) 220

Une différence essentielle avec le cas isotrope consiste en ce que, le systeme n’ayant plus
I'invariance s[(2) (ni 'invariance de groupe quantique du fait des conditions de bord), on
ne peut plus rajouter de racines A\, = oo a une solution donnée; les états de Bethe avec
des racines A, finies n’obéissent pas de contrainte du type plus haut poids. Les articles
[B9] prétendent méme démontrer que tous les vecteurs propres sont ainsi obtenus®®, méme
si la preuve est peu convaincante.

Dans la région —1 < A < 1 que nous considérons, le vide de la théorie, comme dans
le cas isotrope, est non-trivial: il est obtenu en remplissant de racines des BAE (2.20)
I’axe réel.

Dans la limite thermodynamique, il faut trouver une hypothese de corde appropriée:
celle-ci existe [BJ], mais elle est relativement compliquée pour une valeur quelconque de 7y

(elle dépend du développement en fraction continue de /7). Nous nous limiterons donc

ici & la valeur v = w/(p+ 1), p > 1 entier (nous reviendrons & une valeur arbitraire de =y

23 Le point important est que les “1™-cordes” — voir plus loin — n’ont pas d’équivalent dans
la limite isotrope (ou elles sont envoyées a 'infini) et permettent d’obtenir le prolongement des
états de poids inférieurs.
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quand nous parlerons de NLIE, section B.3), qui a un intérét tout particulier pour nous.
L’hypothese de corde s’exprime alors ainsi: les racines des BAE (R.26) forment soit des
j-cordes (centrées sur 'axe réel) avec 1 < j < p, soit des “1~-cordes”, c’est-a-dire des
racines de partie imaginaire % En utilisant des techniques similaires a celles employées
au [[.2.3, on obtient le nouveau systéeme d’Equations d’Ansatz de Bethe continues:
Cik *pr+pj —0jp_15xp1- =030 %s(A) 1<j5<p

3 ) (2.28)

p1- —s8*pp—1+p1- =0
Ci, est la matrice de Cartan avec parametre spectral de A, c’est-a-dire qu’elle est donnée
par ([L47), mais avec les conditions de bord 1 < j, k¥ < p. Comme nous nous resservirons

de la matrice de Cartan de A, plus tard, donnons son inverse en transformée de Fourier:

sinh((p + 1 — k)k) sinh(jk)

Cj_kl(/ﬁ) = C’k_jl(/-i) = 2 coth(k) Snh((p + 1))

k> (2.29)

Les BAE (P.2§) peuvent étre décrites par la figure [I4.

r
1 2 p-2 p-1 p

Fig. 14: BAE de la chaine XXZ a vy =7/(p+ 1).

Le noeud supplémentaire lié au noeud p — 1 est celui qui correspond aux 1~ -cordes:
le lien entre les deux noeuds signifie qu’il y a un terme —s«p,_; dans I’équation du noeud
17, et qu’il a un terme —s x p;- dans I’équation du noeud p — 1.

L’énergie-impulsion a précisément la méme forme ([.33)-([.34) que dans le cas
isotrope (rappelons que nous avons redéfini la normalisation de Hxxyz a cet effet). Les
excitations physiques sont donc des trous dans la mer de Fermi de racines réelles des BAE,
et elles ont les relations de dispersion € = 7 sin p pour la chaine XXZ, €2 = 5% +m? pour le
modele NJL anisotrope (apres avoir pris la limite d’échelle D — oo, m = 2De~ "/ fixée).

Bien sir, le manque de symétrie du Hamiltonien & L < oo n’empéche pas les
excitations physiques d’avoir une structure “isotopique”, liée a la possibilité d’insérer
des j-cordes, j > 2, et des 17 -cordes. Nous reviendrons sur ce point au [.2.3; nous

déterminerons alors également la matrice S des excitations physiques.
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2.2.2. Troncation de groupe quantique

Comme nous 'avons dit, le systeme que nous venons de décrire n’est pas invariant
par 'action d’un groupe quantique du fait des conditions de bord. Il y a deux manieres
de rétablir cette invariance:

* soit, comme nous 'avons expliqué précédemment, en prenant des conditions de bord
ouvertes particulieres [B7]; ceci a le désavantage de modifier 'aspect des BAE, du
fait qu’elles doivent maintenant incorporer les effets de réflection aux bord [BI]].

* s0it, pour ¢ racine de I'unité (donc en particulier pour v = w/(p+ 1)), on peut mod-
ifier la matrice de transfert (tout en conservant les conditions de bord périodiques)
B3] de facon a restaurer la symétrie U,(s((2)). Il est alors naturel de changer la
gradation du groupe quantique affine en la gradation homogene, de facon a faire de
la symétrie U, (s[(2)) une sous-algebre horizontale®4. Il est par contre impossible de
restaurer la symétrie du groupe quantique affine complet.

Nous choisirons donc la deuxieme solution: elle conduit a des BAE quasiment iden-

Al

tiques & (:26) (il y a simplement des “twists” supplémentaires®”)

; en particulier dans la
limite thermodynamique, les BAE continues ont la méme forme (£.2§).

On peut alors implémenter la “troncation de groupe quantique”. Rappelons que
celle-ci consiste & tronquer le produit tensoriel VM qui constitue le Hilbert physique
de facon a retirer les mauvaises rep au fur et a mesure qu’on effectue les produits ten-
soriels succesifs par V. Comme nous ’avons déja signalé, cette procédure n’équivaut pas
a simplement effectuer le produit tensoriel complet VEM | puis retirer les mauvaises rep:
en effet, il existe des bonnes rep qui ont été obtenues par produit tensoriel de mauvaises
rep et qui sont ainsi conservées alors qu’elles ne devraient pas appartenir au Hilbert

tronqué Hirone. Une bonne visualisation de la procédure de troncation se fait grace aux

diagrammes de Bratteli (figure [[3).

24 En fait, le choix de la gradation nous est imposé par le fait que, dans la limite conforme, il
existe une nouvelle action de 'algébre de Virasoro qui modifie le spin des générateurs du groupe
quantique — voir chapitre E

25 (Ceux-ci compensent exactement les “twists” qui apparaissent par l'action des générateurs
du groupe quantique, assurant ainsi ’invariance des BAE.
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(P-2)/2

0 1 2 M

Fig. 15: Un diagramme de Bratteli. Le spin est placé en ordonnée.

On part de la représentation triviale, de spin s = 0, puis on effectue le produit
tensoriel par V' une premiere fois, et on obtient s = 1/2, puis une seconde fois et on
obtient s = 0 ou s = 1, etc, jusqu’au cran M ou 'on obtient le spin de 1’état. A chaque
diagramme allant du spin 0 au spin s correspond exactement une sous-rep de spin s de
V®M et on a ainsi construit une décomposition de V&M en sous-rep irréductibles. La
troncation consiste alors simplement a ne retenir que les diagrammes qui sont entierement
en-dessous de la valeur maximale s = (p—1)/2. Les diagrammes de Bratteli sont directe-
ment liés a la formulation IRF (“Interaction Round a Face”) [BJ] des modeles qui nous
intéressent (en l'occurrence les modeles IRF équivalents sont les modeles SOS/RSOS),
mais il n’est pas possible, par manque de place, de discuter de cette formulation ici.

Au niveau de I’Ansatz de Bethe, la troncation implique de ne conserver que les
états de Bethe qui sont les vecteurs de plus haut poids de bonnes représentations (de
spin s < (p —1)/2) de Uy(sl(2)), et qui sont dans Hyrone. 1l y a plusieurs manieres
équivalentes de caractériser ces états (voir par exemple [B4], Bg] pour les conditions de
bord ouvertes); dans la limite thermodynamique, on peut les identifier par les propriétés
suivantes®®: p, = p, = p1- = p1- = 0, et donc, d’apres les BAE (2:2§), p,—1 = 0. La
densité de (p — 1)-cordes p,_;1 n’est, elle, pas nécessairement nulle, (ce qui jouera un role
par la suite), mais comme les différentes équations ne sont couplées entre elles que par
les p;, on peut supprimer le noeud p — 1 sur le diagramme, d’ott la figure [I6.

Il y a encore correspondance entre noeuds des BAE tronquées et bonnes rep (a
condition d’exclure les rep “triviales” de spins 0 et (p —1)/2). Nous ne donnerons pas la
valeur du spin pour les états de Bethe de Hyyone, car la situation est plus compliquée que
dans le cas isotrope: ceci est di au fait que le groupe quantique “nu” (celui dont on a

parlé jusqu’a présent) et le groupe quantique “physique” (qui sera introduit au [2.2.3) sont

26 Cette caractérisation a été trouvée dans [BAl, bien qu’elle ait été obtenue en supposant le
spin Ug(s[(2)) nul, ce qui est inutile — voir note suivante.
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TRONCATION

R y— eee —)

1 2 p-2

Fig. 16: Troncation de groupe quantique dans les BAE.

distincts. Bornons nous a constater que, dans la limite thermodynamique, s/L (le spin

par unité de longueur) est nécessairement nul puisque s < (p—1)/2 tandis que L — 00®”

2.2.3. BAFE nues/BAFE physiques: cas anisotrope

On peut également obtenir des BAE physiques pour le cas anisotrope. Pour ce faire,
dessinons les diagrammes (non tronqués) correspondant aux BAE physiques et aux BAE

nues pour v = 7/(p+ 1) (figure [[7).

1 1
1 2 p-1 p

p-1 p

Fig. 17: Passage des BAE nues aux BAE physiques dans le modele NJL
anisotrope. Les numéros sont les longueurs des cordes nues.

La situation est essentiellement la méme que dans le cas isotrope, a une différence
cruciale pres: le diagramme auquel on a retiré un noeud n’est pas identique au diagramme
complet; il correspond maintenant & une nouvelle valeur A = — cos 3, avec ¥ = m/p, de
I’anisotropie.

Une fois cette différence observée, on conjecture que les excitations physiques sont

des doublets du “groupe quantique affine physique” Uz(s[(2)) (§ = —e~7), et que leur

matrice S est donnée par S(\) = S(A)R(A), ont S est un facteur scalaire et R est donnée

27 En particulier, en remplacant hypothése s = 0 par ’hypothése plus faible s /L — 0 dans
[B6], on rend le raisonnement de cet article applicable & des états de spin quelconque.
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par (B-15) pour le parametre de déformation § (et ot & = €7*). Un calcul analogue & celui

qui a été fait dans le cas isotrope nous permet de calculer S (M) (a4 une phase globale pres):

30 = exp ( / 4 SN2EA) sinh((p — 1)r) )

k  sinh(pk) cosh(k)

(2.30)

()T (5 i3) F7 T (2 i) (35— i3)'T (2 4.2)

P
2
=BT G R) aT (g + 1= )T (50 +))T (% - i)

Cette matrice S s’identifie a la matrice S soliton-soliton de Sine-Gordon pour une con-
stante de couplage (32/87 = p/(p + 1), ce qui est un signe de I'équivalence des modeles
NJL anisotrope et de Sine-Gordon. Le lien exact avec Sine-Gordon sera discuté au [5.53.4.
Notons aussi que la nature des excitations physiques, et I'expression de leur matrice S,
que nous avons obtenu pour 7 = 7/(p+1), p entier, sont encore valables pour v arbitraire,
0 < vy < 7/2, soit p+ 1= m/v non nécessairement entier.

Dans la limite thermodynamique L — oo, on voit d’apres ’expression de ’énergie,
qui ne dépend que de la position des trous, et pas de leur spin, que le Hamiltonien com-
mute avec l'action du groupe quantique affine Uy (5[/(5)) c’est cette symétrie qui explique
la dégénérescence supplémentaire du spectre a L = co. De méme, dans la limite isotrope
v — 0, on voit que la symétrie SU(2) est étendue en une symétrie Y (s((2)) & L = occ.

La situation reste inchangée quand on opere la troncation: comme on le voit dia-
grammatiquement sur la figure (et comme on peut en effet le vérifier explicitement

B3]), la troncation vis-a-vis du groupe quantique nu U, (sl(2)) C U, (5/(5)) est équivalente

a la troncation vis-a-vis d'un groupe quantique physique Uy (s((2)) C Ug(s((2)). Ainsi le

Hilbert des excitations de basse énergie a la forme d’un espace de Fock tronqué.

p-2

Fig. 18: Passage des BAE nues aux BAE physiques dans le modele NJL anisotrope
tronqué.

Une maniere agréable de visualiser la troncation consiste a considérer les exci-
tations physiques comme des solitons (pour une revue des solitons dans les modeles
intégrables, voir [B7]). Pour cela, assignons a chaque nombre quantique s (spin de

U;(s1(2)), 0 < 2s < f = p—2), un vide®®. D’apres la loi de composition des spins

28 (Ceci veut-il dire que la théorie que nous considérons admet réellement plusieurs vides ? En
fait, la réponse a cette question dépend des conditions de bord. Pour celles que nous avons prises

(voir plus loin), le vide correspond nécessairement a la représentation triviale s = 0.
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0 12 1 12

Fig. 19: Vision intuitive des différents vides.

s®3=(s—3)®(s+3) (avec la restriction 0 < 2s < f), une particule de spin 1/2 doit
étre considérée comme un soliton qui connecte deux vides adjacents (figure [[9).

On part donc d'un vide a x = —oo qui est nécessairement pour nous s = 0; puis on
place des solitons qui produisent des transitions vers des vides s > 0; la troncation est
naturellement implémentée par le fait qu’on ne peut aller plus loin que le vide s = f/2.

Dans le langage solitonique, un état a deux solitons est spécifié par la donnée de
trois vides, tandis que la diffusion de deux solitons est donnée par quatre vides: en effet,
seul le vide intermédiaire peut changer entre avant et apres la collision. La matrice S est
donnée dans ce langage dans par exemple [BY]; retrouvons-la explicitement a partir de
notre matrice S(A) = S(A)R(A), ot Pon utilise la matrice R donnée par (B:17) (gradation
homogene) de Uq(s/(a)). Du fait que S(A\) = PS(A\) commute avec I’action du groupe
quantique Uz(s[(2))??, il peut se décomposer en projecteurs sur les différentes sous-irrep:

on trouve

- 5 B sinh(F(\ + 1))
S(A) =S\ (P1 Sh(3 (= i))PO) (2.31)

Il faut maintenant convertir ce résultat dans la base naturelle du langage solitonique:
celle des chemins sur un diagramme de Bratteli (figure ().

Ceci revient a décomposer la représentation s®%®% de deux manieres différentes: s®
(180) pour (Z31), (s+1@®s—1)®1 pour les diagrammes de la figure BJ. Les diagrammes
a et d sont clairement contenus dans s ® 1, et donc 1’élément de matrice S associé n’est

autre que S (A\). Par contre, les diagrammes b et ¢ mélangent s®1 et s®0, et la matrice S

29 mais ne commute pas avec 'action du groupe quantique affine tout entier! En effet, S

ne fait qu’entrelacer les représentations sur Vi ® Vo et Vo ® Vi, qui sont distinctes & cause des
parametres spectraux. Par contre, griace au changement de gradation, 'action du sous-groupe
horizontal Us(s((2)) ne dépend pas du parametre spectral.
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st+1/2
7N N ,/\
// \\ // \\ d , \\ // S
C // ~ N // 7
K S‘\/.S N s1/2

Fig. 20: Les quatre chemins associés a deux excitations de spin 1/2.

n’est plus diagonale dans la base (b,c): il peut y avoir des transitions b«>c. Le calcul des

coefficients 65 qui donnent le changement de base nous conduit aux formules suivantes:

~

S(a—a)=5(d—d)=5(\)

s 1/219611/2  ginh(A fal
S(b—c)=58(c—b) = . +L§i + ﬁ J sinh(&h((; i)z.))S(A)

B 1 sinh(F(A+i(2s + 1)) 5 (2.32)
Ul e P R N € S A
Sle— ¢) = 1 sinh(3(A —i(2s +1))) S

|25+ 1] sinh((\ — 1))

ot |z] = sin(3x)/sin(7). La formulation solitonique de la matrice S (:33) est plus com-
pliquée que sa formulation usuelle (R.31]), du fait qu’intervient explicitement s, le nombre
quantique qui décrit dans quels vides se situe 'interaction.

Notons également que la transition ¢ — b est interdite pour s = f/2 (car | f+2]| = 0),
ce qui est une justification a posteriori de la stabilité du Hilbert tronqué Hyrone (cf [BJ

pour une remarque similaire).

2.3. Spin plus élevé et fusion

Jusqu’a présent, nous avons uniquement utilisé la représentation de spin 1/2
de SU(2) (ou sa déformation dans le cas anisotrope). Pourquoi ne pas utiliser les
représentations de spin supérieur 7 Pour cela, il faut construire les matrices R(\) corre-
spondantes. Ce probleme est intimement 1ié & la théorie de la représentation de Y (sl(2))

(ou U,(sl(2))), et en fournit une bonne illustration. Pour simplifier la discussion, nous

nous replacons tout d’abord dans le cas isotrope.
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2.3.1. La procédure de fusion

Nous avons vu que les matrices R(\) sont simplement les matrices dans une
représentation donnée de la matrice R universelle de Y'(s((2)). Mais ceci ne nous four-
nit pas de maniere explicite de calculer R()A). Le plus simple, pour y parvenir, est
d’utiliser la procédure de fusion. Pour le restant de cette section, nous redéfinirons la
matrice R: R(\) = A — ¢P, supprimant le dénominateur A — i qui est un simple facteur
scalaire. Evidemment, cette redéfinition brise 'unitarité: on a la condition plus faible
Ris(\) Rar(~) = p(\)1.

La fusion est implémentée par I’équation de quasi-triangularité: pour 3 rep Vi, Vs,

Vs de parametres spectraux A1, A2, Az, on a, d’apres (B-2):
Ri23)(A1|A2, A3) = Ri3(A1 — Az)Ri2(A1 — A2) (2.33)

ou Rj(3) est la matrice R entre Vi et Vo ® V33?. Ainsi, la quasi-triangularité permet de
construire la matrice R dans des représentations produit tensoriel a partir de celles des
composantes du produit tensoriel. La matrice de monodromie inhomogene 7}, introduite
au [L.7), en particulier, n’est autre que la matrice R entre ’espace auxiliaire V,, et 1’espace
de Hilbert entier H.

A a

3 3

Fig. 21: Représentation imagée de la quasi-triangularité, ou du bootstrap.

Le lecteur avisé aura reconnu en (B.33) une version algébrisée de la procédure de
bootstrap (figure R1]) pour les matrices S. Evidemment, il n’y a plus de poles, car on a sup-
primé tous les facteurs scalaires dans les matrices R: les “états liés” potentiels seront donc
déterminés par la condition que la matrice R laisse stable un sous-espace propre de Vo®Vs.
L’idée est des lors que, toute représentation de Y (s[(2)) pouvant étre extraite du produit

tensoriel des rep d’évaluation de spin 1/2, on obtiendra la matrice R dans toutes les rep.

30 Dy fait de I’'inhomogénéité de la condition de quasi-triangularité par rapport a R, la normal-
isation de R importe; si ’on multiplie R par un facteur scalaire, alors (2.33) doit étre modifiée
de la méme fagon que 1’équation d’unitarité.
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Nous avons vu au [2.1.4 que, pour des valeurs génériques des parametres spectraux,
le produit tensoriel de deux rep d’évaluation est irréductible. Par contre, si les racines
des deux polynomes associés forment une nouvelle corde, on a réductibilité. Ici, le cas se

présente pour Ay — A3 = +i. Et en effet, I’équation de Yang—Baxter
R1(23)()\1’)‘27 )\S)R32()\3 - )\2) = R32()\3 — )\Q)R]_Q()\]_ — )\Q)R]_g()\]_ — )\3) (234)

pour A3— Ay = —i (resp. A3— Ay = +1i) prouve, puisque R3s vaut alors le projecteur Py sur
la sous-rep de spin 1 (resp. Py, de spin 0), que Ry (23 laisse stable cette sous-rep. Posons
donc Ay = A£i/2, A3 = A Fi/2, et projetons Ry (a3 sur la sous-rep stable: on obtient la
matrice R entre la rep de spin 1/2 et de parametre spectral A\; et la rep de spin 1 ou 0 et
de parametre spectral A. Explicitement, pour la rep de spin 1 (le cas le plus intéressant,

puisque la rep de spin 0 est triviale), (£-34)) implique la décomposition en blocs suivante:

*

| | | | Ryposy (M1 — A
Rl(gg)()\ll)\+z/2,)\—z/2)=R13()\1—)\+z/2)R12()\1—)\—z/2)=( el =)

. . R AM—A) O
Riag(AM1 = A= i/2)Ri3(M — A +1i/2) = 1233 (M1 ) .
(2.35)

ot les deux blocs correspondent aux deux sous-rep de spin 1 et 0 dans V2 ® V3; Rif231())
est donc la matrice R recherchée entre les rep de spin 1/2 et 1. Apres avoir remis les
facteurs scalaires, et changé de notation: Rif231 = R 11 (on met en indice le spin des

représentations), on obtient:

A—if2 - 28 &
By =—7— 3i/2

—

ol sé et §7 sont les générateurs de sl(2) dans les rep de spin 1/2 et 1.
On peut recommencer la procédure de fusion pour obtenir les matrices R pour des
spins plus élevés. En particulier, d’apres les résultats du [2.1.4, on sait que la matrice

R%’s peut étre extraite de la matrice R agissant sur V @ V®2s:
Rigsii\+i(s —1/2))Ris( A +i(s — 3/2)) ... Rio(A — i(s — 1/2)) (2.36)

De plus, la sous-représentation de V®2% de spin 2s joue un role spécial: c’est la sous-
représentation de plus haut poids (i.e. elle contient le vecteur de plus haut poids de
V©2%) Ceci nous permettra d’utiliser la construction (2:36) pour généraliser les BAE a

des spins supérieurs.
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Appliquons donc la procédure de fusion a la matrice de monodromie. On voit qu’il
y a deux possibilités: on peut augmenter soit le spin de I’espace auxiliaire V,, soit celui
des espaces physiques V;.

* Si 'on fusionne ’espace auxiliaire de la matrice de monodromie: on obtient alors
une nouvelle matrice de monodromie 7, (). On peut encore écrire des relations RT'T
du type de ([[.) pour deux matrices T, et T} dont les espaces auxiliaires sont de spins
quelconques; les matrices de transfert associées commutent donc entre elles. Ainsi, nous
avons apparemment aggrandi I'ensemble des quantités qui commutent entre elles (et par
exemple avec le Hamiltonien de la chaine XXX); en fait, les nouvelles quantités conservées
obtenues par fusion ne sont pas indépendantes des précédentes. Par exemple, en utilisant

une décomposition du type (R.35), on a ’équation

T;(A+i/2)T; (A —i/2) = Ti(\) + To(\) (2.37)

1
2

ot 'indice correspond au spin de I'espace auxiliaire; en particulier, To(\) est une fonction
scalaire calculable. Comme tous ces opérateurs commutent, (.37) est une équation pour
leurs valeurs propres: c’est un cas particulier des équations de fusion satisfaites par les
matrices de transfert, que nous étudierons a la section 3.2

De plus, puisque les nouvelles matrices de transfert fusionnées commutent avec la
matrice de transfert non-fusionnée, la procédure de diagonalisation ([I.1.4) n’est pas mod-
ifiée; seules les valeurs propres correspondantes sont différentes.

Remarquons qu’il existe une autre maniere d’utiliser la fusion dans ’espace auxili-
aire: bien que nous ne nous en servions pas par la suite, cette remarque est intéressante
car elle donne une interprétation intuitive de ’hypothese de corde. Considérons donc les
opérateurs B()\) utilisés dans la diagonalisation de la matrice de transfert: on peut eux
aussi les fusionner. Il suffit de fusionner la matrice de monodromie correspondante, puis
de prendre I’élément de matrice entre le vecteur de plus bas poids et le vecteur de plus
haut poids du produit tensoriel des espaces auxiliaires.

Ainsi, Popérateur B(\1)...B(\,;,) peut étre considéré comme un seul opérateur
B(\,...,A\n)! La matrice de monodromie correspondante a pour espace auxiliaire
Vi®- - ®V,. Ceci na pas d’intérét tel quel. On peut faire mieux: supposons que
les A\, vérifient ’hypothese de corde et fusionnons ensemble les différents A\, appartenant

& une méme corde (figure P7).
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Fig. 22: Fusion dans ’espace auxiliaire. Les fleches entourées d’un cercle sont les
états de plus haut/bas poids.

Pour une corde de longueur j, on obtient précisément?! la représentation réductible
du Yangien de sorte que le sous-espace irréductible du vecteur de plus haut poids (et de
celui de plus bas poids) soit la rep de spin j/2 et de parametre spectral le centre de la
corde. La matrice R laisse stable ce sous-espace, et on peut donc remplacer les opérateurs
B(Aa,)B(Aay) - .- B(Ay,), ott les Ay, sont les différents membres d’une j-corde, par un
seul opérateur B(\;.,) ot B est un élément de matrice de la matrice de monodromie dont
'espace auxiliaire est de spin j/2 et de parametre spectral le centre de la corde A;.,. Ceci
nous donne une correspondance simple entre les différentes cordes, et donc les différents
noeuds du diagramme [[2], avec les représentations irréductibles (non triviales) de SU(2):
on retrouvera cette correspondance lorsqu’il sera question d’équations de fusion.

* Si ’on fusionne les espaces physiques: la nouvelle matrice de transfert agit sur un
espace de Hilbert constitué de spins dans des représentations plus élevées de SU(2). Toute
représentation de spin s pouvant étre considérée, grace a la procédure de fusion (figure P3),
comme sous-représentation de plus haut poids (parmi les différentes sous-représentations)
du produit de 2s spins 1/2, il est inutile de recommencer la procédure de diagonalisation.

On obtient immédiatement les nouvelles Equations d’Ansatz de Bethe:

i Ao —Ag+1 — 0k +is

—_— = 2.
H Ao —Ag — 1 H o — 0 —1is (2.38)
B=1
B#a

L’équation (R.3§) est obtenue a partie de I’équation non-fusionnée ([[.30d]) en appliquant
(B-30) (ce sont les 6 que 'on fusionne).

31 A condition de placer les racines dans ’ordre approprié. Les placer dans un autre ordre ne
changerait évidemment rien, mais la situation serait plus confuse car on serait amené a considérer

une partie indécomposable de la représentation du Yangien.
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Fig. 23: Fusion dans I’espace physique.

2.3.2. Chaine de spins XXX et modele NJL fusionnés

On cherche maintenant a généraliser la chaine de spins XXX (ou le modele NJL) aux
représentations de spin supérieur: on suppose que tous les spins (ou toutes les particules
nues) sont dans la méme représentation de spin s. Il faut alors combiner la fusion dans
I’espace auxiliaire et dans ’espace physique, de sorte que 1’on ait encore V, = V}: en effet,
pour définir le Hamiltonien (ou pour relier la matrice de monodromie au déphasage d’une
particule nue), on utilise le fait que R(A = 0) = P, ce qui n’a de sens que pour V, = Vj.
A nouveau, la chaine XXX correspond au choix d’inhomogénéités 0, = 0. On peut alors
développer au voisinage de A = 0 T(\), qui est une fonction génératrice de Hamiltoniens
locaux. Ainsi, au premier ordre, on obtient un Hamiltonien de plus proches voisins, le
Hamiltonien de la chaine de spins s XXX; mais il est essentiel de noter que I’on n’obtient
ainsi qu'un certain Hamiltonien de plus proches voisins invariant SU(2): d’autres sont
possibles, qui ne sont pas intégrables, et qui peuvent avoir des propriétés physiques tres
différentes. Par exemple, tout Hamiltonien de plus proches voisins invariant SU(2) d’une

chaine de spins s = 1 est une combinaison linéaire de deux termes indépendants’®?:

H=> [08 k1 + Bk 5r1)?]
i=1
Pour des valeurs génériques des deux constantes de couplage « et (3, le modele a un gap,
et seulement pour av = —[3 obtient-on la chaine intégrable (qui, comme on va le voir, n’a
pas de gap pour a < 0).
De la méme maniere, on peut considérer des modeles NJL fusionnés. Notons que

ceci n’a pas été fait explicitement pour toutes les valeurs de s (en effet, nous verrons au

92 De maniere générale, des arguments élémentaires de théorie des groupes montrent qu'il y
a 2s termes indépendants dans un Hamiltonien de plus proches voisins de spin s.
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chapitre @ qu’il existe une autre maniere d’arriver naturellement aux BAE fusionnées);
le cas s = 1 (modele fermionique invariant O(3)), par exemple, a été considéré dans [BY].
Par extrapolation du cas non-fusionné, il est clair que 'on doit considérer la matrice
de transfert inhomogene avec des inhomogénéités 0, = +1/c correspondant aux deux
chiralités de fermions, ¢ étant envoyé a 0 dans la limite d’échelle.

Pour éviter les confusions entre le spin des états de Bethe et le spin des constituants
de la chaine de spin (ou des particules nues), nous noterons ce dernier: s = f/2, ou f est
un entier. Récapitulons alors les équations d’Ansatz de Bethe que nous obtenons pour

les modeles fusionnés:

m . M .
Ao —Ag+1 Ao — Ok +if/2
= F = , 2.39q
,61;‘[1)\a—)\5—z ];‘I;)\a—gk—lf/Q ( )
Ba
» 1 Ok — Ao +if/2
ik = T - 2.39b
¢ al;[l&k—)\a—if/Q (2:390)

La seconde équation a été obtenue en appliquant la procédure de fusion dans 1’espace
auxiliaire (en plus de la fusion des 6 ); remarquons qu’on utilise ici le fait que D(A =
0r)|¥) = 0, ce qui implique que la trace dans 'espace auxiliaire ne se fait que dans la
sous-rep de plus haut poids.

On peut maintenant appliquer I’hypothese de corde aux équations (P.39), et prendre

la limite thermodynamique L — oo; on obtient la forme finale des BAE

Cikx P+ pj = 0,50 % 5(A) (2.40)

que 'on peut représenter graphiquement, avec les mémes conventions de dessin qu’au

[[.2.3, par la figure P4.

Fig. 24: Le systeme de BAE de la chaine de spins s intégrable (ici, s = 3/2).
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On remarque la confirmation de la correspondance noeuds/représentations: pour
une chaine de spins s, le second membre agit sur le noeud f = 2s.

L’énergie/impulsion s’écrit

B/L=Eyu/L+ [\ (0eN)

(2.41)
P/L= [ x5

ou les fonctions € et p sont encore données par ([34), c’est-a-dire que ’énergie est min-
imisée quand il n’y a pas de trous de f-cordes: le vide de la théorie est un état constitué
d’une densité continue (et sans trous) de f-cordes. Les excitations physiques sont alors

créées en insérant des trous dans la mer de f-cordes. Le spin est maintenant donné par

25 =iy — 37— N)my (2.42)

J>f
donc les excitations physiques sont encore de spin 1/2. Cependant, on remarque que les
j-cordes, pour j < f, n’influent plus sur le spin. Elles doivent avoir un autre role, qui sera
élucidé au prochain paragraphe. En particulier, nous pourrons alors donner la matrice S

des excitations physiques.

2.8.3. BAFE nues/BAFE physiques: spin supérieur

Commencgons par dessiner le diagramme des BAE physiques pour le modele NJL

fusionné: on se convainc facilement qu’il a 'aspect du diagramme de droite de la figure P5,.

1 2 3

Fig. 25: BAE nues et BAE physiques du modele NJL fusionné.

Naivement, ce diagramme suggere qu’il y a maintenant deux symétries qui classifient

les excitations physiques:
o La symétrie SU(2) habituelle, qui, dans la vision “physique” des BAE, est liée aux
noeuds j > f (ce qui est en accord avec I'expression du spin (.43)). Cette symétrie

s’étend en une symétrie Y (s[(2)).
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o Une nouvelle symétrie U, (s[(2)), avec ¢ = —e ="/ (F+2)qui est liée aux noeuds j < f.
Cette nouvelle symétrie apparait de la maniere suivante: on considere d’abord un es-
pace de Fock complet avec une symétrie U, (5/(3)), tel que les particules élémentaires
en soient des doublets (en plus de leur structure de doublet de Y (sl(2))). Puis on
tronque l'espace de Fock vis-a-vis de la sous-algebre horizontale U, (sl(2)).

Partons alors d’un modele massif relativiste dans lequel les particules élémentaires

sont des doublets de SU(2) et de U,(s((2)), et dont la matrice S est donnée par
S(A) =8\ R(\) @ R'(\) (2.43)

ol R()) est la matrice R rationnelle ([.20), et R'()\) est la matrice R trigonométrique
(B21) (y =n/(f +2)). On considére pour 'instant le modele non tronqué (on pourrait
aussi partir directement de la matrice S solitonique, comme cela est fait dans [A(], mais
celle-ci est plus lourde & manipuler).

La procédure habituelle de déphasage d’une particule physique quand elle fait le
tour de I’espace compactifié nous conduit a diagonaliser deux matrices de transfert qui
correspondent aux deux nombres quantiques. Leur diagonalisation par I’Ansatz de Bethe
algébrique nécessite deux jeux de parametres spectraux {A,} et {uq} qui vérifient les

équations d’Ansatz de Bethe suivantes:

m . MPh -
Aa = Ag =i T Ao — Ok +1/2
- . ' (2.44a)
61_[:1)\0[_)\5—}_2]{::1)\&_91{:_2/2
Bt
m’ inh Ny M h 0 /2
e (V(ka — ps — 1)) 77 sinh(Y(pa — Ok +i/2)) (2.44b)

sinh(y(pa — pg + 1)) 2= sinh(y(pa — Ok —i/2))

Dw
Yl
Q r

- T B — e+ 1/2 0 sinh(y(0) — o +i/2))
S0x = 0) 1;[1 Ok — Ao — /2 11 Sh(y (O — o —ij2)) MO

3

7ipkL —

|
—

a=1

eI
T

On prend ensuite la limite thermodynamique L — oo et on applique ’hypothese de corde
aux A\, et aux q: les pg’h et ﬁ?h sont les densités associées aux j-cordes de A\, (j > 1),
les pg’hl et ﬁ?h/ sont associées aux j-cordes de p (1 <j< f+1louj=17"), et PP est

la densité des rapidités des particules physiques. Les BAE sont:

Cirex PP+ pP" = G5 0™  j>1 (2.45a)
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Cjk *ﬁgh/ + p?h/ — 5jp725*)011)}2/ = jls*Uph 1<5< f + 1(245b)

P —sx gy P =0 (2.450)
m f+1 )
aPP(\) + 6P (N) — B cosh(mA) + ZKJ *p?h + Z K *pﬁ.’h
Jj>1 Jj=1
LK p Li10g§ *xoPh =0 (2.45¢)
I 2mi dA '
ol on a utilisé les fonctions
K.()\):i# K;(k) = e~I%l
I 2 N2+ j2/4 I
1 7 sin(jv) sinh((f +2 — j)k)
K\ = — K’ =
N =5 sinh(y(\ — ij/2)) sinh(y(A + 35 /2)) () sinh((f + 2)k)
1 7 sin(v)
Ki-(3) — K, ()

T o cosh(y(A —i/2)) cosh(y(\ +i/2))

On voit que les équations (B-45d) et (2:450) vont reproduire (apres la troncation) les BAE

(B4Q) pour j < f et j > f, avec les identifications pﬁ-’h = pjtf, [)?h = pj+r (j > 1), et

p?h = Pr_js ﬁ?h/ =pr—; 1 <j< f+1), pﬁ’]fl = pi-, ﬁﬁ’?l = p;-. Ce faisant, nous
avons introduit trois noeuds en excédent: j = —1, j = 0 et j = 17, que la troncation
doit supprimer. Cependant, avant de pouvoir opérer la troncation, il faut transformer
(B-459), car py = p?h/ y apparait explicitement, et pg # 0 apres la troncation, bien qu’il
soit “invisible” dans le diagramme des BAE tronquées®®. Considérons donc la matrice
de Cartan C agissant sur les indices {—1,0,1,...} (et non sur seulement {1,2,...}) et

identifions les noyaux dans (R.454):

1 d ~
(1 2 10sS) w9 S0y 0O

2w dA :
jz1
a1 - (2.46)
+Y (O w O x gt — (O )T x O % B = 5 cosh(m))
j=1

On voit qu’en multipliant (2.46)) par C’f_fl, puis en recombinant (2.46), (.45d) et (2.450),

et finalement en tronquant, on obtient les équations (240) avec les identifications

33 Si I'on oublie ce point, on aboutit & une formule incorrecte pour S (), comme cela est

expliqué dans [[i(].

70



supplémentaires: o?" = f;, 57" = py et 5(N) — 55 & log S = (C'f*fl)*l. On en déduit

R o0 gin(2kA) 1 sinh K
S(\) = Y d v -1
(A) = exp { Z/0 & K (2 cosh k sinh((f + Q)K)e

T ]

(2.47)

On observe (seconde ligne de (R.47)) une factorisation “miraculeuse” (jusque dans les fac-
teurs scalaires) de la matrice S de notre modele fusionné en la matrice S de Gross—Neveu
isotrope et celle de Gross—Neveu anisotrope & ¥ = 7w/(f + 2). Nous reviendrons sur ce
phénomene dans la section R.5.

Ecrivons donc, apres troncation, la matrice S dans le langage solitonique:

e
R

) A —iP
) A—i

® Ssoli()\) (248)

N> N[>

ou le premier facteur agit sur le nombre quantique SU(2), et la seconde partie est la
matrice S solitonique donnée par (B.32).

Notons enfin que S (\) n’a de sens physique que pour f > 2. En effet, pour f = 1,
le spin U,(s((2)) est 0 ou 1/2, donc entierement déterminé par la parité du nombre
de particules. En particulier, deux particules diffusent nécessairement avec un spin
Uq(s1(2)) nul; on vérifie que les facteurs ZEE%% dans (2.48) se compensent (soit
encore Sgoli(b — b) =1 pour f =1, s = 0) de sorte que (P-4§) reproduit alors la matrice
S de Gross—Neveu isotrope (Eq. ([.35)), comme il se doit.

Nous avons donc trouvé que les BAE physiques tronquées sont équivalentes aux BAE
nues. Doit-on en conclure que le Hilbert du modele NJL fusionné est exactement isomor-
phe a I'espace de Fock tronqué dont on a donné la construction au [2.2.37 Pour répondre
a cette question, considérons plutot la chaine XXX, qui correpond au cas de figure le plus
simple (la matrice de transfert est homogene), et supposons que le nombre de sites M
est fixé et pair.

On peut alors calculer la dimension D de I'espace des états a 7y trous (my pair),
soit par des simultations numériques, soit par un calcul analytique mais en supposant
I'hypothese de corde valide (méme si ce n’est pas le cas): tenant compte de la dimension
du multiplet SU(2) associé aux états de Bethe, on obtient le résultat exact (par un calcul
classique): D = 2™f (A™)0 ou (A™f)) est par définition la multiplicité de la rep triviale

dans le produit tensoriel tronqué de my rep de spin 1/2. Ce résultat s’interprete tres
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simplement: le facteur 2™/ est lié & la structure doublet SU(2), tandis que le facteur
(A™5)go suggere que I'on n’obtient que les états qui sont dans la représentation triviale
de U,(sl(2)). Ceci se vérifie explicitement grace a la correspondance BAE nues/BAE
physiques: en effet, on vérifie que les états solutions des BAE nues, retraduits dans le
langage des BAE physiques, sont les états de spin U,(sl(2)) nul, @ condition de rajouter
les f-cordes physiques “cachées”.

On se trouve donc dans la situation suivante: bien que 1’espace physique soit invari-
ant par U,(sl(2)), cette symétrie est tout de méme nécessaire pour expliquer le facteur
(A™1)9 dans D: on parle alors de symétrie cachée.

Y a-t-il un moyen de récupérer les représentations non-triviales de U,(s((2)) ? Comme
premier pas, supposons que l'on ait fixé au contraire le nombre de sites M a une valeur
impaire. On peut refaire le calcul de la dimension de I'espace des états a my trous, et on
obtient%: D = 2ms (Amf)oé, ou cette fois (Af”f)o% est la multiplicité de la rep de spin f/2
dans le produit tensoriel tronqué de my rep de spin 1/2. Comme on le vérifie explicite-
ment, on atteint ainsi I’équivalent des états de plus haut poids de U,(sl(2)) dans la rep
de spin f/2. L’interprétation en termes de “symétrie cachée” est la suivante: on prend
I'espace de Fock tronqué total Hyyonc, on le tensorise par la rep de spin f/2 de U, (sl(2)) et
on prend le sous-espace invariant: (Hrone ® v/ 2)2-m,. Celui-ci est précisément isomorphe
a I'espace des états de la chaine XXX fusionnée avec un nombre impair de sites.

I ne reste plus qu’a obtenir les rep de spin s, o 0 < s < f/2. Ceci est possible a
condition de recourir a un artifice: considérons une chaine de spins modifiée qui contient
M sites de spin f/2 (M pair) et 1 site de spin s. Les cas étudiés précédemment sont
les cas limites s = 0 et s = f/2. Le spin supplémentaire doit étre considéré comme une
condition de bord spéciale de la chaine de spins (figure B@).

On associe a cette chaine le Hamiltonien intégrable obtenu comme la dérivée loga-
rithmique de la matrice de transfert homogene, c’est-a-dire le Hamiltonien usuel plus un
terme de bord.

Dans la limite thermodynamique, les excitations physiques sont encore des trous dans

la mer de f-cordes, et on peut une fois de plus calculer la dimension de 1’espace des états

%4 Je n’ai pas tenté de démontrer ce résultat, mais je l'ai vérifié numériquement dans de tres
nombreux cas. J’ai en particulier vérifié, comme test non-trivial de ces simulations numériques,
qu’en sommant sur les rapidités possibles, puis sur my, on obtient exactement la dimension du
Hilbert complet.
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Fig. 26: L’ajout du spin s modifie les conditions de bord dans la vision solitonique.

& my trous: on obtient, comme prévu®’: D = 2™ (A™7)§. Ainsi, la bonne interprétation

de 'espace des états est: (Hirone ® V*)iny, ot V* est la rep de spin s de Uy(s((2)).
Résumons la construction qui vient d’étre faite: nommons H?* le Hilbert “limite”

quand M — oo de la chaine de spins fusionnée avec un spin s supplémentaire. Alors le

Hilbert complet s’écrit:
f/2
Htronc - @ H?® ® Ve (249)
s=0

Dans le langage de [BY], on peut dire que la resommation (2.49) du Hilbert permet de
“refractionniser” le nombre quantique solitonique.

La construction que nous avons faite peut paraitre un peu artificielle, mais nous
verrons plusieurs situations physiques dans lesquelles elle apparait naturellement: pour
les modeles fermioniques invariants U(N f) (couleur x saveur) dans lesquels il y a fusion
dynamique des spins (le spin supplémentaire constitue alors les fermions restants qui
n’ont que partiellement fusionné), et surtout pour le modele de Kondo dans le régime
surécranté (le spin supplémentaire s’identifie a I'impureté). Nous reviendrons donc en
détail sur I'interprétation de cette construction.

Terminons par un exemple concret qui montre comment la correspondance BAE
nues/BAE physiques fonctionne: classifions les états a deux trous (de f-cordes) dans la
chaine de spins f/2 (f > 2). Supposons d’abord qu’il y a M spins f/2 (et pas de spin

supplémentaire); on trouve alors deux états a deux trous:

35 A nouveau, il ne s’agit que d’une conjecture (probablement facile & démontrer) basée sur

des simulations numériques.
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e L’état constitué de deux trous Aj, A2, et d’'une (f — 1)-corde de centre (A + A2)/2.
Dans la vision des BAE physiques, la (f — 1)-corde est une 1-corde pour la partie
U, (sl(2)) de la matrice de transfert; chaque racine faisant diminuer de 1 le spin, et
chaque trou correspondant a un spin 1/2, le spin U,(sl(2)) vaut donc s = 0. Par
contre, le spin s((2) vaut s = 1.

e L’état constitué de deux trous Ai, g, d’'une (f — 1)-corde et d'une (f + 1)-corde
toutes deux de centres (A; + A\2)/2. Dans la vision des BAE physiques, la (f + 1)-
corde est une 1-corde pour la partie s[(2) de la matrice de transfert; donc le spin
s[(2), aussi bien que le spin U,(s((2)), est nul.

Si ’on suppose que 'on a rajouté dans la chaine un spin 1, on trouve de méme deux
états:

e L’état constitué de deux trous, dont les spins s[(2) et U, (s[(2)) valent tous deux 1.

e L’état constitué de deux trous et d'une (f + 1)-corde, de spin s[(2) nul et de spin

U, (s1(2)) égal & 1.

2.3.4. Fusion mixte

Nous avons jusqu’a présent considéré le cas le plus simple ou toutes les particules
nues (ou tous les spins) appartiennent a la méme représentation. Rien ne nous empéche
de considérer des matrices de transfert mixtes, comprenant différentes représentations.
Du point de vue de la chaine de spins, le seul probleme consiste a définir un Hamil-
tonien raisonnable physiquement. Ainsi, dans [[fI] est introduite une chaine de spins
alternés 1/2 et 1, mais le Hamiltonien contient des couplages entre seconds plus proches
voisins. De maniere générale, si I’on considere un modele NJL fusionné avec des par-
ticules nues dans les représentations f1/2, f2/2,..., fr/2, de sorte que l’énergie d’une
j-corde (j = f1,... fr) soit négative, alors on aboutit par un raisonnement identique a ce

qui a été fait précédemment au diagramme de BAE physiques donné par la figure P7.

Fig. 27: BAE physiques d’'un modele NJL mixte.
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On a alors k types différents d’excitations physiques; la j°™€ particule est obtenue en
créant un trou de fj-corde, et possede deux nombres quantiques: Uy, (sl(2)) et U, ,, (s[(2))
(g = —e™ ™/ (fi=fi-142) pour 1 < j <k, fo =0, frr1 = 00). On vérifie que cette vision
est compatible avec les résultats trouvés dans [EI[AF] pour les chaines de spins mixtes
(dans le langage de [9], le nombre quantique de groupe quantique constitue le comporte-
ment “parafermionique” des excitations physiques).

Nous aurons nous-meémes a considérer de tels modeles mixtes, par exemple pour le

modele de Wess—Zumino-Witten (chapitre ). D’autres exemples de modeles relativistes

avec fusion mixte ont été récemment étudiés (voir par exemple [{3H4]).

2.3.5. Fusion et anisotropie

La procédure de fusion s’applique également au cas anisotrope; elle permet de la
méme maniere de déplacer le second membre des BAE vers le noeud de son choix. Nous
aurons l'occasion d’étudier un exemple concret de ce cas de figure a propos du régime

surécranté de Kondo (section H).

2.4. Rang plus élevé

Une derniere généralisation consiste a remplacer 'algebre s[(2), de rang 1, par une
algebre de rang plus élevé. On peut définir des matrices R(\) pour toute algebre de Lie g
simple?? et pour des représentations appropriées V de g, et de 13 la matrice de transfert
inhomogene, la chaine de spins XXX et le modele NJL g-symétriques.

Nous ne parlerons ici que du cas g = sl(N), ou toute irrep de g s’étend en une

représentation d’évaluation de Y (g) [[].

2.4.1. Modéles invariants SU(N)

Pour la représentation fondamentale V = C¥ de plus basse dimension de sl(N), la
matrice R de V ® V' vaut alors:
A—1P A+

R =S =+ 3

B (2.50)

soit la méme expression que dans le cas SU(2).

96 Comme nous P’avons vu dans la section précédente, ces matrices R(\) sont plus précisément
associées aux Yangiens Y (g) basés sur g.
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On définit la matrice de monodromie inhomogene de la maniére habituelle (eq.
(L21))). En prenant des inhomogénéités nulles, et en développant par rapport au

parametre spectral, on obtient le Hamiltonien Hxxx SU(N):

M
. —_ d — —
Hxxx = —iT(}\) 15 (A)jr=0 = cst + ,;_1 Sk Skt1 (2.51)
ot les sit (A = 1,...,N? — 1) sont les générateurs de sl[(N). En prenant des inho-

mogénéités d = £1/c, on obtient le modele NJL SU(N).

La diagonalisation de la matrice de transfert se fait grace a I’Ansatz de Bethe emboité
[E4]. Nous ne décrirons pas ici cette procédure qui généralise I’Ansatz de Bethe usuel. La
diagonalisation se fait par étapes successives, chaque étape faisant diminuer le rang de
I’algebre de 1 et faisant apparaitre un nouveau jeu de parametres spectraux. La structure
des Equations d’Ansatz de Bethe qui en résulte reproduit le diagramme de Dynkin de
l’algebre correspondante (ici, Ay_1):

Nobomear /2 AL —6,+i/2 _
H )\r _ r H H)\r )\t +z/2 {ll_lk 1< 9: 1/2) :;1 (252)

,6#& i S
ol m, est le nombre de racines A\, aurang r, 1 <r < N —1. Les A/, ont déja été décalés
dans (B.53).

Les propriétés énoncées pour le cas SU(2) s’étendent au cas SU(N); en particulier,

les états de Bethe sont de plus haut poids, et ces derniers valent:

N-1
R=Ry— E m'a”
r=1

racine simple de s[(IV), et Ry est le plus haut poids du Hilbert complet:

oll o est la rome
il correspond a la représentation du pseudo-vide |€2). Pour une chaine a M sites dans la
représentation fondamentale V = C¥, on a: Ry = Mw;, ol w; est le poids fondamental
correspondant.

Dans la limite thermodynamique M — oo, on peut encore appliquer ’hypothese de
corde pour les racines de chaque rang; on doit donc introduire les densités de j-cordes de
rang r pi(A) et les densités de trous pj()). Les Equations d’Ansatz de Bethe continues

s’écrivent sous la forme:
Cjk*ﬁ}; —f—qu*pg = 5j15r10'*8()\) (253)

La matrice C'9" est la matrice de Cartan avec parametre spectral (donnée par ([-47)) de
Apn_1. Nous pouvons représenter les BAE (B.53) par la figure P8.
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Fig. 28: Le systeme de BAE de la chaine XXX SU(N)/modele NJL SU(N) (ici
N =4).
Le noeud a la ligne r et a la colonne j correspond a I’équation faisant intervenir
p;+p;. Enplus des traits horizontaux qui représentent des termes —s*p7 (ou —sxo pour
le noeud coché), on a dessiné des traits verticaux qui correspondent aux termes —s* pgil.

L’énergie-impulsion est donnée par

N—-1
B/L=Ep/L+ Y. [ GV

N1 (2.54)
PIL=Y [ aAgme)
EaN =g (A =1/ + 5O+ 1/0) [ &N = (N
PN =g" A =1/¢) =g"(A+1/¢) | Prxx(N) = g"(A) (2.55)

. TN —71 0 N —r
g"(\) = 2arctan (tan (5 ~ ) tanh (N)\)) + I
Le vide est donc rempli de racines réelles (1-cordes) de tous les rangs, et il y a N — 1

types d’excitations physiques, créées en placant des trous de rang r (r =1,...,N — 1).

La représentation d’un état est donnée par:

N-1 %) N-1
R = Z miw" — Z(] -1) Z mia”
r=1 j=2 r=1

olt w” est le r®™¢ poids fondamental de sI(N), et m} est le nombre de trous de rang r.

L’excitation de rang r appartient donc & la r°™¢ représentation fondamentale de s[(N)
(tableau de Young constitué d’une colonne de taille 7). Elles diffusent bien siir avec une

matrice S proportionnelle a la matrice R entre les rep des deux particules; par exemple,

P A+
S“uyzy%m<aﬂ+A_i%)

. . A+ iN/2
11 — 11 Pa P,
510 = 10 (P + 3y )

7



o 1= N — 1. Nous calculerons les préfacteurs scalaires dans le paragraphe sur les BAE
physiques (2.4.3).

Nous n’irons pas plus loin dans 'analyse de ce modele, car il est préférable de le
généraliser tout de suite aux modeles fusionnés. En effet, on peut a nouveau appli-
quer la procédure de fusion au cas SU(N), ce qui permet d’obtenir la matrice R dans
deux représentations arbitraires de s[(IN). Si I'on place au k®™¢ site un spin dans la
représentation Ry = Ziv:_ll pre” (avec les notations du [[I.A], c’est-a-dire dont la r®me

ligne du tableau de Young a uj boites), et de parametre spectral 6, alors les équations

d’Ansatz de Bethe s’écrivent:

ﬁ )\g_ g+lmﬁ1 )\g—)\,g»il mﬁl )\Z_)\ZJrl—Z ﬁ()\g_ek_luz-‘rl)
PV T T = —

G AT AT g AL AT R o AL A LA, = O — i,
B#

(2.56)
(les A\, n’ont pas encore été décalés; par contre, les 6 ont été décalés d’une constante
imaginaire qui dépend de la rep Ry, pour simplifier les équations). L’expression de la
valeur propre correpondante est un peu compliquée, et nous ne la donnerons pas dans le
cas général.

Nous nous limiterons désormais au cas ou les spins physiques vivent dans des
représentations Vi qui correspondent a des tableaux de Young rectangulaires: en ef-
fet, c’est seulement dans ce cas que I’hypothese de corde s’applique encore. Supposons
donc que tous les spins appartiennent a la représentation n x f; apres décalage des A\,
et passage a la limite thermodynamique, on obtient les BAE représentées par la figure

B9, c’est-a-dire la généralisation évidente de la figure PS§.

Fig. 29: BAE SU(N) fusionnées.
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On voit qu’il y a correspondance entre les noeuds de la figure RY et les représentations
rectangulaires (et elles seulement). L’énergie-impulsion est maintenant donnée par une
expression similaire a (P.54)), mais ou ce sont les trous de f-cordes qui contribuent a
I’énergie: le vide est donc obtenu en remplissant la mer de Fermi de f-cordes de tous les
rangs, et il y a & nouveau N — 1 types d’excitations physiques (trous de f-cordes de type
r,r=1...N —1). Dans la limite d’échelle du modele NJL SU(N) fusionné (¢ — 0,
D — o0), I'énergie

éngL(A) = msin(nr/N) cosh(2rA/N)
Py (A) = msin(mr/N) sinh(27A/N)

exhibe le spectre de masse: m” = msin(nr/N), ou m = ZDWeJW/Nc est ’échelle
de masse engendrée dynamiquement. On voit que la taille verticale du tableau de Young
des spins physiques peut étre entierement cachée dans 1’échelle de masse.

Enfin, les BAE représentés par la figure (qui sont la généralisation fusionnée des
équations (P.53)), pour étre écrites dans la limite d’échelle, doivent étre multipliées par
la matrice de Cartan inverse de Ay _; (qui agit sur les indices placés en exposant)?”; on

trouve alors:
CN" % Oy % L+ pl = 6, f% sin(rr/N) cosh(2m\/N) (2.57)

2.4.2. Rang plus élevé et anisotropie

On peut aussi combiner rang plus élevé et anisotropie. On sait définir la matrice
R de Uq(s/(]Tf)) [ (le rang de I'algébre augmente mais le nombre de parametres de
déformation disponibles reste égal a 1): dans la gradation homogene, on a encore la re-
lation R(z) = (xR — 2 'R)/(xzq—x"'¢~"), ott R et R sont les matrices R de Uy (sl(N)),
que I'on peut trouver dans [[7]. On peut alors définir la chaine XXZ SU(N) et le modele
NJL déformé SU(N). Cependant, il faut signaler que le Hamiltonien XXZ SU(N) n’est
pas hermitien. Nous ne nous apesantirons donc pas sur ce cas de figure, et passerons
directement au modele tronqué a v = 7/(p+ 1) (¢ = —e™*7), puisqu’a ces valeurs, la
troncation permet de restaurer I'unitarité [g.

La procédure de troncation pour U,(s[(IN)) avec ¢ racine de 'unité, est similaire au

cas N = 2. On a une notion de g-dimension: gdim R = trg(K) avec K = qza>0 i (H~

37 Sans cela, le second membre s’annule dans la limite d’échelle pour N > 2, et les BAE ne

contiendraient plus toute 'information nécessaire.
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élément de la sous-algebre de Cartan correspondant a la racine positive «), qui permet de
distinguer les “bonnes” représentations des mauvaises. Si ¢/ 7 = +1, alors les “bonnes”
représentations R = Ziv:_ll n"w"” sont celles dont le tableau de Young a moins de f
colonnes (n! +---+n™=1 < f), et on peut définir des matrices d’adjacences tronquées
pour ces représentations (cf [[.5.3]).

Au niveau de I’Ansatz de Bethe, et bien que cela n’ait pas été prouvé rigoureuse-
ment, on a de bonnes raisons de penser [fJ*® que la chaine XXZ SU(N) tronquée (ou le
modele NJL correspondant) admet les BAE décrites par la figure BO: seules les j-cordes,

1 <j < f, sont autorisées, et les f-cordes sont invisibles sur le diagramme car p} = 0.

1 2 f-1

Fig. 30: BAE SU(N) tronquées au niveau f.

Le reste des calculs est tres similaire a ceux du [2.4.1, et nous ne reviendrons pas
dessus. Pour nous, 'intérét du cas anisotrope est essentiellement de permettre d’écrire

des BAE physiques pour les modeles fusionnés, ce que nous allons faire maintenant.

2.4.3. BAFE nues/BAFE physiques: rang supérieur

Pour éviter les répétitions, nous traiterons directement le cas (isotrope) fusionné.

Les BAE physiques sont représentées sur la figure B

Fig. 31: BAE physiques SU(N).

%8 Notons que dans [E9], comme dans [Bf], le spin quantique est supposé nul a priori, ce qui
est inutile.
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Comme dans le cas SU(2), on conjecture que les excitations physiques ont deux nom-
bres quantiques: la symétrie SU(N) dont on est parti, et une nouvelle symétrie cachée
Uqy(sl(N)), g = —exp(—in/(f + N)), tronquée. La particule de type r (1 <r < N —1)
appartient a la méme représentation fondamentale a r boites pour les deux symétries. Les
particules de différents types diffusent sans réflexion (ils ne peuvent que modifier leurs
nombres quantiques lors de la collision), avec une matrice S entre particules de types ¢
et r donnée par:

ST(N) = ST(NRY(N) @ R'7(\)

—

ott RI"(\) et R'9"(\) sont les matrices R de Y (sl(N)) et de U,(sl(N)) dans les ¢®™° et
réme représentations fondamentales, et §qT(A) est le facteur scalaire qui donne la dif-
fusion dans le plus haut poids. En écrivant les Equations d’Ansatz de Bethe physiques
correspondantes et en les identifiant avec les Equations d’Ansatz de Bethe nues, on arrive

comme au a calculer S97, qui vaut:

Gqr — oxn | 9 +o0 I{sin(Z;@)\) sinh((N — ¢)k) sinh(rk) e(f+N)|x| o
ST(N) = P[ 2/0 de =0 ( sinh(Nk) sinh((f + N)k) 5(2 2!)

(g>r).

Ces matrices S ont la particularité que toute particule peut s’obtenir comme état 1ié
de deux autres particules: en effet, les particules ¢ et r possedent un état lié dans le canal
antisymétrique, qui est la particule ¢+ mod N. Les matrices S physiques peuvent donc
elles aussi étre obtenues les unes des autres par la procédure de fusion.

Donnons enfin I'interprétation solitonique du nombre quantique U, (s[(N)): & chaque
tableau de Young de moins de f colonnes, on associe un vide. Dans le cas que nous avons
considéré, les excitations physiques sont dans les représentations fondamentales, et il ex-
iste alors une regle particulierement simple pour déterminer les transitions entre vides
autorisées pour chaque type de particules (cf [[T1.5.3]). Cependant, il faut noter que pour
des représentations plus élevées, une différence avec le cas N = 2 apparait: certains coef-
ficients des matrices d’adjacence deviennent supérieurs a 1, ce qui indique des transitions
multiples entre deux vides. Pour décrire un état du systeme comportant de telles tran-
sitions, il faut donc spécifier, en plus de la donnée du vide initial et du vide final, quelle

est la transition choisie.
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2.4.4. Dualité rang-niveau

Pour les modeles les plus simples (diffusion diagonale), la dualité particule-trou
échange p et p dans les équations d’Ansatz de Bethe®?. Cependant, on a vu au [1.2.]
a propos des BAE physiques que pour le modele NJL SU(2), il y avait bien a nouveau
une dualité particule-trou, mais qu’elle n’affecte que le noeud 1 des équations: en effet,
ce sont les trous de 1-cordes qui sont les excitations physiques, les j-cordes étant des
“excitations isotopiques” et non des vraies particules. La méme remarque vaut pour les
modeles fusionnés, ot la dualité ne s’applique qu’au noeud f.

Quand on passe a SU(N), il est pourtant particulierement tentant d’effectuer
I’échange p < p. En effet, si 'on oublie le second membre, la dualité p <+ p a pour effet
d’échanger dans les BAE (253) les indices du haut et du bas: c’est ce qu’on appelle la
dualité rang-niveau. Sil’on remet le second membre, naivement il n’y a pas de probleme,
et on obtient la transformation sur les BAE nues décrite par la figure 3. On voit que
la dualité rang-niveau est une transformation mathématique des BAE, sans signification
physique directe, qui par exemple échange un modele tronqué relié au groupe quantique

nu U, (sl(N), ¢ = exp(in/(f + N)), avec un autre de groupe quantique nu U, (sl(f)).

Fig. 32: Dualité rang-niveau et BAE nues.

Cependant, les BAE ne déterminent pas entierement la physique du modele corre-
spondant: une autre donnée essentielle est 1’expression de 1’énergie en fonction des p (ou
des p); en particulier, c’est le signe de 1’énergie des différents types de (pseudo-)particules
qui détermine quel est le vrai vide de la théorie. Evidemment, c’est précisément la forme
de I’énergie qui brise la dualité rang-niveau: on le voit par exemple sur la figure B3, qui

montre la méme transformation au niveau des BAE physiques.

39 On verra plus loin qu’elle échange aussi n et n~' dans les TBA.
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Fig. 33: Dualité rang-niveau et BAE physiques.

Cela veut-il dire que le modele décrit par le diagramme de droite de la figure B3 ne
correspond a rien de connu? En fait, il correspond tout simplement & un cas que nous
n’avons pas examiné, et qui est le régime ferromagnétique, obtenu a partir du régime
antiferromagnétique en changeant de signe 1’énergie [p(. La dualité rang-niveau permet
donc de relier, dans la limite thermodynamique, les régimes ferromagnétique et antifer-
romagnétique.

Plus généralement, en se rappelant que les noeuds des diagrammes de BAE sont
liés aux représentations rectangulaires, on voit que la dualité rang-niveau correspond
a la transposition des tableaux de Young. Dans cette optique, la dualité rang-niveau
est basée sur le fait que la transposition respecte le produit tensoriel, c’est-a-dire que
RT @ R'T = (R® R')T. En particulier, les équations de fusion sont stables par transpo-

sition, ce qui nous donne des relations entre quantités thermodynamiques de différents
modeles (cf [[T].4.2]).

2.5. BAE physiques générales: comparaison SU(2)/SU(N)

Cette derniere section a pour but de donner une méthode générale pour passer des
BAE nues aux BAE physiques dans le cas de symétries SU(2) ou U,(s((2)), et de faire
quelques remarques sur la généralisation & SU(N). Les calculs qui suivent sont un peu
formels, mais les conclusions que 'on va en tirer seront, elles, bien concretes.

Essayons donc de déduire de maniere synthétique les BAE physiques a partir des
BAE nues pour un modele général. Rappelons I'idée générale: certains noeuds du dia-
gramme nu vont devenir les “sources” des BAE physiques. On suppose que les particules
physiques sont des multiplets de U, ) (5[(2)), a = 1...b, et que les matrices S de diffusion
se factorisent en un produit des matrices R correspondantes, fois un facteur scalaire S.
Le seul probleme consiste a calculer S. Nous avons remarqué au [2.3.3 que S se factorisait

naturellement: nous allons maintenant montrer ce fait.
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Supposons plus précisément que la particule de type n (n = 1...nm,.x) appartienne a
la représentation de spin féa) /2 du groupe quantique U, (s[(2)). Pour chaque symétrie

U, (sl(2)), on a une matrice de transfert a diagonaliser qui nous donne des équations

du type:

NMmax

Cik 76(,05c @) pg.a) = 5% Z 0, (@ 0n (2.59)
ff?i;o

ou o, est la densité de particules de type n, et pga)

est la densité de j-cordes. Nous
n’incluons pas les 17 -cordes, car du fait que seul p;- apparait dans les équations, et non
p1-, pour les manipulations formelles auxquelles nous procédens, il ne joue aucun role.

Ensuite, on repart des équations de BAE nues au noeud coché lié a la particule n:

On + Un — 8% Z ~§:2) = mnp,()‘) (260)

f<a>¢0
Le second membre p’(A) ne nous intéresse pas, donc nous ne ’écrivons pas explicitement.
Les équations (2:60) ne sont pas encore des BAE physiques, car y apparaissent des p(®),

~(a)

alors que seuls les p(®) doivent y apparaitre. On exprime donc ,0 (o) en fonction des p(®

grace a (R.59):

nmax
. —1
P = —Cilxp +sx Y C© 0 0 * O (2.61)
n m—1 n m
750 #0
et on remplace dans (P.60):
~ n 2 _
On+ 0y = 5P (A) + 5% % Z Z: Cf(a)f<a)*am+-~- (2.62)
m=1 a=1
50
olt s2 = s«s, et les - - - sont les termes qui sont fonctions des p(®), qui ne nous intéressent

pas, puisque dans la diffusion de plus haut poids p(*) = 0. On déduit finalement de (2.62)

I’expression générale des déphasages:

b
Swn- I 800
£ 2”)#0

C’est-d-dire que S, se factorise sous forme de facteurs Sur liés & la symétrie U, ) (s1(2)),

et donnés par



C~! est la matrice de Cartan inverse du diagramme de Dynkin A, ; si ¢ =
—exp(—in/p). Ceci concorde avec les expressions trouvées précédemment (Eq. ([.39),
(B:30), 2.47))-

Ce raisonnement se généralise-t-il & SU(IN)? Pas directement, car il faut, pour des
rangs plus élevés, tenir compte de la structure “verticale” des diagrammes de BAE. Pour
voir d’ou vient le probleme, supposons que les particules physiques sont maintenant clas-
sifiées par deux nombres n et r, de sorte qu’elles appartiennent a des tableaux de Young
rectangulaires fT(La) x r pour une symétrie U, @) (sl(IV)). On peut alors montrer que la
généralisation de (2.62) est:

Nmax

(€Yot + 57 = D) + S Z Ol o ¥ (CTH w0l 4o (2.63)

f(a);éo

On doit tenir compte du (C~1)9" du membre de gauche dans le déphasage, si bien que

l'on a: ) ,
x() ] S@Wroy n=m

a=1

o 70
SZ:n()‘) = b

[T SS9 n#Em

a=1
L7 P zo

avec les facteurs habituels

1 d a T — T —
97 d)\ST(m)zq (A) = 32*(0 1)q *C;)f;g)

et les facteurs CDD supplémentaires X 9" donnés par

1 d
. _— xar — Sar _ —1\gqr
21 dA (A) =29 ()
Par exemple, on calcule que
Xll()\) _ sinh 5 (A + 1)

sinh & (A — 4)

On vérifie que la matrice S (B.5§) admet une telle décomposition.
Remarquons finalement que le fait que la matrice S se factorise entierement pour
SU(2), et modulo un facteur CDD seulement pour SU(N), avait été remarqué empirique-

ment dans le modele o principal (voir chapitre i) dans [B1].
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3. Corrections de taille finie et TBA

Nous allons maintenant nous servir des Equations d’Ansatz de Bethe pour calculer
des quantités physiquement intéressantes. Une idée naturelle est d’étudier des systemes a
température finie, ce qui nécessitera les Equations d’Ansatz de Bethe Thermodynamiques
(TBA, section B.1]) qui sont, elles, non-linéaires. Nous nous restreindrons ensuite aux
théories quantiques des champs relativistes. Pour celles-ci, la fonction de partition a
température finie n’est autre que la fonction de partition avec une direction de temps
euclidienne compactifiée, et on voit que I’Ansatz de Bethe nous permet de faire des cal-
culs de corrections de taille finie, c’est-a-dire des corrections aux quantités physiques
dues a la géométrie finie de I'espace-temps. Nous ferons alors des calculs explicites de
charges centrales grace aux TBA et aux sommes dilogarithmiques (B.7.3). Puis nous
montrerons le lien entre ces équations et les équations de fusion (section B.2). Ceci nous
conduira tout naturellement aux Equations Non-Linéaires Intégrales (NLIE), qui, comme
les TBA, déterminent les corrections de taille finie, mais cette fois dans la direction spa-
tiale. Les NLIE constituent une méthode alternative aux TBA, et nous étudierons de
telles équations dans la section B.3. Nous montrerons en particulier qu’elles fournissent

plus d’informations que les TBA (charge centrale mais aussi poids conformes, etc).
3.1. Equations d’Ansatz de Bethe Thermodynamiques (TBA)

3.1.1. Principe

Nous allons exposer la méthode d’obtention des TBA dans le cadre le plus simple:
le modele de diffusion diagonale introduit au [[.2.]. On se place a température finie 7T,
et a potentiel chimique pu, de sorte que I'énergie libre s’écrit F' = EF — TS — uN. Pour
un état constitué de m particules et de m trous, on a un facteur entropique associé qui

vaut: exp S = (m +m)!/(m!m!). Dans la limite thermodynamique, on trouve donc
F/L= [ o0 —u [ dapy)

(3.1)

=T [ AN (6O + A osp(N) + AN)) — p(N) log p(X) ~ 5N Log 5N

Quand L — oo, la fonction de partition est dominée par un point de col par rapport aux
densités p(A) et p(A) [B; on différentie (B-])) et on utilise 'Equation d’Ansatz de Bethe
(L40) qui relie dp(A) et dp(A); on obtient alors ’équation de point de col:

=€e(A) —p— 0 P 1 x 1o PN
0=l mp=Tlog S5y + 52k lg(“ﬁm)]
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On voit que 1’équation ne dépend que de n = p/p:

e(A) —p
T

L’équation (B.2) constitue 'Equation d’Ansatz de Bethe Thermodynamique (TBA) de

notre modele: c’est une équation non-linéaire intégrale.

logn(\) + %K*log(l + (77()\))_1) = (3.2)

On peut ensuite calculer la valeur de F' au point de col; on trouve:

FJL=-1 [ 2P og(1+ (n00) ™)

(3.3)
_ —%/dp log(1 + (n(p)) ™)

L’interprétation des équations (B.2)-(B-3) est relativement simple si l'on se rappelle

I’analogie avec un systeme de fermions sans interaction: pour cela, posons

n(\) = elenab(\)=p)/T

Alors, (B-9) se récrit
T (enab(N)—p)/T\ _
€hab () + 27TK * log <1 + e\ ) =€e(N)

En 'absence d’interaction entre les particules, €y, vaut simplement €. Quand on rajoute
'interaction, on continue & interpréter, d’apres (B.3), enan comme la fonction énergie des

particules, mais “habillée” par I'interaction.

3.1.2. Application aux modéles a diffusion non-diagonale

Considérons maintenant la chaine XXX (ou le modele NJL) a température finie 7' il
n’y a pas de notion évidente de potentiel chimique, mais en revanche, on peut placer un
champ magnétique B. Celui-ci joue dans la limite thermodynamique le role de potentiel
chimique pour les racines des BAE. En effet, lorsque L — oo, et pour B = <Bb 2) (b>0),
on peut se contenter de la contribution du vecteur de plus haut poids a la fonction de
partition (voir [[II] pour une discussion détaillée de ce point dans le cas plus général
SU(N)), de sorte que B est couplé au spin: B-S = —bs = cst + bm, c’est-a-dire que
—b joue le role de potentiel chimique des pseudo-particules#’. On obtient finalement les

TBA suivantes: (n; = p;/p;)

log(1+1;(\)) — Cj xlog(1+ (m(N)) ) = = (3.4)

40 Le signe est important car —b est toujours négatif.

88


http://www.eleves.ens.fr:8080/home/pzinn/these/artic03/artic03.dvi

ou g;(A) est la contribution a I’énergie d’une j-corde: g;(\) = —27 K;(\) + jb pour la
chaine XXX. La multiplication par la matrice de Cartan fait disparaitre la dépendance
en le champ magnétique B:
1 é(A)
log(1 + (1;(A)) ") = ik x log(1 + mi(A)) = 0jn === (3.5)
qui se trouve cachée dans 'asymptotique de n; pour j — oo (voir [[II.3]). L’énergie libre

s’écrit quant a elle

F= =T [dhow ;0 log(L+ (;(0) ™)
(3.6)
=FEgs — T/d)\cr*s()\) log(1 4+ m1 (X))

On voit que les TBA ont essentiellement la méme structure que les BAE physiques,
de sorte que, au moins pour les modeles relativistes, il existe des regles assez évidentes qui
permettent d’obtenir les équations de TBA (B.§) et I’expression de 1'énergie libre (ici, Eq.
(BH) et (B.G)) a partir des diagrammes de BAE physiques (ici, le diagramme de droite
de la figure [3). Nous ne donnerons pas ces regles explicitement, car nous en verrons

suffisamment d’exemples dans les paragraphes qui suivent.

3.1.3. Théories conformes et calculs de dilogarithme

Le cas de figure le plus simple est celui des TBA des théories conformes, pour

lesquelles I’énergie libre F' doit étre directement reliée a la charge centrale par la for-

mule [B3):

™

F/L =
/ 12

(c+e)T? (3.7)

Reprenons encore une fois le modele de diffusion diagonale, et supposons (condition
d’invariance conforme pour des particules “droites”) que p(\) = €(\). On suppose aussi

que €(\) est une fonction croissante de A\. On remarque alors que si 1’on pose:

pN) =~ Toa(1 + (n(V) ) -

PN = + 5~ log(1+ (Y)

(de sorte que p/p = n comme il se doit, et p, p > 0), on résoud les BAE ([.40) puisque

celles-ci sont une simple conséquence des TBA (B.3) par dérivation par rapport a !
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Calculons alors S = —0F /0T

S/L = [ X [p)log(L + () + N log(1 + (1) )]

_ _/ d(log(1+n~")) log(1 + ) + d(log(1 + 1)) log(1 + n~1)] (3.9)
’ =1/(1+n(-00))

f=1/(1+n(+00))

= —L(f)

™

ou la fonction dilogarithme [54] est définie par L(f) = —3 [; [dz log(1—2) 4+ 12 log 2].

Les valeurs limites n(+oc) et n(—oc0) en A = £o00 sont faciles a calculer: soit elles
sont infinies, soit elles vérifient d’apres (B.9)

iK(n =0)log(1 + (n(£o0)) ) = ———— (3.10)

log n(+
og 7)( <><>)+27T

\ +oo
ot K(k=0)= [ K(\dA
La généralisation aux modeles dont les TBA sont un systeme d’équations couplées

est élémentaire:
T f=f
S/L = — L(f; mex 3.11
L= S .10

ou j parcourt I'ensemble des équations, c’est-a-dire tous les noeuds du diagramme de
BAE. Pour rendre I’équation (B.11]) indépendante de la convention de signe choisie pour
7, la prescription est que f va dans (B.I1]) de sa valeur minimale & sa valeur maximale

pour I’équation qui contient le second membre.

Prenons maintenant un exemple concret de calcul de charge centrale. Considérons

le modele décrit par le systeme de BAE physiques de la figure B4 [p5].

Fig. 34: BAE physiques des modeles coset.
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Les excitations physiques sont des particules relativistes sans masse “droites”, avec
des nombres quantiques Usgir/(at2) (51(2)) et Ugir/12)(s1(2)) tronqués. 11 n’y a pas de

champ magnétique. Les TBA associées sont:
1 E ¢ .
log(1 + (1;(¢)) ™) = Cjk *log(1 + 1k (C)) = dja e 1<j<a+b-1 (312)

out 'on a utilisé la normalisation usuelle des rapidités: ( = 7\ (les noyaux changent donc
aussi de normalisation, de fagon a ce que f(A)dA = f(¢)d(). L’echelle de masse E est
arbitraire; ceci est lié au fait que la dépendance des TBA (ainsi que de I’énergie libre F,
que nous n’avons pas écrite explicitement) en la température T' est triviale du fait que
I’on peut décaler ( — ( + cst, ce qui est normal pour une théorie conforme.

Les valeurs limites sont:

sin(mj/(a+ b+ 2))sin(n(j +2)/(a+b+2))

. (nil(a + Synlnts 2 /0 2) o

_ sin(my/(a+ sm(m(y + a—+ .
n;(+00) = | | sin? (7 /(a _|_‘2)) | 1<j<a (3.13)
i (400) = sin(m(j —a)/(b+2))sin(n(j —a+2)/(b+2)) w<j<atb_1

sin?(7/(b+ 2))

Nous donnerons ultérieurement une justification de ces valeurs (section B.2). En utilisant

des formules connues de sommes dilogarithmiques [Bf], on obtient (on pose ¢ = 0 dans

(B.D)):

6 too 3ab(a+b+4)
C_F;L(fj) > (a+2)(b+2)(a+b+2) (3.14)

qui est la charge centrale des modeles coset SU(2), x SU(2)5/SU(2)a+s [B1]-
La regle générale pour déduire la charge centrale du diagramme des BAE physiques
d’une théorie conforme a une chiralité est la suivante:
e Ajouter 1 par noeud hachuré.
e Ajouter la contribution du diagramme “physique”, c’est-a-dire en retirant les noeuds
hachurés.
e Retrancher la contribution du diagramme “nu”, c’est-a-dire au contraire en con-
sidérant les noeuds hachurés comme des noeuds normaux.

La contribution des diagrammes qui nous intéressent est donnée par la figure BY.
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1 2 f-1 f f+1
2(f-1)
¢) O—O—O—0O-0O
1 2 f-1 F+2
1 o 0o 0
N(N-1
d) oo o ( 3 )
N-1 o o0
1
NWN-1)(f-1)
e) N
N-1
1 2 f-1

Fig. 35: Table de sommes dilogarithmiques.

Notons que a) n’est pas la limite de ¢) quand f — oo (ou d) de e)), car, pour f
grand, la somme dilogarithmique c) est dominée par ses premiers termes (j < f) et par
ses derniers termes (f —j < f), et la somme a) n’est la limite que de la premieére moitié.
Cependant, du fait des compensations entre les contributions du diagramme physique et
du diagramme nu, cela n’a pas de conséquence physique. Montrons par exemple com-
ment obtenir la formule b) de maniére élémentaire: on calcule tout d’abord les valeurs
limites des 7n; correspondant au diagramme: on trouve n; = j(j +2) pour 1 < j < f,

Nf+1 = 1m- = f+ 1. On cherche donc a calculer

:%é (J+1 )+2L(ﬁ)

On utilise la relation L(zy) = L(z) + L(y) — L(z(1 —y)/(1 —zy)) — L(y(1 —x) /(1 — zy))

satisfaite par L, avec z = y = 1/j; on obtient alors

25 i) )] ()
)

o
I
:‘w|

—

2
= L
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Nous admettrons la valeur des autres sommes dilogarithmiques de la figure Bj (voir

par exemple [bg] et références incluses). Prenons encore un exemple d’application de ces

formules a un calcul de charge centrale qui nous resservira par la suite: considérons la

version a une seule chiralité du modele fusionné décrit par les BAE physiques B¢, et

que nous reproduisons ici (figure B{).

Fig. 36: Diagramme de TBA de la CFT WZW chirale.

On calcule aisément la charge centrale, qui vaut: ¢ = (N2 —1)f/(f+ N), c’est-a-dire

celle de la théorie conforme de Wess—Zumino-Witten SU(N) au niveau f [9). Nous

prouverons au chapitre g que si 'on considere une chiralité de la CF'T WZW, alors elle

admet effectivement le diagramme de BAE physiques (ou de TBA) de la figure B4.

Terminons sur quelques remarques générales:

Une fois que 1’'on a calculé I’énergie libre a champ magnétique nul, on peut facilement
réintroduire le champ magnétique, et calculer la nouvelle somme dilogarithmique, par
exemple en dérivant deux fois par rapport au champ magnétique. Nous ferons un
tel calcul au paragraphe suivant.

Il existe une autre méthode, plus traditionnelle, pour arriver aux formules de dilog-
arithmes, qui n’utilise que les TBA (et pas les BAE). C’est celle qui est utilisée dans
les articles [[I][V]]. Notons que dans [[I].B], le modele n’est pas a strictement parler
conforme, mais cette méthode fonctionne tout de méme; de plus, I’énergie libre est
calculée directement en présence d’un champ magnétique.

Les structures “nue” et “physique” ne sont pas directement liées au groupe de renor-
malisation, puisque méme pour une théorie conforme, les deux structures coexistent

et donnent chacune leur contribution & la charge centrale4?.

41" Ce modele n’est bien siir pas un modele de fermions chiraux libres dans des rep supérieures:

la premiere remarque de la fin du [I.2.3 ne s’applique pas au cas fusionné, cf Pobservation

similaire du paragraphe suivant pour le cas anisotrope.

42 Nous verrons cependant un cas ot le passage de la structure nue & la structure physique

est lié au flot de groupe de renormalisation: le modele de Kondo (section H.3)).
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3.1.4. Limite ultraviolette des théories massives et découplage des chiralités

Les calculs faits précédemment ne s’appliquent pas au cas des théories massives.
Cependant, on peut espérer, dans la limite T — oo, explorer la région ultra-violette et
en particulier retrouver la théorie conforme qui constitue le point fixe ultra-violet de la
théorie.

La limite T' — oo des TBA massives fait apparaitre un phénomene bien connu que
nous nommerons découplage des chiralités. Celui-ci est caractérisé par le fait que les
fonctions 7(¢) (on rappelle que 'on prend maintenant la paramétrisation usuelle de la ra-
pidité; pour un modele SU (), on a la correspondance: ¢ = 2w A/N avec les notations du
chapitre fI]) se mettent & développer un plateau dans la région [—log(T/m), + log(T/m)],
ot m est I’échelle de masse du systéme. On peut alors définir des fonctions n*(¢) =
n(¢ + log(2T/m)) qui admettent (généralement) une limite finie quand T — oo: elles
décrivent séparément les deux chiralités de la théorie conforme ultra-violette. En effet
les particules qui ont une énergie de l'ordre de T ont une rapidité { ~ +log(T/m) et
vérifient € ~ |p| des que T > m#47.

Prenons comme exemple le modele NJL standard. Diagrammatiquement, la limite

UV est représentée par la figure B7.

Fig. 37: Découplage des chiralités dans le modele NJL SU(2).

43 Remarquons a ce propos que les particules d’'une méme chiralité dans la limite UV ont la
meéme matrice S de diffusion — exprimée en termes de la rapidité décalée — que celle de la théorie
massive originale, puisque la matrice S ne dépend que de la différence des rapidités.
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Les fonctions nT vérifient des équations séparées qui sont les limites de (B.H) (avec
€(¢) = mcosh ():

log(1 4 (1;7(¢)™") = Cji * log(1 +1; (¢)) = 6,26 (3.15)

En appliquant les méthodes du a (B.13), on calcule les charges centrales UV ¢ et
¢: on trouve sans difficulté44 ¢ = ¢ = 1, ce qui pouvait se deviner, puisque le modele
NJL est asymptotiquement libre: dans I’'UV, restent donc deux fermions de Dirac libres
(c = 2) auquels on a retiré un secteur ¢ = 1 découplé.

On peut étendre le calcul de la charge centrale UV au modele NJL déformé, et on
trouve qu’indépendamment de ’anisotropie v, ¢ = ¢ = 1. Ceci veut-il dire que le modele
NJL déformé est encore asymptotiquement libre 7 Non, car la limite UV du modele NJL,
quand on fait varier 7, parcourt en fait la ligne de points critiques ¢ = 1 (du c6té massif
de la transition de Kosterlitz—Thouless). Nous renvoyons le lecteur aux références [60,F]]
pour une discussion générale de la transition de Kosterlitz—Thouless et des modeles ¢ = 1.
L’essentiel pour nous est que la théorie UV ne coincide pas avec la théorie non-perturbée;
en effet, si I'on regarde le flot de groupe de renormalisation des deux constantes f et g
du Lagrangien (P.23), on voit que f tend vers 0 (le terme couplé a f constitue la pertur-
bation), mais que g tend vers v (’anisotropie v est un invariant du flot). En particulier,
bien qu’il y ait génération dynamique de masse (par rapport au modele non-perturbé),
il n’y a pas liberté asymptotique puisque 'opérateur perturbant acquiert une dimension
plus petite que 1 (donc devient relevant) quand on s’éloigne du point isotrope. Une autre
remarque reliée est que les deux chiralités de la théorie UV ne sont pas les fermions
chiraux de la théorie non-perturbée, et donc la premiere remarque de la fin du [[.2.3 ne
s’applique pas au cas anisotrope. Nous reviendrons sur la limite UV du modele NJL
quand nous lui écrirons une NLIE (section B.3)).

Plagons ensuite notre modele NJL déformé a v = n/(p + 1) dans un champ
magnétique B = (Bb 2); au lieu d’étre lié a la limite ) — oo comme dans le cas isotrope, il
apparait explicitement dans les deux derniers noeuds des TBA [63]. On trouve facilement

par les formules de dilogarithmes que, dans la limite ultra-violette,

T 60 /T2
Feo—-T? 14+ —1—
6 < N W(W—v))

44 Le calcul est en fait trivial, du fait de la particularité du cas isotrope: les symétries nue et
physique sont identiques, d’oti compensation évidente de leur contribution a la charge centrale.
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On observe alors le fait suivant [63]: pour un champ magnétique purement imaginaire

b/T =iy =in/(p+1),ona F ~ —(r/6)T?¢ avec la nouvelle charge centrale

6

b=1———
p(p+1)

qui est celle du modele minimal M, [64]. L'interprétation de ce résultat est la suivante:
au point fixe UV, il est possible de définir une nouvelle action de I’algebre de Virasoro,
de charge centrale inférieure a 1. Ceci est essentiellement la construction de Dotsenko—
Fateev [Bg] (ou de Feigin-Fuks) du gaz de Coulomb avec une charge de fond & l'infini. 11
est bien connu que dans cette construction, on peut se ramener a un sous-ensemble fini
d’opérateurs Virasoro-primaires#?, et le Hilbert peut alors étre tronqué (découplage des
“null vectors”) pour donner le Hilbert des modeéles minimaux. Qu’en est-il ici ?

Le lecteur aura sans doute deviné que c’est précisément la troncation de groupe quan-
tique qui va jouer ce role [27]. En effet, on vérifie qu’en imposant le champ magnétique
b/T = iy dans les TBA, la fonction 7,_; devient constante et égale a 0, de sorte que
les noeuds p — 1, p, 17 se découplent et que 'on est ramené au diagramme tronqué
(cf figure [[d)! Le champ magnétique imaginaire constitue donc une maniere alterna-
tive d’effectuer la troncation de groupe quantique. Son avantage est qu’en modifiant le
Hamiltonien (par ajout du champ magnétique), on change explicitement la gradation du
groupe quantique (“spin” dans la limite relativiste). Du point de vue mathématique,
I'introduction du champ magnétique imaginaire correspond a modifier la fonction de par-
tition Z = tr(e ™ H/T) en Z = tr(Ke /T, ott K est 'élément de U,(s[(2)) pris dans sa
représentation sur le Hilbert complet. Ce sont les propriétés dites de Markov [fq] de cette
trace modifiée x — tr(Kz) (ot = appartient au commutant de U,(sl(2)), soit dans les cas
qui nous occupent & I’algebre de Temperley-Lieb [67]) qui permettent de retrouver la tron-
cation de groupe quantique. Une construction similaire existe pour U, (sl(N)) (cf [V].9).

Finalement, en calculant les corrections des 1({) & leur comportement dominant
n* (¢ F log(2T/m), on peut également déterminer le voisinage du point fixe UV, et en
particulier quelle est la dimension de 'opérateur perturbant. Dans les cas les plus sim-
ples, on peut systématiser le calcul de ces corrections [(§. Nous ferons nous-mémes de

tels calculs pour le modele de Kondo (section @.3)).

45 Remarquons que cette réduction a un nombre fini de modules est une simple question de
périodicité/symétrie par réflexion du Hilbert, et n’a rien & voir avec la troncation proprement
dite.

96


http://www.eleves.ens.fr:8080/home/pzinn/these/artic04/artic04.dvi

3.1.5. Les flots non-massifs

Jusqu’ici, toutes les théories a deux chiralités que nous avons considérées étaient mas-
sives. Rien n’empéche cependant d’avoir des théories sans masse, mais non-conformes.
On a alors un flot de groupe de renormalisation d’un point fixe infra-rouge a un point
fixe ultra-violet. Les TBA doivent de nouveau exhiber un découplage des chiralités. On
peut aisément visualiser ce phénomene au niveau diagrammatique: la ou la limite UV
faisait apparaitre deux TBA chirales essentiellement identiques aux TBA de départ (a
part pour le second membre), la limite IR produit des TBA chirales telles que les noeuds
hachurés d’une chiralité “tuent” le noeud correspondant de ’autre chiralité. Voyons com-
ment cette regle s’applique sur un exemple simple: considérons le systeme de TBA donné

par le diagramme du milieu de la figure B§.

Fig. 38: TBA d’un flot non-massif (le flot est de bas en haut). Les noeuds
hachurés sont différents pour les deux chiralités, donc il n’y a pas apparition de
masse.

On a représenté les TBA dans la limite infra-rouge et dans la limite ultra-violette.
Les charge centrales cyy = cyy =1 —6/(p(p+ 1)) et cog =g =1 —6/(p(p — 1)), et
on peut se convaincre [BY] que les TBA de la figure B§ représentent le flot du modele
minimal M,, vers M,_; par perturbation de M, par l'operateur ®; 3.

Nous examinerons nous-mémes un cas de flot non-massif: le modele de Wess—
Zumino—-Witten (chapitre f). Nous reviendrons alors sur la notion de diffusion des exci-

tations non-massives.
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3.2. Y-systeme et équations de fusion

Il existe un lien profond entre les TBA et les “équations de fusion” (nous avons déja
donné un exemple de ces dernieres, cf Eq. (£:37)); celui-ci peut étre deviné a partir du lien
déja évoqué entre la structure des TBA SU(N) et les tableaux de Young rectangulaires,
suggérant une interprétation de théorie de la représentation des TBA. Nous nous lim-
iterons dans cette section au cas isotrope (pour les TBA anisotropes, il faut des équations
de fusion plus générales que celles que nous considérons, cf [69]). Ce qui suit n’est qu’un
survol d’un sujet qui est encore en pleine activité a ’heure actuelle; il nous permettra de
mieux situer un certain nombre de concepts introduits et utilisés dans [[I],[V] (équation
non-linéaire intégrale, équations de fusion modifiées, etc).

Le point de départ des équations de fusion est la procédure de fusion dans 1’espace
auxiliaire des matrices de monodromie. La fusion exprime alors des relations dans
'algebre des représentations du Yangien correspondant Y (s((N)). En prenant la trace sur
I’espace auxiliaire, on obtient les matrices de transfert que I'on peut appeler 1égerement
abusivement les caracteres du Yangien Y (s[(N)). Il s’agit d’un abus de langage car les
matrices de transfert sont encore des opérateurs sur 1’espace physique, mais qui se justifie
du fait que, les matrices de transfert commutant entre elles, on peut les identifier a leurs
valeurs propres; en particulier, toute équation vérifiée par les matrices de transfert est
aussi une équation pour leurs valeurs propres.

La plupart des relations qui existent pour l’algebre des représentations de sl(N) (et
donc leurs caracteres) peuvent étre étendues en des relations pour Y (s[(N)) (et donc
les matrices de transferts associées), a condition d’ajouter des décalages appropriés des
parametres spectraux. Nous avons déja vu que pour SU(2), I'identité % ® % =1®0se

traduit pour les matrices de transfert par 1’équation (2:37)):
(A =1i/2) = T1(A) + To(A)

On remarque que les équations de fusion ne dépendent pas de I'espace physique, puisque
la fusion n’a lieu que dans I’espace auxiliaire. La simple donnée des équations de fusion
satisfaites par les matrices de transfert ne peut donc évidemment pas contenir toute la
physique du modele considéré. Les équations de fusion ne dépendent pas non plus de la

valeur propre particuliere considérée (état fondamental, états excités).
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Pour SU(N) et pour une représentation quelconque R = ) pu"e” (avec les nota-
tions du [[T.A], c’est-a-dire dont la r°™¢ ligne du tableau de Young a p” boites), on a un

analogue de la formule de Weyl pour les matrices de transfert [p0]:

T{NT}()\) = det [T/J,a+b*a()\ + Z(/’l’b - b))]a,b::l...N

(avec des rapidités légerement décalées par rapport a nos conventions). Cependant, la
structure des TBA suggere qu’il est nécessaire de trouver des équations de fusion qui ne
font appel qu’a des tableaux de Young rectangulaires. Et en effet, la figure montre

qu’il existe de telles relations.

n-1 n+1

| [-1 I+1

Fig. 39: Egalité formelle entre des produits tensoriels de représentations de
SU(N).

La relation correspondante pour les matrices de transfert s’écrit [7(]:
T;()\ + Z'/Z)T;()\ —i/2) = T§+1()\)T§_1()\) + T§+1()\)T§_1()\) (3.16)

T7 est la matrice de transfert dont 'espace auxiliaire est un tableau de Young a j lignes

et r colonnes. Considérons alors la combinaison [[71]:

yroy = DT, ()

T TN

(3.17)

On montre facilement a partir des équations de fusion (B.16) que les Y, vérifient le Y-
systeme [[[J:

14+ V7] [14 Y7400
[1+ @7 ) [+ (7 0) Y

Y/ (A+i/2)Y] (N —i/2) = (3.18)

Le Y-systeme a été introduit originellement en liaison avec les TBA; en effet, si I’on pose

Y7 (A) = nj(¢) avec ¢ = 2m\/N, alors les équations (B.1§) peuvent étre déduites des TBA

SU(N):

g5 ()
T

log(1+ (7} (€)™ = (C™H T *Cirxlog(1+71(¢)) = 1<r<N-1,1<j<c

(3.19)
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ou les g7 sont des fonctions analytiques dans la bande Im( € [-7/N — €,+7/N + €
et qui satisfont g7(¢ + im/N) + g7 (¢ — im/N) — g;?“(g) - g;?—l(() = 0 pour tout j.
Le Y-systeme permet alors de démontrer un certain nombre de propriétés formelles des
solutions des TBA (BI9). Inversement, la donnée des équations de fusions (B.If) et
des comportements asymptotiques des T} permet de “remonter” du Y-systeme a des
équations du type de (B-I9). Ceci a été fait dans le cas SU(2) dans [(J], et généralisé au
cas SU(N) (mais avec des erreurs dans la dérivation — misprints ?) dans [[1]]. Evidem-
ment, les équations ainsi obtenues ne sont pas réellement des TBA, puisque le systeme
considéré n’est pas a température finie mais dans un des états excités au-dessus du vide.

On les appelle équations “TBA-like”. Pour des modeles relativistes#?, pour lesquels

r

9;

limite d’échelle appropriée, les TBA-like décrivent le modele correspondant sur un es-

= sin(nr/N )(OzjeJrC + aj_e_g), le lien avec les vraies TBA est le suivant: dans une

pace compactifié de longueur finie; grace a 'invariance modulaire, on voit donc que les
TBA-like pour I'état du vide sont en fait les TBA usuelles apres transformation mod-
ulaire 7 — —1/7; quant aux TBA-like pour les états excités, elles correpondraient &
d’éventuelles “TBA pour les états excités”, qui n’ont pas d’interprétation physique di-
recte. De telles TBA ont effectivement été introduites récemment [[74)].

Remarquons que la dérivation des TBA-like n’utilise jamais ’hypothese de corde; et
pourtant on obtient la méme structure des équations a deux indices que dans les TBA.
Ceci est bien siur directement lié a la remarque faite au sur 'interprétation de
I’hypothese de corde en termes de fusion. En un certain sens, les TBA-like justifient donc
a posteriori 'usage de 'hypothese de corde dans les TBA.

Passons maintenant aux équations de fusion modifiées. Celles-ci proviennent de la
remarque suivante: ni le Y-systéeme ni les équations de fusion usuelles ne peuvent con-
tenir toute la physique d’un modele, puisque par rapport aux TBA, on a perdu le second
membre. Cependant il existe une maniere de définir des caracteres modifiés, qui vérifient
des équations de fusion modifiées: celles-ci n’ont pas de signification algebrique profonde,
mais par contre elles incorporent le second membre des TBA.

Les équations de fusion modifiées apparaissent naturellement dans le modele de

Kondo (voir [[I.3.3]), puisqu’elles correspondent & l'idée intuitive que 'on peut obtenir

46 L’invariance relativiste n’est en fait pas indispensable, mais nous nous limiterons & ce cas.
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des impuretés de spin supérieur en fusionnant plusieurs impuretés#”. Les caracteres mod-
ifiés sont définis par I'équation ([I].3.13), qui, dans le cas SU(2), differe de la relation
entre matrices de transfert (ou caracteres non-modifiés) et fonctions Y utilisée dans [[(3]
par des facteurs scalaires. En tenant compte du fait que toutes les fonctions log(1+7(())
sont bornées, on peut prolonger les caracteres sur une bande du plan complexe, et inverser
(I1.3.13), ce qui aboutit a I’équation ([II.3.15). On peut alors montrer que les caracteres

X vérifient des équations de fusion modifiées du type:

X (¢ +im/N)XG(C —im/N) = x5 HOX; ) (3.20)
+ X541 (OXG_1(¢) exp (sin(rr/N) (ot et +a;e)

c’est-a-dire que le second membre des TBA apparait de telle sorte que l'on peut
représenter les équations de fusion modifiées par les mémes diagrammes de BAE physiques
que les TBA. Les liens entre noeuds correspondent aux liens entre caracteres dans les
équations de fusion, et les noeuds cochés voient le terme qui les connecte a leurs voisins
horizontaux modifié.

Les équations de fusion modifiées, a la différence des TBA, ne sont pas des équations
ne faisant intervenir que des fonctions réelles, et elles ne se prétent donc pas bien aux
simulations numériques ou a certains types de calculs analytiques. Par contre, elles
permettent des calculs & un niveau formel qui peuvent s’avérer intéressants: ainsi, dans
[[11.4], de nombreuses quantités thermodynamiques sont obtenues de maniére élémentaire
grace aux équations de fusion.

Les équations de fusion modifiées permettent également d’interpréter les valeurs lim-
ites dans les TBA (cf fin du [[I].3]). En effet, on voit que dans la limite { — +o0, on
peut négliger les décalages du parametre spectral, de sorte que les équations de fusion
modifiées se résument & de simples équations pour les caracteres de SL(N). Cependant,
le facteur exp(sin(nr/N)a;e¢) (nous considérons un modele a une chiralité), qui tend soit
vers 1 soit vers 0, restreint 'intervalle des indices des équations de fusion. Dans les cas les
plus simples, ces restrictions correspondent simplement a remplacer les relations de car-

acteres de SU(N) par les relations de caracteres de ’algebre des représentations tronquée

47 Cette idée intuitive est déja exprimée dans [[5], mais I’analyse perturbative de [7§] ne
leur permet pas d’obtenir les équations de fusion modifiées qui contiennent des informations

non-perturbatives.
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de U, (sI(N)) avec ¢ = —e~™/(/+N) De maniere générale, on peut affirmer que la modi-
ficiation des équations de fusion fait passer des équations de fusion du groupe quantique
nu (( = —o0) aux équations de fusion du groupe quantique physique (¢ = +0o0).

Dans les TBA, la condition de positivité des 17 impose le choix de la valeur propre de
Perron—Frobenius des matrices d’adjacence, c’est-a-dire la dimension pour SU(N) et la
g-dimension pour Uy (sI(NV)). On reconstitue finalement les valeurs limites n} (+o0c0) grace
aux équations du type (B.17).

Prenons un exemple: les valeurs limites (B-I3) s’obtiennent facilement a par-
tir des ¢-dimensions des trois groupes quantiques Ugix/ca+2) (80(2)), Ugin/r2) (s1(2)) et
Ugin/(atv+2)(81(2)) (on a n; = djy1dj—1 ol d; est la g-dimension de la représentation de
spin j/2: d; = [j+1]). On remarque alors que les sommes dilogarithmiques qui apparais-
sent dans (B.14) sont encore calculables si I’on remplace la ¢-dimension d; par un autre
caractere [[(G], et font apparaitre les poids conformes du modele, indiquant que pour les
“TBA pour les états excités”, les valeurs limites sont données par les différents caracteres

et non la seule ¢g-dimension.

3.3. Une alternative aux TBA: les Equation Non-Linéaires Intégrales (NLIE)

Nous avons vu dans la section précédente qu’il est possible de considérer, par in-
variance modulaire, des théories sur un espace compactifié de longueur finie, et d’obtenir
des équations similaires aux TBA. Nous appellerons génériquement les équations cor-
respondant & un espace fini des Equations Non-Linéaires Intégrales (NLIE), du fait de
leur forme. Ici, nous ne intéresserons pas aux NLIE “TBA-like” comme dans la section
précédente, mais au contraire a des NLIE qui ont une structure plus simple que les TBA:
nous verrons que nos NLIE ne reproduisent que la structure du diagramme de Dynkin
de 'algebre de symétrie correspondante, sans qu’il y ait de second indice de corde. Des
équations de ce type ont été écrites pour les modeles a 6 vertex et a 19 vertex (spin 1)
dans [[[7] et ont été obtenues indépendamment dans le cadre de la théorie des champs
relativiste (Sine-Gordon) dans [[fg§]. Des références plus completes sont données dans
V], qui traite de la généralisation de ces NLIE & une algebre de Lie simplement lacée
quelconque, et qui utilise les méthodes de [[[Y.

Les NLIE que nous allons voir maintenant se démarquent notablement des TBA: tout
d’abord, I’hypothese de corde n’y est pas applicable, les états excités pouvant contenir
des racines situées n’importe ou dans le plan complexe; par contre, I’étude d’un seul état
(I’état fondamental) donne autant d’information que les TBA (et en particulier, dans
I'UV, la charge centrale), tandis que 1’étude des états excités fournit des informations

inaccessibles par les TBA (dans I'UV, les poids conformes).
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3.3.1. Les NLIE de Toda affine en couplage imaginaire

Le modele de Toda affine est présenté brievement dans [[V].1,9.1]. Reprenons cette
présentation. Si ¢ est un champ bosonique appartenant a la sous-algebre de Cartan d’une
algebre de Lie g de rang n, ag, 1 < s < n sont les racines simples de g, et —aq est la
racine la plus haute de g, alors ’action de Toda affine avec une constante de couplage

imaginaire est donnée par

S

T 4n

A’z [(6,@)2 + M2 e B/ (3.21)
s=0

Cette action pose plusieurs problemes: tout d’abord, elle n’est pas réelle, ce qui est lié au
fait que la théorie n’est pas unitaire. Ensuite, elle n’est pas renormalisable telle quelle,
puisque la perturbation engendre tous les opérateurs du type e “®® ol « parcourt le
réseau des racines. Ces opérateurs apparaissent d’ailleurs quand on bosonise le modele
NJL SU(N) [BQ): en effet, celui-ci est équivalent a la théorie bosonique

N
— i 2 2 2 a __Fb
S=_- | &z (0,9 + M gzjlcos((cp ®°)/R) (3.22)

avec R = 1/v/2. (B:29) se distingue de (B-21)) par le fait que I’action est réelle et contient
des opérateurs perturbants supplémentaires qui rendent la théorie renormalisable. Pour
R > 1/4/2, la perturbation ne produit pas d’opérateurs plus pertinents que ceux de (B-21)),
et il est concevable, par extension du cas isotrope, que le modele de Toda affine en cou-
plage imaginaire soit équivalent au modele NJL anisotrope associé a la méme algebre g,
dont la bosonisation produit les opérateurs manquants qui assurent la renormalisabilité.
Nous allons donc écrire des Equations Non-Linéaires Intégrales non pas pour Toda affine,
mais pour le modele NJL anisotrope.

Nous supposerons dorénavant que 1’algebre de Lie g est simplement lacée. Le point de
départ des NLIE est la donnée des Equations d’Ansatz de Bethe qui sont la généralisation
a U,(g) des équations ([.29) pour g = sl(2) (Eq. ([M.2.4)). Les inhomogénéités sont
alternées 0, = +60, 6 — oo: ce sont celles du modele NJL anisotrope. On peut don-
ner une autre interprétation a ces inhomogénéités alternées en termes de régularisation
sur réseau de la théorie des champs que 1'on obtient dans la limite d’échelle: c’est
I'approche dite du cone de lumiere [BI]. Le réseau est tourné de 45 degrés par rap-

port a l'ordinaire, c’est-a-dire que l'on considere une matrice de transfert diagonale a
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diagonale. Les e~iEF = o~iEEP) donnés par I'Eq. ([V].2.5)#%, en particulier, sont les
translations des deux pas élémentaires du réseau, qui sont dans les deux directions du
cone de lumiere. Dans cette approche, on peut, dans le cas g = sl(2), démontrer que
certains opérateurs, obtenus par une transformation du type Jordan—Wigner, vérifient
les équations du mouvement du modele de Thirring massif, ce qui justifie le lien avec ce
modele. Cependant, comme il est expliqué dans [BJ], ceci ne permet pas de distinguer
entre les différents modeles “équivalents” a Sine—Gordon. Nous éluciderons ce point lors
du calcul des poids conformes UV ([7-33).

Partons donc des fonctions de comptage Z; (Eq. ([V].3.1)) pour un état excité au-
dessus du vide (qui contient un nombre fini d’excitations physiques), et distinguons deux
types de racines des BAE: les racines réelles qui constituent le vide de la théorie, et les
racines complexes — on ne parle plus de cordes puisque 'hypothese de corde ne s’applique
pas. On utilise alors une intégrale de contour pour récrire la contribution aux fonctions de
comptage de racines réelles. Notons que cette astuce ne fonctionne que pour les modeles
non-fusionnés, pour lesquels le vide n’est constitué que de racines réelles. On parvient
alors, apres une série de transformations, et le passage a la limite d’échelle, aux NLIE

(IV].3.17), que nous récrivons ici dans les notations de cette these:

My M§
Z°(¢) = M°Lsinh ¢ + X** % Q") + > _x""(¢ —nl) = > _x"(¢— &) (3.23)
a=1 a=1

ol nous avons supposé pour simplifier qu’il n’y a pas de racines/trous spéciaux. La
fonction réelle Q° est définie par Q°(¢) = Z°(¢) mod 27 (la aussi, nous simplifions en
supposant §° = 0), et |Q%(¢)| < 7. Les X' sont des noyaux donnés dans ([V].3.15-16), et
x*t sont les primitives de 2r X %!, Enfin les M* sont les masses des différentes excitations
physiques.

Pour interpréter les NLIE (B:23), et en particulier les X', regardons tout de suite
la limite L — oo. On voit facilement que les termes non-lindaires X*! « Q! sont ex-

ML ott M est une échelle de masse de l'ordre des M,

ponentiellement petits (en e~
typiquement la plus petite masse). Une fois ces termes retirés, les NLIE (B.23) peuvent

alors étre considérées tout simplement comme le fait que les Z*({) sont des fonctions de

48 Notons qu’ils different par des signes des expressions (Eq. ([L.30)) que nous avons utilisés
jusqu’ici. Ce signe peut étre absorbé dans le choix de conditions aux bords (périodiques ou
anti-périodiques) pour les fermions nus.
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comptage “physiques” pour les trous et racines complexes. En effet, on a bien: Z*(n}) et
Zs(&;) égaux a 2 fois des demi-entiers, ce qui est la définition d’une fonction de comp-
tage. En particulier, en considérant des configurations sans racines complexes, les ¢
s’identifient au déphasage des trous lors de la diffusion de plus haut poids. Ainsi, dans

le cas g = s[(IV), la matrice S (Eq. ([V].6.4)) se récrit explicitement:

SM(¢) = exp (Z /0+°° 4y SIRWVAG/m) sinh((p +1 — N)w) sinhfs)

K sinh(pk) sinh(N k)
F(l—ki%)I‘(l—% —i%)
P(1-ig)T (1% +ig) (3.24)

%0 F("—]\I,’+1+i%)l“<—”%rl —i%)F(—m}\?qul—i%)F(%Jri%)
aoi T (2 41— i )T (2B i) P (2 4 1405 ) T (2 - i)

On conclut donc que le passage de ([V].3.1) a ([M.3.17), dans la limite L — oo, s’identifie

2R

a la dualité particule-trou entre ondes de spin et spinons.

Cette interprétation montre aussi la différence essentielle entre les fonctions de comp-
tage des pseudo-particules, qui sont celles dont nous sommes partis (Eq. ([V].3.1)), et les
fonctions de comptage physiques données par (B-23) sans la non-linéarité. Pour ce qui
est de la premiere expression, elle est exacte a toute longueur L, ce qui provient en
derniere analyse du fait que les interactions entre pseudo-particules sont ponctuelles#?;
la seconde expression, en revanche, n’est valide qu’a L — oo, puisqu’il y a des corrections
en exp(—ML), qui correspondent au fait que, lorsque le rayon L devient trop faible, de
sorte que les particules deviennent trop rapprochées (par rapport a 1’échelle de distance
du systeme, qui est 1/M), la notion d’état asymptotique (composé de particules libres)
n’est plus valable. La non-linéarité modifie alors la quantification des rapidités, et permet

ainsi d’avoir une limite ultra-violette non-triviale, que nous allons maintenant examiner.

3.83.2. Limite ultra-violette et poids conformes

Dans la limite L — 0, les NLIE (B.23) exhibent un comportement similaire aux TBA,
c’est-a-dire le découplage des chiralités [[V].7-8]. Cependant, le découplage n’est total que
pour I'état fondamental: pour les états excités, il reste un couplage résiduel que constitue

le “tunst” des équations chirales l'une sur [l'autre. Ce “twist” apparait explicitement

49 comme celles entre particules nues; on peut le voir en utilisant ’Ansatz de Bethe en Coor-
données, et non I’Ansatz de Bethe Algébrique, pour la diagonalisation de la matrice de transfert.
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dans les fonctions de comptage Z; comme des constantes qui traduisent l'interaction
entre particules de chiralités différentes (et donc de différence de rapidités divergentes).

Il conduit & une valeur non-triviale de Z*%(Fo0); génériquement, on a (Eq. ([V.7.8)):

75t (—o0) = Z°7 (+00) = yAr® mod 27

5~ est la différence des nombres quantiques g des particules droites et

o Ars =5t —r
gauches.

On peut alors calculer le terme en 1/L de I’énergie d’'un état excité pour L — 0, ce
qui par définition nous fournit le poids conforme UV correspondant (ainsi que la charge
centrale, bien sir, puisque les poids conformes sont décalés de ¢/24 sur le cylindre). Le
calcul [[V].8] est assez complexe, mais le résultat, lui, est simple: la charge centrale vaut

le rang de I’algebre, et, génériquement, on trouve que le poids conforme est donné par:

stt(C_l)St [r$ + (1 —~/m)Arf] [rt + (1 — v/m)Ar?]

+
A= 80— /)

+p* (3.25)

ot (C~1)st est I'inverse de la matrice de Cartan avec la normalisation usuelle, c’est-a-dire

+ sont

Cst = 2550 — A5t (A% est la matrice d’adjacence du diagramme de Dynkin de g). p
des entiers positifs. Les nombres quantiques r* sont liés au groupe U (1)1 (charges
topologiques pour le champ ¢ de Toda affine) qui est une symétrie de la théorie tout le
long du flot de groupe de renormalisation, tandis que les Ar® n’ont de sens qu’au point
fixe UV (la notion de particules gauche et droite n’a de sens qu’au point fixe UV), et
correspond & une nouvelle symétrie chirale U(1)N~! qui est brisée par la perturbation
hors du point fixe UV.

On trouve dans [[Vl.A] une analyse générale de ces poids conformes. Nous allons
nous limiter ici & quelques remarques sur le cas g = s[(N), avant d’examiner plus en
détail le cas g = s[(2). Rappelons qu’en posant p* = ONdans (B-29), on obtient les poids

1 =
conformes primaires pour l'algébre de Kac—Moody u(1) @ u(1)

Supposons d’abord v = 0. On a alors la formule particulierement simple:

A:t — %Z(Ol)StT‘SiT‘ti (326)

s,t

Les deux chiralités sont donc totalement découplées. Vérifions que ces résultats décrivent
bien le point fixe UV du modele NJL SU(N), qui n’est autre (d’apres la liberté asympto-

tique) que N fermions de Dirac libres. Dans une théorie de N fermions de Dirac libres, les
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deux chiralités sont effectivement completement découplées, et pour une chiralité donnée
(N fermions de Weyl), on sait que les poids conformes primaires pour ’algebre de Kac—

Moody u(1) sont donnés par

ot u® est le poids du a®¢ générateur de U(1)™ (matrice avec un 1 & la ligne a, colonne

a). En utilisant la relation r* = p* — p*t1, on obtient:

A=y ;(C‘l)“rsrt + %(Z MG)Q (3.27)
> . 1 est la charge U(1) globale qui est liée au secteur U(1) découplé; si 'on retire le
terme correspondant dans (B.27), on obtient (B.2§). On en déduit que dans 'UV, la NLIE
(B:23), a v = 0, décrit N fermions de Dirac libres (soit la fermionisation [B3] de la théorie
conforme de WZW U(N) au niveau 1), auxquels on a retiré un secteur U(1). Bien sir,
I'opération qui consiste a retirer le secteur U(1) est quelque peu artificielle, car du fait
que U(N) = (SU(N) x U(1))/Zn, les secteurs SU(N) et U(1) restent couplés par des
relations modulo N; explicitement, dans (B.27), on voit que la charge U(1) ) u® est
congrue a » . _sr® modulo N. En particulier, les propriétés modulaires de la fonction de
partition sur le tore, dans laquelle a été retiré le secteur U (1), sont détruites.

Pour v > 0, au contraire, du fait des twists, les deux chiralités restent couplées (dans
(B:29), r ™ apparait dans A~ et vice versa) par ce qu’on interprete comme les modes zéros
de la théorie. Nous allons & présent procéder a la troncation a vy =7/(p+ 1) [g.

On a vu au qu’en introduisant un champ magnétique imaginaire approprié dans
les TBA, on reproduisait la troncation de groupe quantique. Quelle est la procédure ana-
logue pour la NLIE ? C’est la question qui est éclaircie au [[V].9.1]. Reprenons ce raison-
nement sous une forme légerement différente. Pour cela, partons de la fonction de parti-
tion (sur un espace infini) a température finie ' = 1/ en présence du champ magnétique
imaginaire: Z(3) = tr(e7#HQ), ot H est le Hamiltonien de la théorie fermionique (modele
NJL anisotrope), et Q = e B/T = qzjw0 Ho ost 1effet du champ magnétique. Z([3) est es-

sentiellement la quantité que 1’on calcule par les TBA. En termes d’intégrale fonctionnelle,

20 = [ fapapte st (3.28)
P(z,t=0)=—Q¢(z,t=0)

ou S est 'action, dont nous n’avons pas besoin explicitement car nous travaillons a un

niveau formel.
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Effectuons alors la transformation modulaire x < ¢ dans (B.2§): on trouve que Z(03)
est maintenant la fonction de partition sur un espace compactifié de longueur 3, avec
des conditions auzr bords twistées par 2. Ceci nous indique donc la marche a suivre: il
suffit d’introduire un “twist” dans la NLIE (B.23), qui jouera le méme role que le champ
magnétique imaginaire.

On refait alors le calcul des corrections de taille finie en tenant compte du twist
[[V].9.2-9.3]; si celui-ci est suffisamment petit, il a pour seul effet de rajouter un terme
inhomogene dans les formules de corrections de taille finie, d’ou la charge centrale et les
poids conformes ([V].9.13-9.14) qui sont, dans le secteur pair de la théorie (r* et Ar® pairs)
ceux des Théories Conformes Rationnelles avec la symétrie conforme étendue W (g).
Remarque: Les poids conformes UV (B.2]) sont tres voisins des poids conformes IR de la
chaine de spins XXZ SU(N) correspondante. Cependant, ils sont distincts, puisque ces
derniers sont exactement donnés par (B.25), mais apres échange de 7* <« Ar®, ou les r*
sont toujours les nombres quantiques U(1)V =1, et les Ar® sont les nombres quantiques
d'un U(1)V~! chiral qui apparait au point fixe IR. Cette différence est bien siir liée & la
maniere différente dont sont définies les deux chiralités dans les deux modeles, ce qui au
final est dii aux inhomogénéités différentes (6 — oo dans un cas, §; = 0).

Une autre maniere d’expliquer cette dualité est la suivante: appelons r° les charges
magnétiques de Toda affine, et Ar?® les charges électriques. On voit que la dualité électro-
magnétique r° «— Ar® revient a échanger 1—+/m et 1/(1—~/m). Dans le cas de Toda affine,
pour que la charge magnétique soit conservée tout le long du flot, il faut que les opérateurs
perturbants soient purement électriques. De plus, comme on est au point fixe UV, ils
doivent étre pertinents. Au contraire, au point fixe IR de la chaine de spins, les opérateurs
doivent étre non-pertinents, et ils sont essentiellement les duaux de ceux de Toda affine,
qui sont eux non-pertinents (puisque v = 0 est le point de transition de type Kosterlitz—
Thouless, et si 1 —~/m < 1, alors 1/(1 —v/m) > 1). Ceux-ci sont purement magnétiques,
donc les charges conservées tout le long du flot sont les charges électriques, ce sont donc

elles qu’on appelle r® dans la chaine de spins, d’ou finalement 1’échange r® « Ars.

3.3.8. Retour sur le cas g = sl(2)

Pour discuter des subtilités qui existent entre les différents modeles bosoniques et
fermioniques équivalents, il est plus simple de revenir au cas g = sl(2). Celui-ci présente
I’originalité de posséder trois modeles équivalents: en plus du modele NJL anisotrope et
du modele de Sine-Gordon (cas particulier de Toda affine complexe), on a le modele de

Thirring massif, que nous allons définir ci-dessous.
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Ces trois modeles sont équivalents au sens ou leurs fonctions de partition sur un
cylindre (mais pas sur un tore) sont égales, ou encore au sens ou on peut établir des
identifications entre certains opérateurs des différents modeles. Cependant, ceci ne suffit
pas a assurer que les Hilberts des différents modeles sont identiques, et, de fait, il est
montré dans [BJ] que ceux de Sine-Gordon et Thirring massif sont distincts. L’idée de
cet article, que nous allons reprendre ici, consiste a analyser la destinée des différents
états du Hilbert dans la limite ultra-violette: ils doivent alors s’apparenter a des états
de la théorie conforme ultra-violette, que 'on sait classifier explicitement. Ceci nous
permettra de plus une comparaison directe avec les résultats du [3.3.3.

e Modele de Sine—Gordon.

L’analyse de Sine—-Gordon et de sa limite ultra-violette n’est qu'un cas particulier de
celle qui est effectuée pour Toda affine complexe dans [[V] 9,A], mais nous allons tout de
meéme la reprendre rapidement.

L’action de Sine—Gordon est:

1

" 8

S d?z [(9,®)? + M? cos(®/R)]

La constante de couplage M fixe, apres renormalisation appropriée, 1’échelle de masse du
systeme, et ne nous intéresse donc pas dans I’'UV. Le champ bosonique ® appartient a
priort a la droite réelle.

Le modele possede les quantités conservées suivantes:
o Du fait de la symétrie ® — ® + 27 R, on a un opérateur T: T®T ! = & + 27 R dont
les valeurs propres sont de module 1.

On peut donc le diagonaliser, ce qui correspond a la décomposition suivante du

Hilbert H:
H= P Ho
0€[0,27)

Ho (6 # 0) est le secteur “twisté” de valeur propre e?. Hy est le secteur non-twisté de
la théorie (le Hilbert de Sine-Gordon habituel), il correspond & compactifier le boson ®:
® = & + 27 R. Nous verrons que tous les modeles équivalents a Sine-Gordon ont leur
Hilbert inclus dans le “grand” Hilbert H, c’est-a-dire dans des secteurs twistés appropriés.

Dans la limite UV, la symétrie & — ®+27 R est étendue en une symétrie & — d+-cst,
d’olt une nouvelle quantité conservée N, la charge électrique (dans le langage des cordes,

N /R constitue I'impulsion dans 'espace cible). On fixe la normalisation de N par la
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relation: T' = 2™ de sorte que dans un secteur Hy, les valeurs propres n de N vérifient:
nez+ %. En particulier, dans le secteur non-twisté, la charge électrique est entiere.
© Supposons que nous considérons la théorie sur un espace compactifié de longueur L,
et faisons tendre L (plus précisément ML, ou M est I’échelle de masse renormalisée)
vers l'infini. Du fait que le potentiel cos(®/R) a pour minima ® = 27mR (m entier),
on a nécessairement ®(x = 4+00) — ¢(x = —o0) = 2rmR, o m est la valeur propre
entiere de la charge M associée au courant topologique 0,®. Par extension, il est naturel
(mais non obligatoire) d’imposer, méme pour ML < oo, la condition de quantification:
®(x 4+ L) = &(x) + 2rmR de la charge M. Insistons sur le fait que ceci est un choix de
conditions aux bords, et non de compactification de ®. Dans le secteur non-twisté Hyq,
ce sont des conditions aux bords périodiques pour ®. M est nommée charge magnétique
(ou, pour les cordistes, nombre d’enroulement).

Dans la limite ultra-violette, on aboutit a la théorie d’un simple boson libre. Di-
gressons un instant: on appelle aussi parfois cette théorie gaz de Coulomb conforme,
mais cette appellation est un peu trompeuse, car le gaz de Coulomb proprement dit,
c’est-a-dire le gaz de particules électriques (ou magnétiques) en interaction coulombienne

Ti®(2)/R créent des

n’apparait que grace a la perturbation (les opérateurs de vertex e
sources d’impulsion au point x qui sont les charges électriques, tandis que les opérateurs
“duaux” — voir plus loin — créent des vortex qui sont les charges magnétiques). Nos
charges magnétique et électrique ne sont pas des vraies charges ponctuelles, mais des
effets de topologie globale de type instantonique.

Revenons au boson libre: la théorie est conforme, elle se scinde en ses deux chiralités;

la solution des équations du mouvement est
O(z,t) = ¢"(27) + ¢ (27)

avec T =t £z, et on a deux courants chiraux j*(z%) = 9F¢* qui forment deux copies
de l'algebre de Kac-Moody u(1). Les opérateurs primaires pour ces deux algebres sont
les opérateurs de vertex

O = cila™ ot +a"o7)

+

dont les charges U(1) chirales a™ se recombinent pour former les charges électrique n et

magnétique m selon la formule:
o =t—+ — (3.29)
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Les poids conformes sont alors donnés par

A% = Loty (3.30)

1
2
Rappelons que dans le secteur non twisté, le réseau des charges électrique/magnétique

est: (m,n) € Z x Z. On remarque alors la dualité électromagnétique qui consiste en la

transformation: R — 2/R et m « n. Au point self-dual R = v/2, il est bien connu que

— —_

I'on a une symétrie plus grande: ’algebre de Kac-Moody u(1) est aggrandie en sl(2),
les générateurs supplémentaires étant les opérateurs de vertex: m = n = £1 pour la
chiralité droite, m = —n = £1 pour la chiralité gauche. Cette symétrie s[(2) est impor-
tante pour nous puisqu’elle doit étre liée a la limite isotrope de Sine-Gordon (point de

Kosterlitz—Thouless).

Pour mieux comprendre ce point, discutons des opérateurs perturbants e ®/E_ qui
1

sont purement électriques de charge +1°?: leur dimension vaut A+ = 57z - 1ls sont donc
pertinents pour R > 1/4/2. On identifie le point R = 1/4/2 au point de transition de
Kosterlitz—Thouless: on voit qu’il est distinct du point self-dual R = /2.

Placons-nous alors & un rayon double R’ = 2R, et perturbons avec les mémes

Hi®/R — oF2i®/ R/, qui sont maintenant de charge électrique +2: nous ap-
pellerons cette théorie Sine-Gordon(2). La dimension vaut toujours AT = 25, de telle

opérateurs e

sorte que le point de Kosterlitz—Thouless est au point self-dual R’ = v/2. Cependant, la
condition de quantification de la charge magnétique n’est plus correcte: en effet, le nou-
veau potentiel cos(2®/R’) possede des minima en mm R, mais seules les configurations
telles que ®(x+ L) — ®(x) = 2rmR’ sont admises: dans la limite IR, ceci signifie que I'on
n’obtient que les états qui contiennent un nombre pair de solitons. Nous reviendrons sur
ce point plus loin.
e Modele de Thirring massif.

Par souci de complétude, nous introduisons également le modele de Thirring massif,

bien qu’il ne nous soit pas utile. Son action vaut:
5= / @ 1090 — & (W, )” ~ 1T

ot U est un fermion de Dirac. Ce modele possede une invariance U(1). Dans la limite UV,

comme pour le modele de Sine-Gordon, le terme de masse tend vers 0, et on est ramené

50 Tls brisent donc la dualité électro-magnétique de la théorie UV.
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au modele de Thirring non-massif, caractérisé par sa constante de couplage g. Ce modele
possede une invariance supplémentaire U(1), chirale, c’est-a-dire qu'’il y a invariance
séparée des deux chiralités U(1); x U(1)_, que 'on recombine en (U(1) x U(1)y)/Zs.

On montre [B4] que le modele de Thirring massif est équivalent au modele de Sine-
Gordon; avec les conventions standard, la correspondance entre constantes de couplage
est: R? =1+ g/m. Dans l'ultra-violet, si I'on prend des conditions aux bords spatiales
anti-périodiques pour le fermion, alors les poids conformes primaires (pour Kac-Moody
u(1) @u(1)) de Thirring non-massif sont donnés par les mémes formules (B.29)-(B.30), ou
m est la charge U(1) (donc un entier), mais ot n est la moitié de la charge U(1) chirale®’.
Le réseau des charges électrique/magnétique n’est donc pas celui de Sine-Gordon (non
twisté), mais plutot, en tenant compte du fait que les charges U(1) et U(1) chirale sont
congrues modulo 2: (m,n) € 2Z x Z U (2Z + 1) x (Z + 3). Le fait que les réseaux de
charges ne coincident pas est bien connu des cordistes, puisqu’on passe de I'un a ’autre
par une projection GSO. Celle-ci assure que la fonction de partition du boson libre sur
un tore est invariante modulaire, alors que celle de Thirring non-massif a des propriétés
modulaires caractéristiques d’une théorie fermionique®?.

Observons que le réseau des charges possede cette fois une dualité R — 1/R, m < 2n,
qui n’a pas de signification directe pour nous, a part que le point self-dual est le point
bien connu du fermion de Dirac libre.

Enfin, on vérifie que les opérateurs perturbants MWW, sont bien les mémes que
ceux de Sine-Gordon, c’est-a-dire électriques de charge +1. Nous renvoyons le lecteur a
B3] pour une analyse plus minutieuse de la relation entre Sine-Gordon et Thirring massif.
e Modele NJL anisotrope.

Terminons par le modele qui nous intéresse le plus directement. Nous avons déja

donné son action, que nous reproduisons ici:

5= / Q2 [y — g5 — FiLT + j25%)]

91 De maniére plus générale, avec des conditions aux bords twistées U(z + L) = —e'?W(z),

o
27

|0] < 7, on aurait: n = £ 4 p charge U(1) chirale.

52 Remarquons que pour notre théorie massive il y a deux projections GSO possibles puisqu’il
y a deux combinaisons invariantes modulaires: PP et AA+ AP + PA; elles correpondent en fait
aux deux choix de rayons R et R’ pour la théorie de Sine-Gordon résultante (avec bien siir les

. - /
mémes opérateurs perturbants et/ = +2i®/R ).
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ott les 9® sont deux fermions de Dirac. On a cette fois une symétrie U(1)? (un U(1) par
fermion), et une symétrie U(1) chirale qui s’étend en U(1)? chirale dans 'UV (quand
f—0).

On montre que le modele NJL anisotrope est équivalent & un boson (ou fermion de
Dirac) libre découplé et a un modele de Sine-Gordon. La relation entre constantes de
couplage dépend la encore de choix de regularisation; avec nos conventions, le rayon de

compactification du boson de Sine-Gordon est:
B 1
2(1—g/m)

Les poids conformes UV primaires u(1) @ u(1) @ u(1) @ u(1) sont paramétrisés par
+

R2

les 4 charges r**, a = 1,2; du fait du découplage du secteur U(1), on les reparamétrise

ainsi: rci = rli + rzi, r¥ = rli — 7,21_ Alors, les poids sont donnés par:

(rt —r~

At (i(r+ )R+ )) ok (3.31)

8

En retirant la contribution du secteur U(1), on retrouve (B.29)-(B-30) & condition de poser:
m=rt4+r" et n=(rt —r7)/4. Ceci est cohérent avec le fait que la perturbation est
une interaction a 4 fermions, et doit avoir une charge électrique 1. Le réseau des charges
électriques est cette fois: (m,n) € 2Z x Z/2 U (2Z + 1) x (Z/2+ ;). On a une dualité
R — 1/2R, m < 4n dont le point fixe est le point de transition de Kosterlitz—Thouless,
comme pour le modele de Sine-Gordon(2). Ceci suggere qu’il existe un lien direct entre
ces deux modeles.

Nous avons représenté sur la figure [{] les réseaux des charges pour Sine-Gordon(2) et
le modele NJL anisotrope. Ceci permet de constater que le second est inclus dans le pre-
mier: les états de Sine-Gordon(2) correspondent exactement aux états tels que r (et donc
Ar) est pair, ce qui est évident compte tenu des formules explicites: m’ = m/2 = (r* +
r=)/2,n =2n = (r* —r7)/2 des charges électrique et magnétique de Sine-Gordon(2).
e Comparaison avec les résultats de I’Ansatz de Bethe.

Prenons maintenant n = 1 dans la formule (B:2) des poids conformes donnés par

I’Ansatz de Bethe; on trouve:

A* (£r + (1 —y/7)Ar)? (3.32)

" 16(1 —~/7)

(B:32) coincide avec (B31]) en faisant les identifications normales: r = rt + 7,

Ar =7t —r= 1 —+/m=1/(2R?). De plus, si l’on se restreint au secteur pair (nombre
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Fig. 40: Réseau des charges électro-magnétiques. Les abscisses/ordonnées sont
les 77 /r~. Les gros cercles forment le réseau de Sine-Gordon(2); complétés par
les petits cercles, ils forment le réseau du modele NJL. On a de plus entouré les
points correpondant aux courants s[(2) dans le cas isotrope (R = 1/v2, R’ = V/2).

pair de solitons), on retrouve exactement Sine-Gordon(2) avec 1 — /7 = 2/R"?. Clest
cette derniere identification qu’on retrouve le plus fréquemment dans la littérature.
Remarques:

* Ces subtiles distinctions entre les différents modeles équivalents doivent étre rel-
ativisées. Dans la limite ou la taille L de l’espace compactifié tend vers I’infini,
comme expliqué dans [[V].9.1], tous les secteurs twistés dégénerent. Il y a donc
dégénérescence dans I'IR de bon nombre d’états qui ont une destinée différente dans
I’'UV. La question non-triviale est de trouver quels sont exactement les différents
états UV qui dégénerent vers le méme état IR; pour répondre a cette question, il
faudrait une analyse détaillée des NLIE twistées (celle qui a été faite dans [RH| est
un premier pas dans ce sens).

* Il existe, de maniere analogue, trois représentations pour la chaine de spins XXZ. Il
faut evidemment faire attention que la situation est quelque peu différente, puisque,
comme on l’a vu précédemment, il n’y a pas de limite d’échelle non-triviale vers
une théorie continue: on va directement du réseau vers le point fixe IR (théorie
conforme). Par une transformation de Jordan-Wigner, on passe de la chaine de
spins & un modele de Thirring non massif discret (notons que cette transformation
n’existe que dans le cas SU(2)). De méme, I'analogue du modele de NJL est le
modele de Hubbard avec un nombre d’électrons égal au nombre de sites (half-filling)
dont on montre qu’il est équivalent a la chaine XXX dans la région de couplage fort:

I'interaction de Hubbard tue le mode U(1) mais est marginalement non-pertinente
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dans le secteur de spin. On peut ensuite parcourir la ligne de points fixes IR en ren-
dant anisotrope 'interaction. Ces deux modeles (Thirring, Hubbard) peuvent alors
étre bosonisés dans la limite du continu pour donner un boson libre compactifié.

Apres avoir écrit cette section de ma these, un preprint [8g| sur les NLIE de Sine-
Gordon (équation de Destri-De Vega) est sorti. Les auteurs de [Bf], apres avoir
corrigé quelques erreurs sans conséquence dans [[9) (qui avaient déja été corrigées
dans [[V] pour le cas plus général d’une algebre simplement lacée quelconque), ont
repris a leur compte un certain nombre d’idées qui avait déja été exprimées dans [[V]]:

e Les racines/trous “immobiles” doivent étre considérés comme des artefacts de
la contruction par I’Ansatz de Bethe, car ils conduisent a des formules pour les
poids conformes UV qui ne sont pas interprétables.

e La valeur de M modulo 4 (de M, modulo 2h pour les algebres de rang supérieur,
cf remarque de bas de page numéro 2 dans [[V]]) influe sur les propriétés des états
que l'on obtient par I’Ansatz de Bethe. Elle doit étre choisie par des arguments
physiques indépendants.

e Les Equations de Destri-De Vega ne décrivent pas exactement Sine—Gordon
(ou Thirring massif). Ce point est bien stir a la base de mes travaux (on part
du modele NJL déformé). Cependant, du fait que dans [B{], seuls les poids
conformes des états de charge électrique nulle sont calculés explicitement, il
ne leur est pas possible de conclure que 'on décrit vraiment le modele NJL
déformé. Remarquons que de toutes fagons, les contraintes qu’ils imposent sur
l’algebre des opérateurs, sont, comme dans [BF], trop fortes pour pouvoir trou-
ver le modele NJL déformé, qui n’apparait pas dans ce cadre du fait du secteur
U(1) découplé. L’existence de ce secteur U(1) peut pourtant étre devinée sans
recourir aux BAE nues du modele NJL, par le raisonnement suivant: quand on

ez . , . N e et
définit I’énergie dans I’approche du cone de lumiere, on définit réellement e

avec E = M(et + ¢7). Quand on prend le logarithme de ei“i, il apparait
naturellement une ambiguité de 27 /L dans la définition de ¢, qui s’interpréte
comme la contribution a I’énergie du secteur U(1). C’est d’ailleurs cette contri-
bution qui permet d’éviter a la régularisation sur réseau de ’approche du cone

de lumiere le probleme du doublement des fermions.
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4. Les modeles ¢ principal, de Wess—Zumino—
Witten et de Kondo.

Le modele o principal et sa généralisation, le modele de Wess—Zumino—Witten
(WZW) sont des modeles de théorie des champs a deux dimensions que nous allons
introduire (section @.1]), avant de le résoudre grace a I’Ansatz de Bethe (section [{.1-1).
Nous utiliserons la technique des BAE physiques pour déduire le spectre des excitations
physiques (sections [[. 7.3, [/.1.4), et nous ferons quelques calculs thermodynamiques grace
aux TBA (sections [£.1.3, [[.1.3). Nous généraliserons en particulier les résultats obtenus
dans [Bg pour le modele de WZW SU(2) niveau 1°% & SU(N) et & un niveau quelconque.

Le modele de Kondo généralisé est un modele de matiere condensée, dont on verra
dans la section .3 qu’on peut le reformuler comme un probléeme de théorie quantique
des champs a 2 dimensions. On pourra alors lui appliquer I’Ansatz de Bethe. Il existe
un lien étroit entre le modele de Kondo et la théorie conforme de WZW (point fixe infra-
rouge du modele de WZW): on verra que le modele de Kondo se ramene a placer une
impureté dans une théorie conforme WZW, ou encore a considérer une théorie WZW a
bord. C’est pourquoi nous traitons ces différents modeles ensemble. Nous reviendrons
sur une partie du contenu de [[Il]: TBA, entropie & température nulle ([/.3.3); mais nous
obtiendrons également un certain nombre de résultats non-publiés, tels que la structure
des excitations de basse énergie ([f-5-1), ainsi qu'une étude complémentaire de la thermo-
dynamique de Kondo ([{.3.3). Tous ces résultats nouveaux confirmeront les hypotheéses
faites dans [[TI] sur la structure des excitations et sur la nature des différents points fixes
infra-rouges. Enfin nous établirons succintement le lien entre ’approche de 1’Ansatz de
Bethe et I'approche de Théorie Conforme du modele de Kondo ([/.3-4); nous montrerons

comment la premiere implique la seconde (et non 'inverse).
4.1. Les modeles o principal et WZW
Le modele de Wess—Zumino—Witten U(N) [B9] est constitué d’un boson ¢ vivant

dans U(N) et dont 'action est:

A d*ztr(9,p "¢ ") + fT (4.1)

g

53 Notons que le niveau 1 est un modele trés particulier puisque la structure solitonique y est
“triviale”, en un sens & définir — voir [{.1.4.
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ou I' est le terme topologique de Wess—Zumino; f est nécessairement entier. Pour f = 0,
on retrouve l'action du modele o principal.
L’action () est invariante par U(N)r x U(N)g: ¢ — gréggr'- Les équations du

mouvement expriment la conservation des courants correspondants:

. 1 _ y _
= 50007 + 0,007
w1 o ieﬁwd)*l@ &
IR = 2¢2 8 v

L’action ([.1)) est renormalisable; le flot de groupe de renormalisation est donné par la
figure [1.

- 1g?

Fig. 41: Flot de groupe de renormalisation de WZW. Les points fixes infra-rouges
sont situés sur les deux demi-droites données par 1/g* = | f/4~|.

Pour tout f, la théorie est asymptotiquement libre (dans I’'UV); au point fixe UV, il y
a alors 4 courants conservés jf, jﬁ, du fait des symétries chirales. Au contraire, au point
fixe infra-rouge 1/¢ = f/4m (on suppose dorénavant f > 0), on voit que: 8,55 = 045~
et O, jh = 0_jT (01 = 0/0x*, 2% = 20 £ 21), ot j* sont les courants chiraux (c’est-
a-dire que jT ne dépend que de x%) définis par j* = g%gzﬁ*l oteg, j— = g%(?*gb ¢~ L.
Si l'on se débarrasse de la composante U(1), il reste deux courants chiraux SU(N) qui

forment alors deux copies s[(N) ; de l'algebre de Kac-Moody s (N) au niveau f, dont les

symétries s[(N)y, et s[(N)g sont les sous-algebres horizontales.

%4 Notons que d_jT = 8,5~ = 0 est équivalent au fait que j* = "¢ ¢~ * et son dual 7#* = "V j,

sont conservés: 0,j" = 0,7 = 0. Par comparaison, a f = 0, seulement j* est conservé.
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4.1.1. Equations d’Ansatz de Bethe

Les modeles o principal et WZW sont intégrables, et on peut donc essayer de leur
appliquer I’Ansatz de Bethe. Formellement, dans tout ce paragraphe, nous considérerons
le modele o principal comme le cas particulier f = 0 du modele de WZW, et ce bien que
les propriétés physiques du modele o principal different de celles du modele de WZW, ce
qui nous obligera a les traiter séparément par la suite.

Nous allons rappeler brievement par quelles méthodes les Equations d’Ansatz de
Bethe peuvent étre obtenues. 1l y en a deux:

* La premiere méthode consiste a partir d’Equations d’Ansatz de Bethe nues [BY:
par des raisonnements un peu heuristiques, on montre que le modele de WZW U(N)
niveau f doit étre équivalent & un modele fermionique invariant U (N)?® dans lequel les
fermions gauches appartiennent a une représentation symétrique a fr, boites, les fermions
droits a une représentation symétrique a fr boites, fr — fr. = f, fr,fr — o00. On
applique alors les techniques exposées aux chapitres [H3, et on obtient le diagramme de
BAE nues donné par la figure f2. Dans ce chapitre, les diagrammes de BAE ne seront
dessinés que dans le cas SU(2), pour éviter des figures trop volumineuses; les dessins

SU(N) sont obtenus & partir des dessins SU(2) en plagant plusieurs lignes de noeuds.

f f

L R

Fig. 42: Dans la limite fr, fr — oo, fr — fr = f fixé, ce diagramme de BAE
représente le modele de WZW SU(2) au niveau f.

L’inconvénient de cette méthode tient au fait que seule la symétrie SU(N)rp =
SU(N) existe tant que fr, fr < 00, la symétrie SU (V) étant prétendument restaurée
a fr, fr = .

Il a été objecté a cette méthode [PJ] que I'on n’obtenait pas réellement le Hilbert
complet du modele de WZW: plus précisément, les auteurs de [B{] ont fait un calcul ex-

plicite (dans le cas f = 0, mais le raisonnement est sans doute généralisable a f > 0) de

9% Le modele que nous résolvons par ’Ansatz de Bethe est donc réellement une fermionisation
du modele de WZW U (N), qui, lui-méme, se scinde en un modele de WZW SU(N) et un secteur
U(1) découplé; cf la discussion du chapitre B}
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la transformation de I'intégrale fonctionnelle du modele fermionique en celle du modele
o principal, en tenant compte des conditions aux bords pour les deux théories. Ils ont
montré que I’on n’obtenait ainsi que le secteur singlet pour la symétrie SU(N ), du Hilbert
du modele o principal. Avec les techniques développées au chapitre B, nous pouvons a
présent résoudre cette difficulté. Si 'on examine la figure I3, on se rend compte que
pour fr, < oo, la symétrie SU(N)r n’existe pas mais est remplacée par une symétrie
Ug(sl(N)) avec ¢ = —exp(—in/(fr + 2)). Cependant, comme cela a été expliqué au
[2.53.3, cette symétrie est “cachée” au sens ou le Hilbert n’est réellement que le secteur
singlet de U,(sl(/N)). Dans la limite f — oo, la symétrie de groupe quantique redevient
une symétrie de groupe standard, mais toujours cachée, et on aboutit bien a la méme
conclusion que [0(] (mais pour tout f). Il est méme remarquable que 1’on puisse obtenir
cette conclusion par un raisonnement indépendant des BAE. En fait, toujours en suivant
la logique du [2-3.3, on pourrait modifier les conditions de bord pour obtenir toutes les
“bonnes” représentations de U, (s[(N)), mais méme cela serait tout-a-fait insuffisant, car
le spin par unité de longueur s/L, qui est la quantité physique raisonnable dans la limite
thermodynamique L — oo, resterait nul®®.

Comment résoudre ce probleme ? La solution passe par I’observation suivante: méme
si les solutions des équations a f;, = oo obtenues comme limite des solutions des équations
a fr, < oo sont de spin nul, rien n’empéche les équations a fr = oo d’avoir plus de so-
lutions ! En fait, plusieurs arguments permettent de se convaincre que les solutions des
BAE a f;, = oo recouvrent effectivement le Hilbert complet de WZW. Le premier est
'évidente isosymétrie SU(N)y, «<» SU(N)g qui est restaurée a fr, = co. A toute solution
de spin SU(N)g arbitraire, on peut, par retournement du diagramme de BAE, faire cor-
respondre une solution de spin SU(N), arbitraire. Un autre argument est que les BAE
a fr = oo sont aussi la limite f;, — oo des BAE non-tronquées Uy (s[(N)), puisque seuls
les noeuds envoyés a l'infini sont modifiés par la troncation.

* Une deuxieme méthode pour obtenir les BAE consiste a trouver les matrices S
physiques par le bootstrap, et d’écrire alors des BAE physiques directement. Ceci a été
effectivement réalisé pour le champ chiral principal (f = 0) et pour le modele de WZW
au niveau f = 1 dans le cas SU(2) [BY], et les BAE ainsi obtenues sont effectivement
équivalentes aux BAE nues de la figure [2 Le fait que les deux méthodes proposées don-

nent le méme résultat dans les cas, certes tres particuliers, ou elles peuvent toutes deux

56 Le probleme se raménerait alors & une question de non-commutativité des limites f, — oo

et L — oo.
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étre appliquées, est un signe encourageant. Pour f > 1, il est difficile de deviner les matri-
ces S physiques par le bootstrap, et il nous faut faire confiance a la méthode des BAE nues.
Nous allons maintenant écrire les TBA correspondantes, et analyser brievement com-

ment elles permettent de retrouver le flot de groupe de renormalisation.

4.1.2. TBA, limites ultra-violette et infra-rouge

Dans la limite d’échelle, et par des méthodes identiques & celles utilisées dans [[II],

on obtient les BAE du modeéle de Wess—Zumino—Witten:

Cter B . (mr\ B -
p; + (C 1)q *Ojkz *pz = sin <N) ﬁ ((5]'06 ¢ + (5jf€c> (42)

et donc les TBA:

wr

. E
log(1+ (1) ™) = (C™1)"" % e x log(1 + ) = sin () o

o7 (Gjoe ¢ +0;p¢¢)  (4.3)

FE est une échelle d’énergie engendrée dynamiquement, caractéristique de la transition du
point fixe UV vers le point fixe IR. Nous verrons au que pour f > 0, E s’interprete
plus précisément comme 1’échelle d’énergie de l'interaction entre particules gauches et
droites.

Nous avons représenté sur la figure I3 les TBA de WZW SU(2), ainsi que les limites
UV et IR.

Fig. 43: TBA du modele de WZW SU(2).
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Dans 'ultra-violet, le terme topologique de Wess—Zumino ne peut pas jouer de role,
et la situation est donc identique quel que soit f. Il y a alors 4 diagrammes semi-infinis
qui correspondent & la symétrie SU(N)f x SU(N)L x SU(N); x SU(N) 5.

Cherchons a calculer la charge centrale ultra-violette. On rencontre alors une diffi-
culté: la contribution du diagramme “nu” est une chaine de noeuds infinie aux deux bouts,
et celle-ci ne figure pas dans la liste (figure B7) des sommes dilogarithmiques. En fait,
on peut montrer qu’il n’existe pas de solutions aux équations (B.I() (équations vérifiées
par les valeurs limites) pour le diagramme infini aux deux bouts; le probleme provient du
fait que les fonctions chirales n;i(C ) tendent vers I'infini quand { — Foo; en particulier
la valeur 7% (¢ = 0) diverge quand m/T — 0, comme je I'ai vérifié par des simulations
numériques. Pour le calcul de la charge centrale, ce n’est pas un probléeme, car on voit que
la contribution du diagramme est nulle, de sorte que ¢ = N? — 1: c’est la charge centrale
d’un boson libre non-massif vivant dans 1’algebre de Lie s[(N). Par contre, le calcul du
terme suivant dans le développement de haute température de 1’énergie libre n’est pas
accessible simplement; on peut seulement conclure qu’il est d’ordre T2 /log(T/m), mais
sans pouvoir calculer le coefficient devant ce terme®”.

La charge centrale ¢ = N? — 1 et les corrections logarithmiques sont bien siir
une conséquence de la liberté asymptotique dans l'ultra-violet; quand on fait un
développement perturbatif de I’énergie libre & haute température, c’est-a-dire de la fonc-
tion de partition sur un cylindre tres étroit”®, on obtient effectivement comme 0°™¢
ordre de la perturbation les bosons libres vivant sur 'algebre de Lie, puis une série
en puissance de la constante de couplage renormalisée a 1’échelle T'. On identifie donc
g(T) ~ 1/1og(T/m), ce qui est la relation attendue. Notons que le développement per-
turbatif brise la symétrie SU(N)r x SU(N)g en son sous-groupe diagonal, la symétrie
complete étant donc restaurée au niveau non-perturbatif.

Passons maintenant & la limite infra-rouge. Pour f > 0 (voir la section [[.1. pour le
cas f = 0), chacune des deux chiralités reproduit le diagramme que I'on avait déja con-

sidéré au F-1.9 (figure BH): on avait alors calculé la charge centrale, qui vaut ¢ = (N? —

57 Une situation similaire est étudiée dans [P1], pour des TBA plus simples. Malheureuse-
ment, il est difficile de généraliser le raisonnement de [P1]] aux TBA plus compliquées du modele
o principal, afin de pousser plus loin le développement de F(T'), T — oc.

58 En fait, le premier ordre de la perturbation est exactement égal a la contribution non-
perturbative du mode zéro par rapport a la direction compactifiée, soit en d’autres termes a
I’énergie libre du modele a 1 dimension.
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1)f/(f+N), ce qui est caractéristique d’une symétrie s[(IV) - De plus, il est remarquable
que la forme des TBA dans l'infra-rouge illustre parfaitement la décomposition du champ

¢(zt,27) au point fixe IR: en effet, les équations du mouvement impliquent alors que
¢ (a",27) = g"*(x7)h (z) (4.4)

ou i est un indice de SU(N)r, j est un indice de SU(N)g (les symétries SU(N)p, et
SU(N)g sont donc bien devenues des symétries chirales, comme indiqué plus haut), et a
s'identifie tout naturellement & un indice de U, (sl(N)) avec ¢ = —exp(—in/(f + N)).
Comme pour le modele NJL anisotrope, dans le modele de WZW avec f > 1, les
deux chiralités, au point fixe IR, ne sont pas “totalement” découplées au sens ou elles
restent couplées par les modes zéros (ainsi la fonction de partition sur un tore, méme
fermionisée, ne s’écrit que comme somme de produits d’un caractere de 5@); et d'un
caractere de 5@);) Evidemment, ceci ne peut pas se voir dans les TBA (il faudrait
des “TBA pour les états excités” pour voir apparaitre ce couplage), donc on peut dire

que le diagramme IR des TBA associées a chaque chiralité décrit la théorie conforme de
WZW chirale SU(N) niveau f.

4.1.3. Spectre et matrices S du modele o principal

Décrivons maintenant la nature des excitations physiques; on doit séparer les cas
f=0et f >0, puisque leur physique differe sensiblement.

Le modele o principal (f = 0), a la différence du modele de WZW, n’exhibe pas
de restauration de la symétrie conforme au point fixe IR: il s’agit en effet d’une théorie
massive, comme on le voit d’apres le second membre Esin(7r/N)d;o cosh ¢ des TBA. Le
spectre de masse est donc: m” = Esin(nr/N).

On peut alors obtenir les matrices S des différentes particules, soit par le bootstrap
[B2], soit par la méthode des Equations d’Ansatz de Bethe Physiques.

e

On trouve qu’il y a N — 1 types de particules: la r®™¢ particule, de masse

m"” = Esin(rr/N), appartient & la r®™¢ représentation fondamentale de SU(N) g (tableau
de Young & une colonne de 7 boites), et & la (N — r)®™¢ représentation fondamentale de
SU(N) 1, (représentation conjuguée). Pourquoi une telle conjugaison ? Rien dans les BAE
ne permet de distinguer cette hypothese de celle qui est faite dans [PJ] et qui consiste a
choisir la méme représentation pour SU(N)y, et SU(N)g: en effet, par une redéfinition
évidente (g, — gr,) de l'action de SU(N)r, on passe d’une hypothese a 'autre. Cepen-

dant, des arguments généraux montrent que la premiere hypothese est la bonne; par
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exemple, on remarque que pour le sous-groupe diagonal SU(N) C SU(N)p x SU(N)g,
le nombre de boites du tableau de Young d’un état quelconque est nécessairement congru
a 0 modulo N, ce qui est le cas avec la premiere hypothese mais pas avec la seconde.
Ainsi, la dualité gauche/droite SU(N) < SU(N)g échange particules et anti-particules.

Les matrices S sont données par:
S9(¢) = 8(Q)RY (O)RY ()

avec des notations évidentes. Le facteur scalaire qui donne la diffusion de plus haut poids,
obtenu par comparaison entre les BAE nues et les BAE physiques, vaut, conformément

aux méthodes générales du R.5:

5 (¢) = exp {_22,/0“0 b sin(w() (2Sinh|7rw(1 — ¢/N)|sinh [rwr/N| W)] (4.5)

w sinh |rw|

qui n’est autre que la limite quand f — oo de (B.58) (¢ = 27A/N).

4.1.4. Les excitations du modele de WZW

Du fait de I’absence de mass gap, la notion de particule est un peu ambigué dans une
théorie non-massive. De plus, la diffusion de deux particules de méme chiralité (allant
donc a la vitesse de la lumiere dans la méme direction) parait dénuée de signification
physique. Cependant, dans le cadre des modeles intégrables, on peut donner un sens a
de tels concepts (voir par exemple I'introduction de [PJ]). Ainsi, a partir de I’Ansatz
de Bethe, et par analogie avec le cas massif, il est naturel de considérer que les noeuds
hachurés des BAE physiques correspondent a des excitations non-massives qui diffusent
avec des matrices S que nous allons maintenant calculer.

D’apres le diagramme des BAE physiques, nous conjecturons la structure suiv-
ante des excitations: tout d’abord, les particules gauches (resp. droites) de type r
(1 <r < N — 1) appartiennent & la 7°™¢ représentation fondamentale de SU(N)p, (resp.
SU(N)g). Ensuite, les noeuds compris entre les deux noeuds hachurés (1 < j < f —1)
suggerent d’introduire une symétrie U, (sl((N)), avec ¢ = —exp(—in/(f + N)). Si 'on
poursuit dans cette logique, on doit alors effectuer un choix arbitraire: supposons que
les particules gauches de type r (qui sont reliées aux noeuds j = 1) appartiennent a la
r®me rep fondamentale de U, (s[(IV)); les particules droites (qui sont reliées aux noeuds
j = f—1) sont alors au contraire dans la rep r x (f —1) (tableau de Young rectangulaire).

Nous aurions pu faire le choix inverse; dans tous les cas, les particules gauche et droite
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ne jouent pas des roles symétriques, mais cette dissymétrie n’est qu’apparente, comme
nous allons le voir plus loin.

Le Hilbert complet de la théorie est finalement construit comme un espace de Fock
tronqué vis-a-vis de la symétrie U, (s[(N)). Les particules gauches diffusent entre elles

avec une matrice S
ST(¢) = STLORY (R (Q)

ot on a utilisé les notations habituelles, et ( = log(E1/FE3) — a?” est (a une constante
9" =logsin(mq/N) —logsin(wr/N) pres) le logarithme du rapport des énergies des deux
particules. Il est important de remarquer que la rapidité ¢ ne dépend d’aucune échelle
d’énergie; en particulier dans la limite IR ou les chiralités se découplent, les expressions
que nous allons trouver pour les matrices S doivent rester valables. On a une formule
strictement analogue pour S%,(¢). Enfin, la matrice S entre particules de chiralités

différentes est de la forme:
STa(C) = STR(OR(€)

ot R/ est la matrice R de U, (sl(IV) entre les représentations g x 1 et rx (f—1). Cette fois
¢ =log(E1Ey/E?)—a4", donc A dépend de 1’échelle d’énergie engendrée dynamiquement
E.

Ensuite, la comparaison entre BAE physiques et BAE nues nous donne de maniere
standard les facteurs scalaires: 522 est donné par (B.5§), ce qui était évident puisque
dans la limite infra-rouge, chaque chiralité prise séparément reproduit le modele fusionné
du 2.4.3; quant & gf}%, il est donné par: (¢ > r)

g o ) oo y sin(w() sinh(mw(1/N + 1)) sinh(mw(1 — ¢/N)) sinh(rwr/N)
Sir(C) = exp (2 /0 d w  sinh(mw(f/N +1)) sinh(rw/N) sinh(7w) (4 62

Enfin, on peut calculer :9\?%7}%((), mais nous ne le donnerons pas explicitement, car
S rRr N’a pas de signification physique pour nous: en effet, apres la troncation de groupe
quantique, il est impossible de faire diffuser deux particules de spin (f — 1)/2 dans la
représentation de plus haut poids.

Le fait qu’on puisse définir un déphasage Sp; qui ait un sens physique, tandis que
Srr en est dénué peut paraitre surprenant, mais il est di a la maniere asymétrique dont
nous avons traité les particules gauche et droite. Pour faire disparaitre cette asymétrie,
il faut passer a la formulation solitonique des matrices S. Nous ne traiterons en détail

que le cas N = 2.
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Tout d’abord, pour N = 2, on sait (cf Eq. (B.4§)) que la matrice Sr 1 est exactement

donnée par le produit tensoriel de la matrice

I‘(l—f—i%)I‘(%—i%)
F(l—i%)l“(%—m’%)

de Y (sl(2)), et de la matrice S solitonique (2.32) (avec A = (/7).

S(¢) = R(¢)

Ensuite, on constate que la symétrie des Clebsch—Gordan: s ® ¢(s') = ¢(s ® §)
ou p(s) = f/2 — s, se répercute au niveau des matrices S (R.39), puisque celles-ci sont
invariantes par s — ¢(s). 1l est alors possible de faire la transformation suivante: plutéot
que de considérer les particules droites comme ayant un spin (f — 1)/2, on les prend de
spin 1/2 comme les particules gauches, en effectuant la transformation ¢ apres chaque
transition associée a une particule droite. On calcule sans difficulté la matrice Srr soli-
tonique dans cette nouvelle base, et on la trouve égale a Sr.1, (Eq. (B-32)), avec le méme

préfacteur scalaire S - La symétrie est donc rétablie.

On peut alors effectuer la méme transformation & Sy (figure i4).

f/2-s
f/2-s-1/2 s+% s+1/2
¢ s+1/2 ¢ /\
a — b —
s1/2 s1/2

s
f/2-s+1/2
f/2-s
s+1/2 s+1/2
o )

c — d — S

S ;\/. S s s1/?2
s1/2 s1/2

Fig. 44: Etats constitués d’une particule gauche et d’une particule droite.

Notons que le facteur scalaire (.§) s’identifie alors au déphasage de la diffusion de

spin 0, et non de spin 1 (on peut par exemple le voir sur la figure 4], diagramme b, s = 0).
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Reprenant un instant la paramétrisation ¢ = 7\, on trouve le résultat:

s
PEESTR e e R
N L2sl+ 1] COSh(ffs(ﬁ(;&(ii; D) g, 00

S(a—a)=S8(d—d) =

(4.7)
S(b—b)=—

S(c—c)

avec ¥ = w/(f + 2). Ceci s’avere étre essentiellement identique & la matrice Sy r conjec-
turée dans [BY]°Y, ce qui est normal puisque nous avons vu au .5 que les matrices S,
pour N = 2, se factorisent exactement en matrices S associées aux différentes symétries,
et la matrice Sp g ne fait intervenir que la symétrie U, (s[(2)) commune aux deux modeles.

Revenons a N quelconque, et discutons enfin du cas f = 1. Dans ce cas-la, la struc-
ture solitonique est triviale, au sens o1, pour une quelconque diffusion (LL, LR, RR), iln’y
a qu’'une transition possible: on peut donc oublier entierement la structure solitonique.

En particulier, la matrice Spr est une simple phase, donnée par ([£g) avec f = 1.

4.1.5. Calculs en champ magnétique

Nous allons présenter ici des calculs exacts du modele de Wess—Zumino—Witten placé
en champ magnétique a température nulle. Ces résultats seront d’un grand intérét pour
nous puisqu’on verra dans la section @.3 qu’ils s’appliquent directement au modele de
Kondo.

Expliquons tout d’abord ce qu’il advient des TBA ({.3) dans la limite T — 0, a

champ magnétique B fixé. L’idée générale est que si l'on pose 1) = e /T

€; ~ B> T, de sorte que log(1+n]) ~ T max (€], 0) et log(1+ (nf)~') ~ T max(—e7, 0).
Supposons donc que nous avons placé un champ magnétique B pour la symétrie

, alors on a

SU(N)g. Comme il est expliqué dans [[I].3.4], le champ B a N — 1 composantes, et nous
nous restreindrons au cas ou les composantes b” (dans la méme paramétrisation qu’au
[11.3.4]) sont de la forme: b" o sin(7r/N). Physiquement, il est clair que la présence
de B favorise I'apparition de particules physiques droites (B joue le role de potentiel
chimique positif pour celles-ci), mais défavorise au contraire I’apparition d’excitations

isotopiques SU(N)g qui tendent a réduire le spin SU(N)g (B joue le role de potentiel

99 Dans les notations de [Bg], §LR(C) = Z(¢) cosh(¢ +im) /(f + 2).
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chimique négatif pour celles-ci). Quant aux excitations isotopiques U,(sl(N)), et aux
particules gauches, elles ne sont pas affectées par B, et ces dernieres doivent donc se
trouver dans 1’état du vide. Par conséquent, on est conduit aux conjectures suivantes
pour les fonctions €7:

() >0 j#0,f

€(¢) <0
r >0 C<CO
Y0 (¢

On a introduit le parametre (g, qui est la limite entre la zone d’énergie dans laquelle des
particules droites sont excitées ({ < (p) et la zone d’énergie qui reste vide de particules
(€ > Co)-

Du fait que le second membre des TBA est proportionnel au vecteur de Perron—
Frobenius de la matrice d’adjacence du diagramme Ay _1: sin(7r/N), on peut projeter
toutes les équations sur celui-ci. On pose donc: €%(¢) = sin(mr/N)(e*(¢) + ¢ (()), avec
€T (¢) > 0 et € (¢) < 0 de supports disjoints, et apreés quelques manipulations, les TBA
a T — 0 se récrivent:

€+ Koxet = —§e<+b (4.8)
ou b” = b(1 — cos(w/N))sin(nr/N), et Ky est le noyau de convolution donné en trans-

formée de Fourier par rapport a (%

sinh(rw/N) efmlwl/N
cosh(mw/N) — cos(m/N) 2 sinh(frw/N)

Par un décalage ¢ — ¢ —(p, on peut supposer que €~ est non nul sur [—oo, 0] et que e+

Ko(w) = (4.9)

est non nul sur [0, +00]. Finalement, on agit avec I'opérateur différentiel 1—9/9¢ sur (E.§):
ut+ Kxet = (4.10)

ounu=(1-0/0C)e, K(w) = (14+iw)Ko(w), et on est ramené a un classique probleme de
Wiener-Hopf. La solution passe par Iintroduction de deux fonctions K*(w) holomorphes

dans le demi-plan +Imw < 0, telles que K(w) = KT (w)/K~ (w); explicitement,

N F(l—f— 1+7,w)r<1+ 71+zw)r<1+zwf>

+ _ —iw 4 log( e(w 10)) iwleg?
Krw) =ags I 1+ =) ek sl N
[ (1 - ltiw) p (loiw F<1—M> _
K_(w) 1 _ Oz_l ( 2N ) ( QN ) N eiw%log(—;\]—J;(w—i—z’()))e—iwlof,2
Fi-%)

60 Rappelons que par rapport aux conventions du chapitre i, nous avons changé 1’échelle des

rapidités; donc de méme, en transformée de Fourier, k = 7w/N.
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Les fonctions K et K~ ont été choisies de telle sorte que lorsque |w| — oo, KT (w) ~
w[3/2 et K~ (w) ~ |w|*/2. On prend de plus a = I'(1 — 1/2N)I'(1/2N), de facon que
K~ (w=0) =1. On a alors les solutions de (f.1I0):

. K= (w)™!
ulw) = b=

. K+(w)_1
)= -

En réintégrant, on obtient ¢~ a partir de u, d’ou finalement en calculant I’asymptotique
de €= quand ¢ — +oo (qui est directement reliée & K~ (w = i)), (o en fonction du champ

b (et de E):

B b 2N Y _f f
Co = log (E) +10gF(1—1/2N)I‘(1/2N) + logDl (1+N) - N (logﬁ —1) (4.11)

Nous verrons la signification physique du parametre (; quand nous appliquerons ces for-

mules au modele de Kondo (section [[.3-3). De fait, nous n’irons pas plus loin dans nos
calculs (bien que la donnée des fonctions €™ et €~ permette de calculer les quantités ther-
modynamiques physiquement intéressantes du modele de WZW), car nous analyserons
ces formules dans la limite N — oo uniquement (cf section suivante), et en relation avec
le modele de Kondo.

Remarque: apres avoir rédigé cette section de ma these, j’ai pris connaissance de I'article
4], qui effectue un calcul en champ magnétique assez similaire (quoique différent) pour

une chaine de spins dont le point fixe infra-rouge est la théorie conforme de WZW.

4.2. Limite de grand N des TBA

Avant d’aborder le modele de Kondo, nous allons faire quelques remarques concer-
nant la limite de grand N des équations de TBA SU(N). Celles-ci s’appliquent & tous
les modeles intégrables relativistes invariants SU(N); nous nous intéresserons tout par-
ticulierement & WZW SU(N) niveau f, pour lequel nous prendrons la limite N — oo,
v = f/N fixé.

Partons des TBA générales SU(N) (cf Eq. (B-19)):

log(1+ (n])~") = (C™1)7 % Cjp *log(1 + ) = S.irl(ﬂ'?“/]\f)(ozj@LC + ozj_e*C) (4.12)

129



Prolongeons analytiquement les fonctions 77(¢) dans la bande [Im(| < 7/N, et
définissons les opérateurs C'" et C’j x comme dans [[T1.3.3], qui sont tels que CI" x5 = 9"

et C'jk * 5 = Cjj. En appliquant Car A (EI3), on obtient:
CU xlog(1+ (1)) ™") = Cjp * log(1 +nf) = 0 (4.13)

Ces équations ne contiennent plus le second membre, annihilé par C’qr; elles doivent donc
étre suppléées par des conditions aux bords qui fixent le second membre de (f.17).
Dans la limite N — oo, on introduit des indices continus x = 7j/N et y = nr/N
(0 < y < m). On voit alors facilement que les opérateurs Car et C'jk, qui étaient
des opérateurs de différences discretes, deviennent dans cette limite des opérateurs

différentiels du type de Laplace:

2 2 2
Gar T (97 07
N2z \0y2 02
2 2 2
A T 0 0
Cip oo —— [ 2 &
L (8332 * 8(2)
L’équation (f:.I3) devient donc une équation aux dérivées partielles a trois variables pour

la fonction n(z,y, ():
82 82 . 82 82
(8—?;2 + 8—C2> log(1+n"") — (W + 8—@) log(141n) =0 (4.14)

Cette équation aux dérivées partielles est intégrable au sens des systemes intégrables
classiques, c’est-a-dire qu’on peut ’écrire comme une condition de courbure nulle; mal-
heureusement, il est difficile d’en écrire des solutions explicites, et encore moins des
solutions qui puissent avoir le bon comportement asymptotique pour les TBA. Or, toute
la physique des différents modeles intégrables est contenue dans ces conditions aux bords.
Signalons aussi que la validité des équations ([.I4) n’est pas prouvée, car — a part pour
les valeurs limites 7({ = +00) que 1'on sait calculer explicitement et dont on voit qu’elles
ont une limite réguliere & N = oo en termes des variables x et y — rien ne nous dit que les
fonctions 7 ne vérifient pas une loi d’échelle compliquée en fonction de N, éventuellement
dépendante de x, y et (.

On peut tout de méme se servir de I’équation ([.14) dans la limite 7" — 0, pour faire
une étude en champ magnétique et a température nulle. Ainsi, les résultats de [P5] sur le

modele o principal a grand N peuvent étre retrouvés de maniere élémentaire a partir de
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(E14). De maniere similaire, on peut obtenir les résultats de la section directement
a N grand: on part de (f.14), qui se récrit a T — 0:

N AN N AN
(—+6—<2) +(—+6—C2) = (4.15)

On impose la condition: € (z,y,() = §(z — 7v)e (y,()%. Ceci ramene le probleme &
la recherche d’une fonction de Green (par rapport a x et ¢) qui s’annule en = = 0. Pas-
sant en double Fourier par rapport a ¢ (variable conjuguée w) et y (variable conjuguée —
entiere — [), la solution est:

e7r1/|w| W

Ko(w) = (4.16)

sinh(rvw) w? + 12
Finalement, on se restreint au mode de Perron—Frobenius, ce qui revient a poser [ = 1
dans ([.1g). On vérifie alors que (f.16) est bien le noyau limite de (f.9) a N = co. La
suite du calcul est identique a ce que nous avons fait a N < oo, mais les expressions sont

nettement plus simples; ainsi, et = €' (z = 7v) vaut

1 ) .
6+(w) — —ZBWVB O zuw log(w/e(wsz))F(l + Z.Vw)il
—1

ou l’on a redéfini le champ magnethue. B = wb/N. Les fonctions ' supplémentaires &
N < oo ne font que créer un développement régulier en 1/N autour de N = co. Ainsi, ces
formules explicites permettent d’affirmer que les phénomenes physiques qualitatifs sont
entierement capturés par la limite N — oo, et ne dépendent que du rapport v = f/N, ce

qui constitue une justification de cette hypothese, utilisée par exemple dans [Pg].

10 -

&+

0.0 . .
-20.0 -10.0 0.0 10.0 20.0

Fig. 45: Courbe de €7 (¢)/B & N = oo, v = 1/2. Notons la singularité en racine
carrée a ¢ = 0 qui n’existe qu’a N = co (& N < oo elle est en puissance 3/2), due
a la divergence des échelles: €~ ~ Net.

61 Remarquons que €~ (r = mrv) n’est pas définie du fait de la fonction §; ceci provient & N
fini d’une divergence des échelles-types de €~ et €': on a en effet: e ~ Ne™.
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4.3. Le modele de Kondo généralisé

Le modele de Kondo décrit I'interaction entre des impuretés magnétiques en faible
concentration dans un métal et les électrons de conduction. A basse température, on
explore le voisinage du point fixe infra-rouge de la théorie, qui s’avere étre dans une
région de couplage fort: la physique y est non-triviale, et est dominée par un phénomene
d’écrantage des impuretés par les électrons, de sorte que les impuretés voient leur spin
effectif diminué. Le lecteur est renvoyé a [B7] et a I'introduction de [[II] pour plus de
détails et pour les références historiques. Ici, notre objectif est d’effectuer une étude (par
’Ansatz de Bethe) du modele de Kondo complémentaire de celle de [[IJ], et qui utilise
les résultats de la section @] (en particulier du [{-1-4) sur le modele de WZW.

Dans le modele de Kondo usuel, on part d’impuretés de spin s, qui interagissent avec
les électrons (de spin 1/2) par un couplage spin-spin antiferromagnétique. Comme les
impuretés sont en faible concentration, on peut supposer qu’il n’y a qu’une impureté. On
se place en coordonnées radiales autour de ladite impureté, et on ne garde que les modes
radiaux. On est alors ramené a un probleme a 1 4+ 1 dimensions, avec la coordonnée
spatiale sur une demi-droite: x > 0. Plutot que de se restreindre a cette demi-droite, on
peut identifier les électrons entrants avec des particules “droites” a x < 0, tandis que les
électrons sortants sont aussi des particules “droites” avec x > 0. On est donc ramené
a un probleme avec —oo < x < +o00, une seule chiralité d’électrons, et une impureté
localisée en z = 0. Essentiellement, les électrons arrivent de x = —oo, interagissent avec
I'impureté pour x ~ 0, puis repartent vers x = +o00. Cependant, le modele de Kondo
reste un modele de théorie des champs (et non de mécanique quantique), car I'impureté
induit des corrélations non-triviales entre les électrons successifs qui diffusent sur elle.

Dans le modele de Kondo multi-canal, il y a plusieurs bandes de conduction, de
sorte que I'on peut attribuer un nombre quantique supplémentaire (la “saveur” )% aux
électrons. On suppose pour simplifier que toutes les saveurs interagissent identiquement
avec l'impureté: s’il y a f saveurs, le modele est alors invariant SU(2) x SU(f).

Enfin, dans le modele de Kondo généralisé, on remplace le groupe SU(2), qui provient
originellement du spin & 3 dimensions, par le groupe SU(N); le modele résultant est

aussi appelé modele de Cogblin—Schrieffer. On obtient finalement un modele invariant

62 On peut également interpréter la saveur comme le nombre quantique orbital m, si 'on tient

compte d’orbitales plus élevées (le nombre de saveurs est alors égal a 2] + 1).
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SU(N)xSU(f), avec des électrons dans une représentation fondamentale de SU (N )97, et
une impureté que ’on prendra dans une représentation de tableau de Young rectangulaire
n x [ vis-a-vis de SU(N).

Le Hamiltonien du modele de Kondo généralisé est donné au [[II.1.1] (avec une
procédure de cutoff précise de facon a permettre la fusion dynamique), et diagonalisé
grace a I’Ansatz de Bethe emboité. Ici, nous nous contenterons de quelques commen-
taires généraux qui éclairent la construction qui est faite.

Retirons provisoirement 'impureté du systeme. Les électrons sont alors des fermions
libres U(N f), qui constituent la fermionisation du modele de WZW U (N f) niveau 1.
Comme l'interaction avec l'impureté va briser U(N f) en U(1) x SU(N) x SU(f) (la
charge, le spin et la saveur), nous sommes amenés a considérer les électrons du point de
vue de cette symétrie restreinte. Comme d’habitude, nous ne nous intéresserons pas a la
symétrie U(1), qui sera reliée a un secteur de charge découplé. Pour ce qui est de SU(N),
on voit que les courants associés forment une représentation de niveau f de l'algebre de

—

Kac-Moody sl(IV); en effet, chaque saveur contribue pour 1 au niveau, et il y a f saveurs.
De maniere analogue, on a une représentation de niveau N de 'algebre 5/(?) Ceci nous
conduit naturellement a ’hypothese suivante: le Hilbert des électrons se décompose na-
turellement en trois secteurs, le secteur de charge, le secteur de spin qui est un WZW
chiral SU(N) niveau f, et le secteur de saveur qui est un WZW chiral SU(f) niveau f.
Cette hypothese est justifiée par le fait qu’il y a un “plongement conforme” (les tenseurs
énergie-impulsion des trois secteurs reconstituent le tenseur énergie-impulsion complet),

résumé par 1’égalité des charges centrales

f

c:(N?—UN+f

+ (7 =1)

]

Bien siir, cette hypothese néglige toutes les subtilités reliées aux “modes zéros”.
De fait, par une analyse plus détaillée [P§], on montre que la fonction de partition (sur
un tore) des fermions libres U (N f) se décompose comme somme de produits d’un car-
actere de u/(l\), d'un caractere de 5/(]?) s et d’un caractere de 5/(?) N avec des coefficients
déterminés dans [Pg. Ces coefficients couplent les différents secteurs, ce qui est normal

puisque la notion de “WZW chiral” est quelque peu ambigué (cf remarque similaire a la

fin du [[.1.3).

63 Comme précédemment, le choix de la représentation fondamentale ne change rien a la

physique (la taille verticale du tableau de Young ne fait que changer d’un facteur numérique
I’énergie dynamiquement engendrée).
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Les trois secteurs apparaissent naturellement dans la description de I’Ansatz de Bethe
sous la forme de trois jeux de rapidités \;, wa, Ay (Eq. (I1.1.16)). Si 'on réintroduit
maintenant I'impureté, rien n’est changé dans ’analyse précédente, si ce n’est qu’il y a
maintenant un secteur en interaction (qui n’est donc plus conforme): le secteur de spin,
du fait du couplage spin-spin entre électrons et impureté. On peut donc se placer dans
I’état du vide des deux autres secteurs, et on aboutit a des BAE effectives pour le secteur
de spin (Eq. ([I1.1.19)), représentées par la figure fg.

électrons

impuretés

Fig. 46: BAE nues du modele de Kondo.

On remarque que si ’on retire la contribution de 'impureté, ces équations ont exacte-
ment la structure de celles du modele de WZW chiral SU(N) niveau f, ce qui est conforme
a la discussion ci-dessus. En particulier, le fait que I'on aboutisse a des BAE fusionnées
provient de la fusion dynamique des électrons en des composites dans des représentations
supérieures (de largeur du tableau de Young égale a f). Le nombres d’électrons originels
n’étant pas nécessairement multiple de f, on peut supposer que quelques électrons fusion-
nent partiellement et assurent des conditions aux bords libres pour le nombre quantique
Uy(sl(N)) (cf section [2.5.3).

La suite de Darticle [[II] consiste & étudier ’état fondamental, puis la thermody-
namique du modele via les TBA: apres étre passé a la limite d’échelle, qui, dans le modele
de Kondo, s’interprete comme ’envoi de la profondeur de la mer de Fermi a l'infini, on

aboutit aux TBA que nous écrirons sous la forme:

1 sin(7wr/N) T,
log(1+ (7)) — (C™1)7" % Cji *log(1 + nf) = sin(mr/N) Tk

~ 9 %in(x/N) T (4.17)

et qui s’averent étre identiques aux TBA de la théorie conforme WZW SU(N) niveau f
(figure B@), du fait que I'impureté ne contribue pas a I’énergie (a part a travers le champ

magnétique). Cependant, on a tout de méme une échelle engendrée dynamiquement:
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méme si on peut absorber 1’échelle Tk du second membre par un décalage des rapidités
(cf Eq. ([I1.3.8)), celle-ci réapparait dans I’expression de 1’énergie libre (Eq. ([I].3.10)).
Sans décalage des rapidités, ’échelle T (température de Kondo) apparait explicitement
dans les TBA (f.I7); par contre, elle n’apparait plus dans 1’énergie libre d’une impureté
habillée par son interaction avec les électrons, obtenue en soustrayant a 1’énergie libre
totale I’énergie libre des électrons en I’absence d’impuretés (et en divisant par le nombre
d’impuretés):

Fr =T / d¢ (G (¢) log(1 + 1 (O)) (4.18)

Plutot que de continuer dans la méme voie que [[II] — déduire des TBA les équations
de fusion modifiées, puis les comportements a haute et basse température des quantités
thermodynamiques — nous allons reprendre les BAE nues de la figure f[f], et montrer leur
équivalence, dans la limite d’échelle, avec des BAE physiques appropriées. Ceci nous

permettra de décrire le Hilbert de basse énergie, les excitations physiques, etc.

4.8.1. BAFE physiques et spectre des excitations dans Kondo

Les BAE physiques du modele de Kondo contredisent la regle générale admise jusqu’a
présent, selon laquelle le diagramme des TBA et celui des BAE physiques sont identiques:
en effet, bien que les TBA du modele de Kondo soient les mémes que celles de WZW,

les BAE physiques, elles, en sont distinctes puisque 'impureté y apparait explicitement

(figure [7).

Fig. 47: BAE physiques du modele de Kondo.

Ceci correspond aux équations suivantes, qui ne sont qu’une récriture des BAE nues:

Tk sin(7r/N)

c—Hhar 4 . ~q T—
(O % Gy i+ 15 I g sin(7/N)

S + 6, D™P(CH)™ x 5(¢) (4.19)

On a réintroduit dans (f.19) une densité linéique finie d’impuretés D™P | pour éviter

d’écrire une équation qui mélange différents ordres de 1/L (L taille du systeme). Ceci n’a
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pas d’importance particuliere puisque 1’on suppose toujours que la densité d’impuretés

“voient” pas les unes les autres.

est suffisamment faible pour qu’elles ne se

Evidemment, les excitations physiques correspondant au noeud f sont les particules
habituelles du modele de WZW chiral (cf [[.1-]), c’est-a-dire des particules “droites” de
type 1 < r < N — 1, déterminées par une rapidité ¢ (p = E  e°), et possédant deux
nombres quantiques: SU(N) et U,(sl[(N)) tronqué (on parlera aussi, suivant [[I], de
nombre quantique SU,(N) pour ce dernier), avec ¢ = —exp(—im/(f + N)). Les matrices
S de diffusion sont celles qui ont été données au [2.4.3 (Eq. (B.53)).

Il reste a se préoccuper des impuretés: chaque impureté habillée (comme nous le
verrons, cette distinction est importante, car 'impureté est en général écrantée par les
électrons) doit étre considérée comme un “obstacle” fixe sur lequel diffusent les excita-
tions physiques. Dans le cas N = 2, c’est-a~dire celui du modele de Kondo usuel, les
matrices S de diffusion sur 'impureté ont été trouvées dans [BY]; cependant elles n’ont
pas été démontrées par les BAE physiques, comme nous le faisons maintenant®. On
distingue trois cas de figures:

o [ <1 (sous-écrantage):

Sur le diagramme des BAE, cela signifie que le noeud associé aux impuretés est dans
la partie droite du diagramme (par rapport aux noeuds f). Chaque impureté habillée
constitue donc un spin SU(N), dans la représentation n x (I— f): par rapport a 'impureté
nue qui était un spin n x [, on voit que toutes les saveurs d’électrons ont écranté I'impureté
de maniere a diminuer son spin autant que possible.

Les excitations physiques diffusent sur I'impureté avec une matrice S(¢) (I'impureté
a par définition une rapidité nulle) qui est proportionnelle & la matrice R de sl(N) dans les
représentations de 'impureté et de 'excitation. Le facteur de proportionnalité constitue

le déphasage de plus haut poids, qui est donné par:

dw

Sv\r/imp(c) —e /+oo eiw( Sinh(ﬂ'w(l — T‘/N)) Sinh(mun/N) e—(l—f)|7rw/N|
- oo w + 10 sinh(7w) sinh(rw/N)

(4.20)
(ot nous avons supposé r > n; sinon, il faut échanger r et n). Comme nos équations ne
nous donnent S qu’a une constante pres, nous avons défini S; de sorte que S(¢ = +00) =

1, ce qui est naturel d’apres la liberté asymptotique UV.

%4 Drailleurs, dans le cas surécranté, le facteur scalaire de la matrice S (Eq. (:29)) differe de
celui proposé dans [p9.
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Examinons alors le déphasage ¢ = % log Gr/imp 5 petite énergie € oc e¢:

n(N —r) n a n
N log(¢/Tk)

On trouve les corrections en 1/log qui sont le signe de la liberté asymptotique IR.
o f =1 (écrantage):

Les impuretés sont totalement écrantées, donc leur spin résiduel est nul. La diffusion
sur I'impureté est donc une phase pure, donnée par ([.20) avec f = [. Explicitement,

pour n = 1, on trouve

. inh 5 (¢ — imr/N
ezrr/N SN (C MTT/ )

Qr/im _ 2
SR = sinh (¢ + imr/N)

(4.21)
Pour n > 1, on obtient un produit fini de termes du type de (f:2])). Le développement a

basse énergie est un développement en puissances entieres de e:

e—0 o (N —r) €
o) = QWT—}—ﬁﬁ-f—"'

o [ > 1 (sur-écrantage):

C’est le cas de figure intéressant, ou la symétrie de groupe quantique joue un role
important; en effet, du fait que le noeud correspondant aux impuretés est dans la partie
gauche du diagramme, on trouve que l'impureté est un spin SU,(NN) (et non un spin
SU(N); P'impureté est donc totalement écrantée au sens ou le spin résiduel est nul) dans
la représentation n x (f —1)%°. La matrice S de diffusion avec les excitations physiques

est donc celle de U, (s[(V)), avec un facteur scalaire que 'on déduit des BAE:

s oo e™¢ sinh(rw(1 —r/N))sinh(mwn/N) sinh(rw(l/N + 1))
r/imp — ex W
5 (c) P (/_oo d w 4+ 10 sinh(7w) sinh(rw/N) sinh(ww(f/N +(}1)%2))

d’ou finalement le développement a basse énergie:

(N—r) [+ N ( € )N/(f+N)
/y +...

e—0 n
= 92 N

On trouve la méme catégorisation que pour les calculs thermodynamiques de [[T1.4.2].

On obtient en particulier I’exposant critique dans le régime sur-écranté: A — 1 =

65 11 faut souligner que nous avons fait un choix différent de celui de I’article [, dans lequel
Pimpureté est considérée comme ayant une représentation (N — m) X [, mais ceci est en fait

purement conventionnel.
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N/(N+ f), et on identifie en théorie conforme A avec la dimension de 'opérateur pertur-
bant O = 71 - ®,q, ot Jest le courant SU(N) et ®,q est Popérateur primaire de sl(N);
associé a la représentation adjointe. On remarque que dans le développement ([T1.4.14)
apparaissent des termes en T/Ty et en (T/Tx)**~1) (et non (T/Tx)?~ 1), d’ott une
compétition entre ces deux termes, et une subdivision supplémentaire entre f < N et
f > N. Ceci suggere que lorsqu’on effectue le développement perturbatif de la fonction
de partition en la constante de couplage g associée a 'opérateur O, il ne démarre qu’en
g?; on peut effectivement s’en convaincre par des arguments de théorie conforme?®.
Concluons par une remarque sur le comportement dit de “non liquide de Fermi” (Non
Fermi Liquid, NFL) qui est censé étre présent dans le modele de Kondo sur-écranté. On
observe que dans le régime sur-écranté et seulement dans celui-ci, I'impureté est un spin
de SU,(N), et donc il est raisonnable de considérer que le comportement NFL est di-
rectement lié a la symétrie de groupe quantique sous-jacente. L’impureté est alors le
facteur “déclenchant” qui met en lumiere la symétrie SU,(N) du secteur de spin des

électrons. Nous définirons plus précisément ce que 'on entend par “déclenchant” au

(paragraphe théorie conforme avec bord et groupes quantiques).

4.3.2. TBA et interprétation de ’entropie a température nulle

Nous allons dans cette section revenir sur ’analyse faite au [[II.5] de I’entropie de
I'impureté a température nulle, et la justifier plus en détail.

La base de ce raisonnement est le principe selon lequel aussi bien les impuretés du
systeme que les excitations physiques sont des “solitons” en un sens tres général, c’est-a-
dire qu’un tel soliton fait transiter le systeme d’un “vide” initial vers un “vide” final, car-
actérisé par un certain jeu de nombres quantiques. Chaque soliton est alors représenté par
une certaine matrice d’adjacence; notre seule hypothese sera que ces matrices d’adjacence
commutent.

Ce formalisme s’applique naturellement aux impuretés, car elles n’ont qu’un nombre
quantique: SU(N) dans le cas sous-écranté, SU,(N) dans le cas sur-écranté (elles ont
une rapidité fixe qui vaut 0). Donc leurs matrices d’adjacence sont précisément celles qui
sont associées a la théorie de la représentation de ces deux groupes (quantiques). Nous
noterons A cette matrice d’adjacence.

Considérons alors un état du systeme caractérisé par des nombres N; de solitons de

type i correspondant aux excitations physiques (i = 1...p), et N impuretés (habillées), et

66 Je remercie O. Parcollet de m’avoir expliqué ce point.
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cherchons quel est le nombre d’états accessibles au systeme. L’expression la plus générale

que 'on obtient est:

Q= dpr(A .. AY» AV)pp
R,R’

ou R et R’ parcourent tous les “vides”, et les dr r/ sont des coefficients qui décrivent
combien d’états correspondent & une transition totale du vide R au vide R’.

Prenons un exemple concret: supposons que R soit une “bonne” représentation
du groupe quantique U, (sl(N)), de sorte que la structure solitonique qu’on a introduit
ici s’identifie & celle que l'on a considérée dans la section [2.2.3 Alors, si U,(sl(N))
est une vraie symétrie de la théorie (comme dans le modele NJL anisotrope), on aura:
dr,rr = dpp dim R’. Par contre, si la symétrie est cachée, alors on aura: dr, g = 0gpdgp.
Cependant, on verra dans ce qui suit que ces coefficients, qui définissent dans 1’optique
solitonique les conditions de bords, n’ont pas d’effet sur le comportement dominant des
quantités thermodynamiques. Nous n’avons donc pas besoin d’en tenir compte.

Continuons notre raisonnement. Le nombre d’impuretés est par définition: N =
D™P[, ot la taille du systeme L est supposée grande, de sorte que N > 1. De méme, si
I’on se place a température finie 7', comme les excitations physiques sont non-massives, on
a: N; = o;TL > 1 a petit T (les a; sont de coefficients fixes). Les matrices d’adjacence

sont donc dominées par leur valeur propre de Perron—Frobenius:
QAN AN

Calculons maintenant 1’entropie par unité de longueur S/L, a basse température: (S =
log )
. p
S/L ~ Dlmplog)\+TZailog)\i
i=1
Dans la limite 7" — 0, la contribution des excitations physiques disparait, ce qui est
normal (un gaz d’électrons n’a pas d’entropie a température nulle); par contre subsiste
la contribution log A par impureté, qui est celle que nous recherchions®”.
On conclut alors comme dans [[I].5]: quand l'impureté est un spin SU(N) nor-

mal (sous-écrantage), A est la dimension de la représentation de I'impureté, ce qui est

67 Remarquons l'intérét d’avoir supposé, a la différence de [LLI], qu’il y a une densité finie
d’impuretés: ceci nous évite d’avoir a retirer explicitement la contribution des électrons a

Pentropie, ce qui serait sinon rendu nécessaire par le fait que ’on mélange différents ordres de 1/ L.
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conforme au raisonnement naif (“l’entropie & température nulle est le logarithme de
la dégénerescence du vide”). Par contre, quand I'impureté est un spin SU,(N) (sur-
écrantage), c’est maintenant la dimension quantique qui remplace la dimension usuelle
de la représentation (comme valeur propre la plus grande de A), ce qui lui confére une

signification physique intéressante.

4.3.3. Etude en champ magnétique

Placons-nous enfin a température nulle et en présence d’'un champ magnétique: on
peut alors résoudre exactement les TBA. Les informations que nous allons en extraire
confirmeront les résultats obtenus a température non-nulle.

Pour faire les calculs, nous nous placerons a N = 0o, et nous reprendrons les calculs
du .. Ceci n’est absolument pas indispensable, puisqu’on sait faire les calculs exacte-
ment & N fini (section [{.7.]), mais comme nous l’avons déja affirmé au .2, les corrections
en 1/N ne changent pas la physique contenue dans le comportement dominant a N — oo,
et les formules a N = oo sont nettement plus claires.

Les TBA du modele de Kondo généralisé sont les mémes que celles du modele
de WZW, et on peut donc reprendre les résultats obtenus précédemment: la fonction

d’énergie ¢ = limp_o T'log(1 + n})/sin(7r/N) vaut

+(w) — —iBﬂ'I/w — ioeww log(w/e(wsz))P(l + Z.Vw)il

€

en transformée de Fourier w de ¢ — (o, ou le décalage (y est de la forme (y = log(B/Bk)

avec (cf Eq. (EI1)

eu(log v—1)

Bg =Tx———
K= R +0)

(4.23)

By acquierera pour nous la signification d’énergie de transition en champ magnétique:
B est évidemment du méme ordre que Tk, avec un facteur numérique donné par ([.23).

Ensuite, on a besoin de l’expression de €' (z,y,() pour tout = (rappelons que
pour z # v, €(z,y,{) > 0). La encore, le formalisme d’opérateurs différentiels a
N = oo nous permet d’exprimer la réponse de maniere particulierement élégante:

et (z,y,¢) =siny et (z,() avec (en transformée de Fourier)

sinh(zw)
et (z,w) = { sinh(mvw) et (w) T (4.24)
e~ @=mIlWlet (W) + Bz — mv)d(w) > 7w

140



Finalement, on calcule l’énergie libre d’une impureté de tableau rectangulaire
(xN/m) x (yN/7) grace a la formule (f.I§), soit dans la limite N — oo et en Fourier,
N?% | 1
F(z,y,w) ~ ) s1nyme(x,w)
avec, en tenant compte du décalage, ( = —(y = log(Bg/B). Le fait que F ~ N? est
normal puisque I'on a affaire a un tableau de Young avec un nombre de boites de ’ordre

de N?. Posons donc f(z,w) = e (z,w)/(1 + w?). Nous avons représenté sur la figure

la structure analytique de la fonction f(w) = f(z = 7v,w) = € (w)/(1 + w?).

Fig. 48: Structure analytique de f(w). Les zigzags représentent une coupure, les
points des poles.

Examinons séparément les différents régimes:

e Régime écranté.

10 - 4 10 |

/B
/B

0.0 . . . 0.0 : :
-20.0 -10.0 0.0 10.0 20.0 0.0 20 4.0 6.0 8.0

Fig. 49: L’énergie libre f/B de l'impureté écrantée en fonction de { = —log B
(Bk =1)etde B. v=1/2, z = 7v.
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Supposons tout d’abord que B < Bk (faible champ magnétique). Alors, ¢ > 0, et

Pintégrale f(¢) = 5= [ dw exp(—iw() f(w) n’attrape que le pole en w = —i, d’out la valeur

exacte: f(¢) = —3e"(w = —i)e™. En remplacant ¢ par sa valeur et en remarquant les
compensations qui se produisent entre et (w = —i) et la définition de B, on obtient:
B? tv
B)= —— 4.25
1B = 15 (4.25)

Cette expression est & comparer avec I’équation ([I1.4.8) (dont le domaine de validité est:
T — 0, B~T): en prenant T =0 et N — oo dans cette derniere, on retrouve (f:29)%.

Notons que la forme particulierement simple de (f.25) n’est valable qu'a N = oo,
puisque les corrections en 1/N font apparaitre des poles en —ni (n entier), donc des
puissances (entieres) supérieures de B.

Si B > Bk (fort champ magnétique), au contraire, ¢ < 0 et on s’intéresse au demi-
plan complexe supérieur de la figure i§. Tout d’abord, on attrape le pdle en w = i0 qui
correspond & la valeur limite f({ = —oo) = 7vB; ensuite, on doit tenir compte de la
coupure: on voit qu’on est ramené a calculer 'intégrale

+o0 ; ul /v —u(logu—1)
Bu/ du sin(mu) e%/"e
0 u T —u)(1—u?/v?)

(u = —ivw) avec une prescription pour éviter le pole en v = v. Dans la limite ( — —o0,
celui-ci ne nous intéresse pas car I'intégrale est bien évidemment dominée par le démarrage

de la coupure a u ~ 0; en développant, on obtient:
+oo
BT('V/ due®/" (1 — ulogu 4+ O(u))
0

d’ou finalement

B v v? log[log(B/Bk)] 1
18) = w8 |\~ s~ e m + O aErEe)|

L’interprétation de ce résultat est claire: le développement a B — oo est celui de couplage

faible, autrement dit la liberté asymptotique. Le premier terme wv B, soit plus explicite-
N2
72

I’énergie d’un spin libre dans la représentation f x (yN/7) en champ magnétique B. Les

ment F ~ siny mvB, n’est autre, comme on le vérifie par un calcul explicite, que

deux termes suivants s’identifient au développement perturbatif au premier ordre en la

constante de couplage renormalisée (& I’échelle B), elle-méme développée a deux boucles.

68 1] faut faire attention que les conventions de normalisation du second membre des TBA
ne sont pas les mémes (dans [[IJ], elles ne sont pas adaptées & la limite de grand N). La
correspondance est donnée par: Y (B*)? = (N/2)B?, Tx = 4Ty sin(r/N).
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10 - 4 10 |

fiB
fiB

0.0 I I I 0.0 . |
-20.0 -10.0 0.0 10.0 20.0 0.0 2.0 4.0 6.0 8.0

Fig. 50: L’énergie libre f/B de I'impureté sur-écrantée. v = 1/2, x = wv /2.

60 f 1 60
50 - 1 50
40 b 1 40 b
i) )
30 1 =30+
20 f 1 20 L
10 1 10 //,/
00 ‘ ‘ 00 ‘ ‘ ‘
-20.0 -10.0 OZO 100 200 0.0 20 4.0 6.0 8.0
B

Fig. 51: L’énergie libre f/B de I'impureté sur-écrantée. v =2, x = 7v//2.

e Régime sur-écranté.

On a cette fois: f(z,w) = ;ﬁ?ffg)f( ) avec x < TV.

En faible champ magnétique (B < B), on a deux types de poles: le pole de f(w)
a w = —i et les poles de 1/sinh(mvw) & w = —in/v (n entier). Ceci correspond a la
compétition entre les deux opérateurs perturbants au point fixe infra-rouge. De maniere

générale, on a un développement a petit B du type: (v # 1)

f(B)/B = +nzlcn (B—K)n/y

et selon que ¥ < 1 ou v > 1, c’est le premier terme ou le second qui domine. Quand v = 1,

on a un pdle double, d’ot1 en transformée de Fourier un terme en (e, soit finalement

(B) ~ £ log(B/B).
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Ce résultat confirme que, dans le régime dit sur-écranté, 'impureté est en fait ex-
actement écrantée (au point fixe infra-rouge), puisque son aimantation a petit B est
nulle. En termes de groupe de renormalisation, le point fixe infra-rouge n’est pas le point
de couplage fort (couplage infini), ot I'impureté serait réellement sur-écrantée par les f
saveurs d’électrons; en effet, ce dernier est instable, et le point fixe IR correspond a un
point fixe non-trivial correpondant a une valeur finie du couplage impuretés/électrons.

Ce résultat montre aussi que les exposants critiques a B > 0, T' = 0 sont distincts de
ceux & T'> 0, B ~ T ceci s’explique [04] par le fait que, dans la limite T'— 0 & B fixé,
on “tue” certains modes (ceux qui sont associés au nombre quantique U, (s[(N))) rendus
massifs par le champ magnétique.

En fort champ magnétique (B > Bg), on trouve des résultats identiques au cas
écranté: le comportement dominant est f(B) ~ zB, correspondant a un spin libre
(xN/7) x (yN/m); puis on a des corrections logarithmiques caractéristiques de la lib-
erté asymptotique.

e Régime sous-écranté.

40 4 40 -

fiB
fiB

3.0 I I I 3.0 . |
-20.0 -10.0 0.0 10.0 20.0 0.0 2.0 4.0 6.0 8.0

Fig. 52: L’énergie libre f/B de I'impureté sous-écrantée. v = 1/2, x = 37v.

L’équation ([f.24) montre que f(x,w) a maintenant a la fois des poles en w = £i0 (la
fonction 6(w) contribue aux deux), et des coupures démarrant en w = £i0. On trouve

facilement, par les mémes méthodes que précédemment, que

- by 222

plus les corrections logarithmiques de la liberté asymptotique (ultra-violette et infra-

rouge).
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4.8.4. Lien avec l’approche de théorie conforme de Kondo

Nous allons terminer cette these par une comparaison des deux approches principales
qui ont été développées pour étudier le modele de Kondo: I"approche de I’Ansatz de Bethe
et 'approche de Théorie Conforme avec bord (pour cette derniére, voir la revue [[[00]).
Notons tout de suite que ces deux approches font appel a des mathématiques différentes:
I’'une est liée a I'intégrabilité, donc aux groupes quantiques, tandis que 'autre est liée aux
algebres de Kac—-Moody. Le modele de Kondo sur-écranté fournit un exemple concret de
“dictionnaire” des correspondances entre ces deux approches et les objets mathématiques
associés; nous allons donner certaines de ces correspondances. Ce qui suit se veut étre une
simple suite de remarques sur I’approche de théorie conforme de Kondo, dont certaines
mériteraient sans doute d’étre plus développées.

e Théorie conforme et groupes quantiques.

En dehors des modeles intégrables, les groupes quantiques jouent également un role
important en théorie conforme. Ceci peut paraitre naturel puisque toutes les théories
conformes connues peuvent également étre considérées comme des modeles intégrables.
Cependant, la maniere dont les groupes quantiques apparaissent dans les théories con-
formes (par exemple a travers les relations d’échange et de fusion) ne permet pas de les
relier de fagon évidente a ceux qui apparaissent dans les modeles intégrables. Nous allons
a présent fournir quelques indications sur ce lien dans le cas de la théorie conforme de
WZW SU(N) au niveau f.

Rappelons qu'une des données fondamentales d’une théorie conforme est constituée
par les regles de fusion vérifiées par les opérateurs primaires pour 'algebre de symétrie
de la théorie. Ainsi, dans WZW SU(N) niveau f, lalgebre de symétrie en question
est constituée de deux copies (holomorphe et anti-holomorphe, ou gauche et droite) de
(I’algebre enveloppante de) I'algebre de Kac—Moody SU (V) au niveau f, et les opérateurs
primaires ®p, qui sont indexés par une représentation R de SU(N) dont le tableau de

Young a moins de f colonnes, satisfont symboliquement:
Op®p ~ AL Bp

ou ~ signifie que l'on a gardé les opérateurs primaires qui apparaissent dans le
Développement en Produit d’Opérateurs de ®r et ®r/. La matrice (AR)g/ = Ag][{/
se trouve étre exactement égale a la matrice de produit tensoriel tronqué de la rep R de
Uy (s[(N)) avec ¢ = —exp(—in/(f + N)) [L0T]. Ceci suggere qu’il existe un groupe quan-

tique sous-jacent qui détermine les regles de fusion de WZW. Dans 'esprit de la formule
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(E4), on conjecture que les opérateurs primaires ®g, qui sont dans la représentation
R pour les deux sous-algebres horizontales SU(N)p et SU(N)gr se décomposent en
opérateurs chiraux qui sont eux, des multiplets de la méme représentation R, mais a
la fois pour SU(N) (gauche ou droit selon la chiralité) et pour le groupe quantique
Ug(sl(N)). Cette hypothese est corroborée par la construction explicite des multiplets
de groupe quantique associés aux opérateurs primaires (opérateurs de vertex écrantés
[f02]) dans un Hilbert un peu élargi, de fagon a ce que la symétrie ne soit plus “cachée”.

Une fois cette construction faite, il est tentant d’identifier le groupe quantique
Uq(sI(N)) ainsi obtenu avec celui qui apparait dans 1’Ansatz de Bethe. Rappelons que
ce dernier est la sous-algebre horizontale d’un groupe quantique affine U, (5/(]?)), et qu’il
agit non pas sur les opérateurs de vertex mais sur les états asymptotiques de la théorie,
qui est donc définie sur un espace non-compactifié. En particulier, dans les notations de
la théorie conforme, on peut dire que 'action du groupe quantique affine commute avec
les générateurs L_1 et L_; de 'algebre de Virasoro (quantification “sur le plan”; voir
[[03] pour une remarque similaire sur les Yangiens), mais pas avec Lo et Lo (qui recon-
stitueraient le Hamiltonien si I’on utilisait la quantification “sur le cylindre”). Heureuse-
ment, on constate que la sous-algebre horizontale U, (sl(N)), a, de par la définition de
la gradation (cf remarque sur gradation et “spin” au [2.1.3) un “spin” nul, c’est-a-dire
qu’elle commute aussi avec Ly et Lo, comme il se doit. Ceci revient encore & dire que
la symétrie de groupe quantique (non affine) peut subsister sur un espace compactifié,
comme on l’a déja vu précédemment. Il n’y a donc pas d’obstacle de principe a identifier
le groupe quantique de la théorie conforme et celui de I’Ansatz de Bethe.

e Théorie conforme avec bord et groupes quantiques.

Pour décrire le modele de Kondo, nous avons besoin d’un type de théorie conforme
légerement différent de ce qui a été considéré ci-dessus: une théorie conforme avec bord
[f04]. Considérons donc la théorie de N f fermions libres sur un cylindre de rayon § = 1/T
et de taille finie L (au final L — 00), les conditions aux bords du cylindre étant libres.
Comme nous l'avons déja vu, ces conditions aux bord nous permettent de considérer
une théorie équivalente constituée d’une seule chiralité de fermions; ceci se répercute sur

I’expression de la fonction de partition:

N, (P oD
Z=3" anmoxn xm V@ (4.26)
R,R'r
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(ot R, R, r parcourent les représentations de s (N)f, sl(f) N, u(1)) qui, au lieu d’étre
quadratique en les caracteres, est linéaire en ceux-ci. Les caracteres sont évalués en
e~™/L. Les coefficents ag g/, ont été calculés dans [0F]: d’apres le lien évoqué plus haut
entre représentations de 5/(]?7) s et de Ugy(sl(IV)), il est souhaitable de réinterpréter ces
coefficients en termes de groupes quantiques. Pour cela, nous remarquons que le secteur
de spin, lié a ’algebre 5/(N)f, possede un groupe quantique U, (s(N)), ¢ = —e ="/ (f+N),
tandis que le secteur de saveur lié & 5/(7) ~ Dossede un groupe quantique Uy(sl(f)), avec
le méme ¢. Par dualité rang-niveau, ces deux groupes quantiques ont la méme théorie
de la représentation, et nous pouvons identifier leurs représentations: ceci se reflete dans
les coefficients ap g/, par le fait que ag g/ # 0 implique R’ = R (tableaux de Young
transposés I'un de 'autre). Ceci est un signe — mais pas une démonstration, bien sur
— que la recombinaison des secteurs de saveur et de spin, grace aux coeflicients agr g,
reconstitue une symétrie de groupe quantique cachée, alors que si I’on considere le secteur
de spin isolément, la symétrie n’est apparemment pas cachée.

e Point fize infra-rouge de Kondo et hypothése de fusion.

Continuons sur la voie du paragraphe précédent en essayant de faire le lien avec le
modele de Kondo. Rappelons que dans celui-ci, quand on se ramene de 3 dimensions
d’espace a une seule, on se retrouve avec un systeme de fermions définis sur l'intervalle
[0,L] (L — o0), et 'impureté placée en x = 0. On voit donc que pour incorporer
I'impureté dans le formalisme du paragraphe précédent, il suffit de modifier les condi-
tions aux bords a I'un des bouts du cylindre. Ces dernieres brisent I'invariance conforme
du modele, mais, aux points fixes ultra-violet et infra-rouge, elle est restaurée. Le seul
point fixe non-trivial est le point fixe IR de Kondo sur-écranté, et c’est sur celui-ci que
nous allons nous pencher a présent.

L’impureté sur-écrantée est, on 'a vu, un spin du groupe quantique U,(sl(N));
d’apres le lien évoqué plus haut entre opérateurs primaires et représentations de groupes
quantiques, il est naturel de supposer que I'impureté, dans 'infra-rouge, va modifier la
maniere dont les différentes représentations de 5@) s apparaissent dans la fonction de
partition. Plus précisément, conformément & ce qu’on a vu au [2.3.3, au lieu d’avoir les

conditions aux bords caractéristiques d’une symétrie cachée (spin U, (s[(IV)) total nul,

donc R’ = RT dans la fonction de partition (f=24)), on va avoir un spin total égal &
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celui de I'impureté sur-écrantée (cf figure R6)%?. On aboutit donc & I’hypothése de fusion

suivante: au point fixe IR, la fonction de partition surécrantée est donnée par

N, Sy aD)
Z = Z Ag”aR,R/,TX;” fXj:E/(f)NX;l(l) (427)

R,R',R" r
ou A est la matrice d’adjacence de la rep de 'impureté. Ceci est exactement ['hypothese
de fusion conjecturée dans [[05]. On montre qu’elle donne effectivement les résultats
physiques que l'on attendait au point fixe infra-rouge sur-écranté, et en particulier
I’entropie a température nulle.

Terminons sur un commentaire concernant I’hypothese de fusion: dans tous les
cas que nous avons considérés, la représentation de groupe quantique de 'impureté ha-
billée (IR) s’avere étre la méme, modulo une symétrie de ’algebre des représentations de
Uq(sl(N)), que la représentation SU(N) de I'impureté nue (UV). C’est ce qui a permis
de deviner ’hypothese de fusion appropriée sans avoir a résoudre explicitement le modele
(par I’Ansatz de Bethe par exemple). Cependant, cette coincidence des représentations
n’a pas de raison d’étre maintenue dans le cas, par exemple, d’'impuretés appartenant a
des tableaux de Young non-rectangulaires. Dans ce cas-la, il parait difficile de trouver

I’hypothese de fusion sans avoir déja résolu le modele de fagon indépendante.

69 Cest en ce sens que I'impureté est le facteur “déclenchant” qui met en lumiére la symétrie
cachée Uy (sl(N)).
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Conclusion

Il est a présent temps de tirer quelques conclusions du travail effectué, et de dégager
quelques idées sur les possibilités de développements ultérieurs.

Comme on a pu le voir, ’Ansatz de Bethe est un outil puissant, qui permet de sonder
la physique non-perturbative de modeles de physique bidimensionnelle. Les modeles sol-
ubles ne sont bien str pas arbitraires, mais on peut espérer que bon nombre de propriétés
que I’on observe chez eux, sont présents méme dans des modeles non-intégrables. Citons
également le fait que I’Ansatz de Bethe diagonalise le Hamiltonien de la théorie dans
une base qui a une interprétation naturelle: dans la limite thermodynamique L — oo,
c’est celle des états asymptotiques, composés de (quasi-)particules dont la diffusion est
factorisée. Dans la limite d’échelle relativiste, on retrouve ainsi la vision intuitive des
théories des champs intégrables. Enfin, les Equations d’Ansatz de Bethe Thermody-
namique et les Equations Non-Linéaires Intégrales permettent des calculs explicites de
quantités thermodynamiques.

Cependant, il faut aussi constater les limitations de 1’Ansatz de Bethe. Ainsi, le
développement perturbatif usuel en diagrammes de Feynman, qui correpond par exemple
au développement de haute température de 1’énergie libre des théories asymptotique-
ment libres, est paradoxalement difficile voire infaisable par 1’Ansatz de Bethe; de plus,
I’identification exacte de la constante de couplage renormalisée, et donc de la fonction
(B exacte est généralement impossible, a cause des méthodes de régularisation spéciales
employées pour I’Ansatz de Bethe. Il parait également difficile d’en extraire les fonctions
de corrélation des observables; ceci est d’ailleurs 'objet de recherches actives dans le
domaine des modeles intégrables (facteurs de forme, etc).

Signalons enfin quelques extensions possibles des travaux contenus dans cette these.
Tout d’abord, on peut considérer des généralisations supersymétriques des équations du
chapitre fJ: on a des familles de déformations des super-algebres de Lie, qui donnent
lieu a de nouvelles Equations d’Ansatz de Bethe. Bien que celles-ci aient déja été large-
ment étudiées, il serait intéressant de classifier de maniere générale leurs propriétés, dans
Pesprit de ce qui a été fait au chapitre .

Ensuite, les NLIE présentées au B.3 (pour le modele de Toda affine complexe) doivent
pouvoir s’étendre aux modeles fusionnés; ainsi, le modele a 19 vertex admet une NLIE,
dont il serait intéressant de prendre la limite d’échelle relativiste. La structure des NLIE

doit rester plus simple que celle des TBA correspondantes, mais tout de méme plus
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compliquée que dans le cas non-fusionné: les NLIE sont-elles alors encore des sortes de
“fonctions de comptage physiques” 7 Y a-t-il encore “resommation des magnons” associés
a la symétrie g7 1l y a la une analyse qu’il reste a effectuer.

Venons-en finalement au modele de Kondo généralisé. L’étude qui en a été faite
au est quelque peu incomplete. Tout d’abord, les résultats proposés ne sont pas
tous sous une forme qui ait un sens physique direct: ainsi, il serait intéressant de re-
lier les matrices S impureté/excitations physiques a la résistivité, qui est elle observable
“expérimentalement”. Dans le méme ordre d’idées, il faudrait relier de maniere plus
précise les résultats de I’Ansatz de Bethe avec ceux obtenus par des méthodes de théorie
conforme: ceci suppose de développer plus longuement les considérations du [[.3.4.

Ensuite, il serait intéressant de briser la symétrie SU(f), de fagon a considérer des
saveurs qui ont des couplages d’intensité inégale avec 'impureté. Ce probleme n’est pas
résolu a ’heure actuelle, car il n’est pas évident, si ’on considere des constantes de cou-
plage générique pour chaque saveur, de préserver 'intégrabilité. Cependant, des travaux
récents suggerent que cela est possible, mais cela n’a pas été montré explicitement au
niveau des Equations d’Ansatz de Bethe.

Il reste enfin un cas ou le modele de Kondo généralisé n’a pas été étudié: celui ou
les impuretés appartiennent a des tableaux de Young non-rectangulaires. Le cas non-
rectangulaire présente un intérét particulier; il devrait permettre de tester sur un cas
non-trivial 1'idée intuitive qui se dégage de la solution par I’Ansatz de Bethe (du cas
rectangulaire): I'impureté, au point fixe infra-rouge, et quel que soit le régime, peut étre
considérée comme un complexe formé de I'impureté nue et d’un certain nombre d’électrons

(figure B3).

spin SU(N) e  —— @
I I I I : I I I I
i i
I A oot
oL o
spin SUg(N) F*ﬂ”%*ﬂ”f —_— @ st
IR I B Lo
SOUS-ECRANTAGE SUR-ECRANTAGE

Fig. 53: Impureté nue/impureté écrantée. Sur cette figure, N =5, f = 4. A
gauche, sous-écrantage d’une impureté 3x6; a droite, sur-écrantage d’une impureté
3 x 3. Les boites en pointillé sont les boites des électrons qui vont se coller a
I'impureté.
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Dans le cas rectangulaire sur-écranté, cette vision est indistinguable”’ d’une autre
vision plus naive, qui consiste a dire que le spin SU(N) de I'impureté nue s’est “trans-
formé” en le méme spin U, (s[(N) de 'impureté habillée (et qui conduit & ’hypothese de
fusion). Le cas non-rectangulaire devrait permettre de trancher.

On peut encore utiliser I’Ansatz de Bethe pour résoudre le modele avec impuretés
non-rectangulaires, mais comme I’hypothese de corde n’est alors plus valable, il est impos-
sible d’appliquer le formalisme des BAE continues et des TBA. Cependant, rien n’empéche
de court-circuiter les TBA et d’utiliser directement les équations de fusion. Pour cela, il
est nécessaire de considérer des équations de fusion pour des tableaux non nécessairement
rectangulaires. Ces équations existent, on peut méme en écrire de toutes sortes: reste
a déterminer lesquelles sont utiles, et comment y incorporer l'effet des électrons sur
I'impureté, ce qui doit conduire aux équations de fusion modifiées. Il ne semble pas
y avoir de difficulté particuliere a cette approche, et elle parait donc particulierement

prometteuse.

70 modulo une conjugaison, comme on le voit sur la figure b3, ce qui est peut-étre décelable

dans le signe de certaines expressions.
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Appendice

Dans cet appendice sont regroupés les cinq articles que j’ai écrits durant ma these.
Le premier article [] a été publié: sa référence est Nucl. Phys. B497 (1997), 725. Le sec-
ond article [}, qui est la suite du premier, a été accepté pour publication dans Commun.
Math. Phys. Le troisieme [[]], écrit en collaboration avec N. Andrei, a été accepté dans
Nucl. Phys. B. Le quatrieme [[V] a été accepté dans J. Phys. A. Enfin, le cinquieme [[V]],

écrit avec V. Kazakov, n’a pas encore été soumis.
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http://www.eleves.ens.fr:8080/home/pzinn/these/artic01/artic01.dvi
http://www.eleves.ens.fr:8080/home/pzinn/these/artic02/artic02.dvi
http://www.eleves.ens.fr:8080/home/pzinn/these/artic03/artic03.dvi
http://www.eleves.ens.fr:8080/home/pzinn/these/artic04/artic04.dvi
http://www.eleves.ens.fr:8080/home/pzinn/these/artic05/artic05.dvi
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