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RésuméLe vieillissement est un phénomène présent en systèmes qui n'arrivent pas à équilibrer. Il est
ara
térisé par un 
hangement de la réponse du système en fon
tion de l'instant où on le perturbe.Dans le 
adre d'une introdu
tion au sujet, on présente le vieillissement dans un système bien 
onnu,le modèle d'Ising. Ensuite, on étudie un 
as ave
 désordre. Dernièrement, on présente le trap model,une façon de 
omprendre pourquoi un système vieilli.
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1 Introdu
tionQuand un système est à l'équilibre, les paramètres qui le 
ara
térisent, 
omme la température,n'évoluent pas. En plus, la réa
tion du système à une perturbation au temps tw dépend seulementde l'intervalle de temps t− tw entre la mesure et la perturbation.Pour 
ertains systèmes hors-équilibre qui n'arrivent pas à équilibrer (son temps de relaxationdépend de la taille du système, divergent pour la limite thermodynamique), la situation est totale-ment di�érente : l 'état ma
ros
opique évolue et la réponse aux perturbations dépend non seulementde t − tw, mais du instant tw où la perturbation a été faite. Le système réagit alors di�éremmentave
 son âge : il vieilli.Expérimentalement, 
ela peut être vu dans le temps de relaxation d'un système désordonné.Initialement, le système est à T > Tc et soumis à un 
hamp magnétique : il est alors ferromagnétique.Le système est refroidi à T < Tc sous 
e 
hamp magnétique : il est alors hors-équilibre. Après unintervalle de temps tw, 
e 
hamp est éteint. Dans 
e 
as, la perturbation est justement éteindrele 
hamp magnétique. Il se mesure alors 
omment la magnétisation diminue (
ar le système estdésordonné) jusqu'à son valeur d'équilibre. Le résultat peut être vu sur la �g.(1).

Fig. 1 � Évolution de la magnétisation d'une alliage Ag : Mn2,6% en fon
tion du temps t. Le 
hampa été éteint à t = 0. Le temps tw indique le temps que le système a resté sous le 
hamp magnétique à
T < Tc.

Les 
ourbes montrent le résultat pour de temps d'attente 
roissante. Tout d'abord, on voit quel'évolution dépend du temps qu'on a laissé le système sous le 
hamp magnétique : le système vieilli.Ensuite, on voit que la relaxation vers l'équilibre est de plus en plus lente : le plus âgé le système,le plus lentement il évolue.On peut voir aussi le vieillissement à travers de l'étude de la fon
tion de 
orrélation C(t, tw) entrele système à l'instant t et à l'instant où on applique une perturbation tw. À l'équilibre, le théorèmede �u
tuation dissipation assure que χ(t, tw) = (1 − C(t, tw))/T , où χ(t, tw) =
∫ t

tw
R(t, t′)dt′ estl'intégrale de la réponse linéaire. Cette relation ne doit pas être observée à priori hors équilibre.Dans la �g.(2) on voit l'évolution de la 
ourbe χ versus C pour un système qui arrive à équilibrer.Dans la �g.(3) on voit le 
omportement des systèmes qui vieillissent.2



Fig. 2 � Courbes pour un système hors-équilibre qu'après un temps teq arrive à équilibrer. La 
ourbeasymptotique est alors la droite donnée par le théorème de la �u
tuation-dissipation, notée par la pente
−1/T .

Fig. 3 � Courbes pour un système hors-équilibre qui présente vieillissement. Quelques types de 
ourbesasymptotiques pour tw très long sont montrées (
ourbes notées par −1/T , 
ontinuant en −1/Teff . Onvoit en parti
ulier la 
ourbe 
orrespondant au problème de 
roissan
e des domaines en ligne pointillée.Dans la �g.(2), le système s'appro
he de l'équilibre : pour tw très grand, la 
ourbe asymptotique
orrespond à 
elle du Théorème Flu
tuation-Dissipation. Dans l'autre 
as, la 
ourbe asymptotiqueest très di�érente.On a 
hoisi alors dans 
e rapport d'examiner d'abord le 
as de 
roissan
e des domaines en détail.C'est un exemple simple basé sur le modèle d'Ising où on pourra voir l'évolution de plus en pluslente et on pourra expliquer la forme de la 
ourbe asymptotique montrée dans �g.(3). On verra lasuggestion d'une loi d'é
helle pour la fon
tion de 
orrélation. Ensuite, on verra qu'une loi d'é
helleapparaît aussi pour le 
as du modèle d'Ising sous 
hamp aléatoire à 1d. Finalement, on présenterale trap model, une façon d'expliquer le vieillissement montrant que 
e phénomène a lieu dès que lesystème a des nombreux états métastables profonds.2 Exemple sans désordre : modèle d'IsingDans 
ette se
tion, on s'intéresse à un exemple très simple où on voit déjà le vieillissement.On regarde le bien 
onnu modèle d'Ising en dimension trois sans désordre. On s'intéresse à uneformulation 
ontinue du problème. Pour 
ela, on dé�ne un 
hamp 
orrespondant à la moyenne desspins 
ontenus dans un 
er
le de rayon L :
φ(~x, t) =

1

N

N
∑

i

si .On 
onsidère la situation suivante : initialement, le système est dans sa phase paramagnétique(T > Tc). À l'instant t=0, on met le système à T < Tc. On voudrais alors savoir 
omment le 
hamp3



φ(~x, t) évolue en fon
tion du temps. La dynamique dans 
e 
as est 
onsidérée très amortie et don
respe
te l'équation de Langevin
∂φ(~x, t)

∂t
= − δF [φ]

δφ(~x, t)
+ ξ(~x, t) , (1)où F [φ] est l'énergie libre de Landau-Ginzburg

F [φ] =

∫

d~x

[

1

2
(∇φ)2 − m2

2
φ2 +

g

4
φ4

]

,et ξ(~x, t) est un bruit blan
 gaussien ave
 varian
e réglée par la température.Comme nous partons de l'état paramagnétique, la longueur de 
orrélation entre les spins est�nie. Pour une taille su�samment grande du rayon de 
oarse-graining L, la 
ondition initiale estalors
〈φ(~x, 0)φ(~x′, 0)〉 = ∆δ(~x− ~x′) .Quand le système est dans la phase ferromagnétique, la température joue un r�le se
ondaire,introduisant seulement des �u
tuations dans les amas d'une 
ertaine phase. Son 
omportement estessentiellement le même, dès que T < Tc. On dé
ide alors de mettre T = 0 pour t > 0. Cela permetde simpli�er la dynamique, une fois qu'il n'y a plus de bruit ξ et l'évolution se fait suivant unesimple des
ente gradiente :

∂φ(~x, t)

∂t
= (∇2 +m2)φ(~x, t) − gφ(~x, t)3 .Dans 
et état, on peut voir que les solutions d'équilibre sont φ = ±

√

m2/g. Le problème reste
ependant non-linéaire. On fera l'approximation de Hartree, qui 
onsiste a rempla
er φ(~x, t)3 =
〈φ(~x, t)2〉φ(~x, t). On note que 
omme le problème est invariante par translation, 〈φ(~x, t)2〉 ne dépendpas de ~x. On dé�nit a(t) = m2 − g〈φ(~x, t)2〉. Le problème étant invariant par translation, il peutfa
ilement être résolu dans l'espa
e de Fourier

φ(~k, t) = φ(~k, 0)e−k
2t+

R

t
0
a(t′)dt′ . (2)Pour que a(t) soit auto-
onsistante, 
e résultat doit être substitué dans la dé�nition de a(t), 
equi donne en utilisant le 
onditions initiales

a(t) = m2 − g∆

∫

d~k

(2π)3
e−2k2t+2

R

t
0
a(t′)dt′ . (3)On s'intéresse maintenant au 
as où il a passé un temps très grand après le 
hangement detempérature. Nous sommes alors pro
he de la solution ferromagnétique et 〈φ(~x, t)2〉 = m2/g. Cette
ondition appliquée à (3) implique pour t≫ 1

2

∫ t

0

a(t′)dt′ ≈ 3/2 log(t/t0)ave
 t0 = (m2∆/g)2/3/8π.Nous avons alors une expression fermée pour φ(~k, t) dans la limite de t très grand. On peut alors
al
uler la fon
tion de 
orrélation dans le temps et dans l'espa
e :
〈φ(~x, t)φ(~x′, t′)〉 =

m2

g

(

4tt′

(t+ t′)2

)3/4

e
− (~x−

~x′)2

4(t+t′) (4)pour t′ ≤ t.De 
ette fon
tion, on voit que� pour t et t′ �xes, la fon
tion de 
orrélation dé
roît exponentiellement sur une distan
e |~x −
~x′| ∝

√
t+ t′. La taille typique alors des amas de magnétisation ±

√

m2/g au temps t estproportionnel à √
t� pour ~x− ~x′ aussi grand qu'on veut, mais �xé et pour t très grand, l'exponentielle tends versl'unité. La 
orrélation est alors une fon
tion de t'/t.4



� on garde |~x− ~x′| �xe. Si t = t′ + c, ave
 c≪ t′, t′/t→ 1 dans la limite des grands temps. Lafon
tion de 
orrélation tends alors vers m2/g. Ce la veut dire que même si la distan
e entredeux points est très grand, si on regarde 
ette région pendant un temps �ni les deux pointsauront typiquement la même magnétisation� on garde |~x − ~x′| �xe. Si 
ependant c ≫ t′, t′/t → 0 dans la limite des grands temps. Lafon
tion de 
orrélation tends vers zéro. Cela veut dire que 
haque point appartient à desamas di�érents.Des deux dernières observations, on 
on
lue alors qu'à l'instant t′ le mouvement des parois entreamas est observable à partir d'un temps ≫ t′ : la dynamique du système vers l'équilibre dépendsalors de l'âge t′ du système. L'évolution vers l'équilibre est alors de plus en plus lente.On peut voir 
ette évolution 
omme la des
ente d'un potentiel qui devient de plus en plus plan :la des
ente se fait de plus en plus lentement. Il est d'abord fa
ile à voir que le système arrive àl'équilibre ave
 vitesse nulle : − (dFdt ) = − δF
δφ

∂φ
∂t =

(

∂φ
∂t

). Or, à l'équilibre nous sommes sur unminimum de F et don
 dF/dt = 0, 
e qu'implique ∂φ/∂t = 0.Plus en détail, on peut voir l'évolution du système pro
he du minima de F . Cela revient àévaluer l'hessiane de F et ses valeurs propres. Utilisant l'approximation de Hartree, on arrive à
λmin ≈ −3/4t. Cela veut dire que pour les temps longs, la des
ente vers l'équilibre se fait suivantune dire
tion ave
 valeur propre qui tends vers zéro : de plus en plus lentement.On peut maintenant aussi 
omprendre la 
ourbe asymptotique bleue pointillée (�g.(3)) : pour
t− t′ < t′, la dynamique se passe seulement dans les domaines et 
'est une dynamique d'équilibre,d'où la pente −1/T . Pour t − t′ > t′, 
'est le mouvement des parois qui domine et la 
orrélationtombe a zéro.Dernièrement, on voit que les résultats i
i obtenus sont bien dé
rits par une loi d'é
helle

〈φ(~x, t)φ(~x′, t′)〉 = f

(

|~x− ~x′|
L(t)

,
L(t)

L(t′)

)

, (5)où L(t) est la taille 
ara
téristique des amas à l'instant t (dans notre 
as, L(t) =
√

(t)). On noteque 
ette des
ription est possible seulement dans le 
as L(t)/L(t′) 6= 1. Pour L(t) ≈ L(t′), on auraune simple relaxation des amas vers l'équilibre. Cette des
ription en loi d'é
helle est aussi valablepour d'autres systèmes, 
omme on verra dans la suite.3 Cas désordonnéDans 
ette se
tion, on a 
hoisi de traiter un 
as très parti
ulier de système désordonné quivieilli : le modèle d'Ising sous 
hamp aléatoire à une dimension. Dans 
e 
as simple, la loi d'é
helleprésentée dans (5) est retrouvée analytiquement.Le modèle 
onsiste en une 
haîne de spins 
ouplés par une intera
tion ferromagnétique et soumiseà un 
hamp aléatoire indépendant de moyenne zéro et varian
e h2. L'hamiltonienne est
H = −J

N−1
∑

i=1

sisi+1 −
N
∑

i=1

hisi .Quand la température est nulle, on peut évaluer la taille typique des amas ave
 l'argumentd'Imry-Ma. On fait un bilan énergétique : initialement, 
omme le système est a T = 0, il estentièrement aligné. On applique alors le 
hamp aléatoire. Si on renverse tous les spins d'un amasde taille l, le gain d'énergie sera typiquement −
√
lh. Le 
oût dû aux frontières sera 2J . Les deux
ontributions s'annulent pour Ltyp = 4J2/h2.De 
e résultat, on voit bien qu'à une dimension la phase ordonnée n'est stable ni à T = 0. Lataille 
ara
téristique des amas est 
ependant une fon
tion de la température : pour T > 0, elle vaut

L << Ltyp. On s'intéresse alors à l'évolution d'un système qui passe d'une température T > 0 vers
T = 0 à t = 0.Pour 
ela, il est utile de réé
rire l'hamiltonienne en fon
tion du nombre de parois. On appellera
a les frontières entre spins ± et b le frontières ∓. Le nombre de 
haque type de frontière sera noté
Na et Nb respe
tivement et la position de la i-ème frontière sera ai et bi. L'hamiltonienne sera alorsdonnée par 5



H = −J(N − 1) −
N
∑

i=1

hi + 2J(Na +Nb) +

Na
∑

i

V (ai) −
Nb
∑

i

V (bi) ,où V (x) = −2
∑x
i=1 hi. Un pair de parois a un 
oût 4J ± hi, 
hanger la position d'une paroi a un
oût ±2hi et l'annihilation de deux parois a un 
oût −4J ± hi.Si on a Ltyp petit, on aurait Ltyp/L = 1. Or, dans 
et 
as on a une simple relaxation. On imposealors Ltyp ≫ 1, 
e qui revient au 
as de faible désordre h2 ≪ J . Dans 
e 
as, la dynamique versl'équilibre est la suivante : les parois di�usent dans un potentiel V (x) pour le type a et −V (x) pourle type b. Si elles se ren
ontrent, elles s'annihilent. Elles ne sont jamais 
réés, 
ar 
'est trop 
oûteux.Comme dans la se
tion pré
édente, on s'intéresse à la limite où t est très grand. Dans 
e 
as, lesparois pro
hes ont été déjà annihilées : il ne reste que la di�usion des parois. Celles qui restent ontdi�usé librement pendant un temps t : on voit alors apparaître une distan
e typique entre parois

dS(t) donnée par la distan
e typique sur laquelle di�use une parti
ule dans un potentiel aléatoire
V sur un temps t. La distan
e entre parois dé�nit la taille d'un amas et on a alors L(t) = dS(t).Le problème de la di�usion d'une parti
ule dans un potentiel aléatoire est bien 
onnu. Pour le
as où le potentiel est donné par la somme de variable aléatoires indépendantes de moyenne nulle,
omme dans notre 
as, il est appelé la di�usion de Sinai.On peut estimer dS(t). Pour t′ < t, la paroi passe la plus part du temps piégée dans le puits leplus profond. Sur une distan
e dS(t), le plus profond puits trouvé par la paroi sera de l'ordre de
h
√

dS(t), 
ar V est donné par la somme de variables aléatoires. Le temps de sortie de 
e puits estdonné par la loi d'Arrhenius t = e
h
√

dS(t)

kBT . On 
on
lue alors que L(t) = dS(t) ∝ (T log t)2.Il nous reste maintenant seulement relier 
e résultat ave
 la loi d'é
helle (5). Dans la se
tionpré
édente, sans désordre, on pouvait dire que la barrière d'énergie typique qu'une frontière devaitsurmonter pour bouger était de l'ordre de sa surfa
e. On fera une hypothèse similaire dans le 
asave
 désordre, en disant que l'ordre de grandeur typique d'une barrière d'énergie est Lψ. Si onutilise la loi d'Arrhenius pour estimer le temps de sortie de 
e puits, on arrive a L(t) ∝ (T log t)1/ψ.Or, on vient de trouver le même résultat pour ψ = 1/2. On 
on
lue alors que dans la limite defaible désordre et des temps longs, la fon
tion de 
orrélation pour 
e modèle respe
te la même loid'é
helle (5).4 Trap modelLe trap model est un modèle simpli�é de l'évolution d'un système dans son espa
e de phase. Cemodèle présent du vieillissement et donne don
 une façon de voir pourquoi 
e phénomène a lieudans des vrais systèmes.Tout d'abord, on s'intéresse à un système quel
onque. Son énergie libre possède des nombreuxminima lo
aux. Les mi
roétats 
orrespondants à 
es minima d'énergie sont appelés états méta-stables. Dans nombreux modèles ave
 désordre, il s'avère que l'énergie libre est très rugueuse. On
onsidérera alors que les minima sont des puits profonds. Le système passe alors très peu de tempsnon piégé.Le modèle 
onsiste alors a ne 
onsidérer que 
es états. On néglige en plus la position relative de
es puits dans l'espa
e de phase. On a alors N puits, 
ha
un de profondeur ∆Ei. Le temps que lesystème prends pour sortir de 
e puits est donné par la loi d'Arrhenius τi = τ0e
−∆Ei/T . Une foissorti d'un puits, le système tombe immédiatement au hasard dans un des autres.La question maintenant est attribuer une distribution de probabilité à ∆E et par 
onséquen
e à

τ . On s'inspire du modèle des énergies aléatoire. Dans 
e modèle, l'énergie de 
haque 
on�gurationest tirée au hasard selon une distribution gaussienne de moyenne nulle et varian
e J2. Ce modèleprésente une transition de phase pourT < Tg. Dans 
ette phase, le 
omportement est dominé parquelques états qui se distribuent selon un pro
essus de Poisson e∆E/Tg . Dans d'autres modèles,par exemple le modèle de Sherrington-Kirkpatri
k, on retrouve une forme similaire pour la densitéd'états. Cela nous suggère alors
P (∆E) =

A

T
e

x∆E
T ,où A est une 
onstante et x est une fon
tion de la température.6



La distribution des temps de sortie τ peut être dérivée de P (∆E)d∆E = ψ(τ)dτ . On obtient
ψ(τ) = κτx0 τ

−(1+x) .Cette distribution ne présente pas de moyenne �nie pour x ≤ 1. Appelons t le temps qu'on alaissé le système évoluer. Comme le système passe de piège en piège, on a t =
∑n(t)

i τi, où n(t) estle nombre de pièges que le système a visité jusqu'à t. Comme le premier moment de la distributionde ψ(τ) n'est pas �ni, le théorème du limite 
entral n'est plus valable. On peut en e�et montrer quel'ordre de grandeur de t est le plus grand temps de sortie des pièges que le système a visité τmax.La profondeur typique du plus profond puits visité en n(t) mouvements est donnée par
n(tw)

∫ infty

τmax

ψ(τ)dτ ≈ 1 .En même temps, on a
tw =

n(tw)
∑

i=1

τi ≈ n(tw)

∫ τmax

0

τψ(τ)dτ .On peut alors résoudre 
es deux équations en éliminant n(t) pour le 
as x < 1. On obtient
τmax ≈ t. Cela veut dire qu'à t, les puits ave
 un temps de sortie plus petit que t sont visités,tandis que les autres non. Il y a alors une brisure d'ergodi
ité. Pour le 
as x > 1, on trouve
τmax ∝ (t)1/x ≪ t. Cela veut dire que le système ne reste pas piégé, il visite plusieurs états.Finalement, on voit que pour x < 1 le système vieilli : le système passe la plus parte du tempspiégé, tous les observables physiques sont dominés par les propriétés du plus profond puits visitéjusqu'à t. Il atteint l'équilibre seulement si le nombre de puits est �ni.5 Con
lusionDans 
e rapport on a abordé quelques aspe
ts liés au vieillissement. On a véri�é expli
itementqu'il y a du vieillissement dans deux exemple, ave
 et sans désordre. Dans 
es deux 
as, on voit quel'hypothèse d'une loi d'é
helle pour la fon
tion de 
orrélation se tient. On a aussi présenté le trapmodel pour essayer d'avoir une vision de pourquoi le vieillissement a lieu.Des exemples montrés dans 
e rapport, on voit que le vieillissement est présent en plusieurssystèmes désordonnés, une fois que 
eux 
i possèdent un grand nombre d'états métastables. Ona vu aussi qu'il est fondamental faire des hypothèses à propos de l'évolution des systèmes hors-équilibre (modèle A, dans notre 
as). Les résultats suggèrent aussi d'autres développements dans ledomaine hors-équilibre, 
omme la dé�nition d'une température e�e
tive. En e�et, d'après les �g.(2)et (3), on se demande s'il n'est pas possible de dériver une température e�e
tive pour des systèmeshors-équilibre 
omme la dérivée de la 
ourbe χ(C), par analogie ave
 le 
as d'équilibre. Il s'agitd'un sujet a
tuel de re
her
he [3℄.
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