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Introduction

J'ai e�ectue mon stage de Master 2 au Laboratoire de Physique Theorique
et Hautes Energies (LPTHE) des Universites Pierre et Marie Curie (Paris 6) et
Denis Diderot (Paris 7), sous la direction de Leticia Cugliandolo et de Marco
Picco. Mon travail a porte sur les verres de spin, et plus precisement sur l'etude
des fonctions de correlation dans le modele d'Ewards-Anderson a 3D.

Depuis plusieurs decennies, la communaute scienti�que s'interesse de plus
en plus aux systemes hors-equilibre que l'on rencontre frequemment en matiere
condensee, rheologie, milieux granulaires (pour une presentation generale, voir
[1]) ... Dans le cas des verres de spin qui nous interessent plus particulierement,
nous avons a�aire a des alliages sans propriete magnetique dans lesquels nous in-
jectons des impuretes magnetiques. Ces impuretes sont reparties aleatoirement
dans le milieu et interagissent di�eremment selon leur distance respective, ce qui
cree du desordre magnetique. A haute temperature le systeme peut etre mis a
l'equilibre, mais en le refroidissant il subit une transition vitreuse a la tempera-
ture Tg, au dela de laquelle sa relaxation devient tres lente et non-exponentielle.
Dans de nombreux cas, nous pouvons considerer que les observables ne depen-
dant que d'un seul temps t, telle que l'energie totale du systeme E(t), sont qua-
siment constantes durant l'experience ou la simulation numerique. Ceci etant
insu�sant pour apprehender certains phenomenes tels que le vieillissement, nous
allons utiliser des fonctions de correlation a deux temps t et tw [2] :

C(t, tw) = 〈O(t)O(tw)〉/N (1)

ou N est un facteur de normalisation et 〈...〉 est une moyenne sur di�erentes
conditions initiales. Si le systeme est su�sament grand (ce qui sera notre cas), la
moyenne n'est pas necessaire et on peut simplement ecrire C(t, tw) = O(t)O(tw)/N
pour des temps su�sament longs. Pour les verres de spin le choix naturel de
l'observable est l'aimantation du systeme.

Il existe de nombreux modeles qui tentent d'expliquer les caracteritques des
verres de spin. Dans ce rapport, nous allons considerer celui propose par Edwards
et Anderson (noté EA par la suite)ou les impuretes sont des spins d'Ising si

placees sur les noeuds d'un reseau cubique simple qui interagissent avec leurs
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plus proches voisins. L'Hamiltonien est :

H = −
∑

〈ij〉
Jijsisj (2)

ou Jij est choisie aleatoirement selon une distribution de probabilite de moyenne
nulle et de variance 1. Nous avions le choix entre une distribution gaussienne
et bimodale ; nous avons prefere la premiere car elle evite une degenerescence
arti�cielle de l'etat fondamental mais les conclusions sont les memes dans les
deux cas.
Ce modele nous permet d'ecrire la fonction de correlation globale sous la forme :

C(t, tw) =
1
N

N∑

i=1

si(t)si(tw) (3)

ou N est simplement le nombre total de spin ; on remarque que l'on a bien
C(t, t) = 1.

Les resultats presentes dans ce rapport ont ete obtenus par methode de
Monte-Carlo de typeMetropolis [7] appliquee sur un systeme de taille (60*60*60).
Il est su�samment grand pour pouvoir négliger les problèmes de taille �nie, i.e.
que l'on aurait obtenu les mêmes résultats avec une taille L = 50. De plus, nous
ne pouvions pas prendre beaucoup plus grand car cela aurait ralenti la vitesse
du programme et je n'aurai pas eu assez de temps pour avoir des résultats inté-
ressants en 4 mois.
Dans le cas d'une distribution gaussienne (et de variance 1) du desordre, on
trouve Tg = 0, 92 (cf. [8]) ; apres avoir fait plusieurs essais a T = 0, 3 : 0, 6 : 0, 9,
nous en avons conclu que le meilleur choix est T = 0, 6, car il n'est pas trop
pres de Tg (ou l'on observe moins bien la separation des echelles - cf le prochain
chapitre), ni trop proche de 0 ou la dynamique est trop lente.
*************introduire le plan***********
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1 Correlation globale

1.1 Echelle de correlation
Comme ceci est explique en detail dans [4] et [3], la dynamique de re-

laxation ne peut se comprendre qu'en supposant une separation des echelles
de correlation, i.e. que la fonction de correlation globale est la somme d'une
partie stationnaire et d'une partie hors-equilibre (c'est le phenomene de vieillis-
sement) :

C(t, tw) = CST (t, tw) + CA(t, tw) (4)

On peut comprendre ce principe intuitivement en considerant le phenomene de
croissance de domaine. Refroidissons brusquement un systeme en-dessous de Tg

et de�nissons cet instant comme l'origine des temps. Sa con�guration initiale est
donc totalement aleatoire. Laissons le relaxer pendant tw ; il s'est alors forme des
domaines de taille caracteristique R(tw). Meme si le systeme est toujours hors-
equilibre, les domaines sont localement a l'equilibre (sauf au niveau des frontieres
entre domaines). Soit un temps τ tel que 0 < τ ¿ tw ; les frontieres entre les
domaines n'ont pas eu le temps de beaucoup bouger car R(tw) ∼ R(tw + τ),
c'est pourquoi la relaxation se fait tout d'abord par des �uctuations locales a
l'equilibre et on peut alors ecrire CST (t, tw) = CST (t−tw) (invariance par trans-
lation temporelle). Par contre pour tw ¿ τ , on a R(tw) ¿ R(tw + τ) et nous
retrouvons une dynamique hors-equilibre. Nous comprenons ainsi toute l'utilite
de la fonction de correlation a deux temps.
Ce concept est parfaitement illustre sur la �gure (1) pour des temps tw > 102 ;
pour t . tw, on a une sorte de plateau puis un changement d'echelle a t ≈ tw.
On de�nit le parametre d'ordre d'Edwards-Anderson qEA comme la valeur de
la correlation a cet instant : qEA

∼= C(tw + tw, tw) ≈ 0.75 pour T = 0, 6. Ce
parametre est d'une importance cruciale pour notre etude, car nous voyons que
l'evolution de la fonction de correlation depend de sa valeur par rapport a qEA.
En e�et, pour C(t, tw) < qEA (resp. C(t, tw) > qEA), c'est la partie lente vieillis-
sante CA(t, tw) (resp. la partie rapide stationnaire CST (t− tw)) qui predomine.
La forme de CST (t − tw) est generalement bien donnee par A

(t−tw)α

α [4], où
A et α sont des constantes que nous chercherons a determiner. Par contre, il
existe deux principales possiblites pour CA(t, tw). Pour alleger l'ecriture, notons
Cij = CA(ti, tj). Soient 1 ¿ t3 < t2 < t1 tels que ces trois temps soient suf-
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�samment espaces pour toujours rester dans le regime de vieillissement. Les 2
cas sont alors :

� pour le modele des pieges, au niveau du point critique, il y a ultrametricite,
i.e. que C13 = min (C23 : C12). Le sens physique de cette idee est que soit
la dynamique n'a pas eu le temps de se mettre en place entre t3 et t2 (s'ils
sont proches l'un de l'autre), soit le systeme n'a pas evolue entre t2 et t1
(si cette fois t2 est proche de t1). On peut alors montrer que [5] :

CA(t, tw) = f

(
ln(t− tw)

ln(tw)

)
(5)

. Le lecteur pourra se reporter à l'annexe pour véri�er que l'ultramétricité
apparaît bien de cette loi d'échelle. Le modèle des pièges ne correspond
pas à celui d'EA, mais ce n'est pas une raison pour rejeter d'emblée l'éq.
(5).

� pour des modeles de type champ moyen ou croissance de domaine, on a
ultrametricite seulement si C23 < qEA < C12 (ou vice-versa). Si C12, C23 <
qEA ou C12, C23 > qEA, alors nous avons [1], [3] :

CA(t, tw) = f

(
h(tw)
h(t)

)
(6)

ou h(t) et f(x) sont des fonctions croissantes. On en deduit rapidement
que :

f−1(C13) =
h(t3)
h(t1)

=
h(t3)
h(t2)

h(t2)
h(t1)

= f−1(C12)f−1(C23) (7)

qui est une relation d'isomorphisme par rapport au produit.
Maintenant que nous avons presente les bases necessaires, nous allons dans

un premier temps veri�er la formule (7), ce qui nous permettra de trouver la
fonction f sans s'occuper de h(t). Ensuite nous chercherons quel est le meilleur
scaling entre les equations (5) et (6) sans considerer la partie stationnaire (ce
qui compliquerait notre tache en rajoutant les parametres τ et α a optimiser),
puis nous essaierons d'ameliorer nos resultats en tenant compte de CST (t, tw).

1.2 Véri�cation de l'ultramétricité et de l'isomor-
phisme

D'apres l'éq. (6), la fonction f(x) recherchée doit respecter certaines contraintes.
En l'occurence, pour t → +∞ le systeme n'est plus corrélé avec son passé en
tw ce qui nous donne limt→+∞ CA(t, tw) = 0 ⇒ limx→0 f(x) = 0 en suppo-
sant h(t → +∞) = +∞, ce qui sera toujours le cas. D'apres [4], on peut
écrire C(tw, tw) = 1 = (1 − qEA) + qEA = CST (tw, tw) + CA(tw, tw), ce qui
implique que CA(tw, tw) = f(1) = qEA. La fonction la plus simple qui respecte
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toutes ces conditions est f(x) = qEA xβ = C, ce qui nous donne en l'inversant
f−1(C) = (C/qEA)1/β . En l'appliquant à (7), on trouve la formule :

qEA × C13 = C12 × C23 (8)
que l'on peut véri�er selon la méthode suivante. Comme précisé en introduction,
je suis parti d'un système 3D de taille (60 ∗ 60 ∗ 60), de con�guration initiale
aléatoire, ce qui équivault à un refroidissement brutal de T > Tg (phase parama-
gnétique) à T = 0, 6 < Tg = 0, 92 (phase vitreuse). Le désordre modélisé par les
interactions Jij est tiré d'une distribution de probabilité gaussienne de moyenne
nulle et de variance 1. J'ai tout d'abord lancé mon programme de type Monte-
Carlo pendant 3 semaines, ce qui m'a permis d'aller jusqu'à 9.106 Monte-Carlo
steps (MCs). Dans la suite, je n'écrirai plus MCs par commodité. J'ai reguliè-
rement enregistré la con�guration du système à di�érents temps t. Comme nous
étudions la dynamique de vieillissement, nous n'avons pas besoin d'attendre
l'équilibre comme c'est généralement le cas dans les simulations Monte-Carlo ;
par contre, nos hypothèses ne sont valables qu'à temps longs
********pourquoi ?*************
et nous avons choisi t3 = 5.104 À 1 et t1 = 9.106. Ces 2 temps sont su�sam-
ment éloignées l'un de l'autre pour être sûr de se trouver dans la dynamique
lente de vieillissement. Nous avons ainsi plusieurs valeurs de t2 ∈ [t3 : t1] et
nous pouvons calculer C13, C12 et C23 selon la formule (3). A chaque temps t2
correspond un point (C12, C23) qui nous donne la courbe verte de la �gure (2).
Avant d'aller plus loin, attardons-nous quelques instants sur cette courbe.
Considérons le point le plus haut, où C12 = 1 ; cela veut dire que t1 = t2 = 9.106,
et donc Ct1,t3 = Ct2,t3 ≈ 0, 35 en ce point précis. En diminuant t2, nous des-
cendons le long de la courbe verte et ce qui est remarquable, c'est que C23 reste
constant et �xé à la valeur de C13 ≈ 0, 35 tant que C12 & 0, 75 ≈ qEA. Nous
avons donc C13 = min (C23 : C12) quand C23 < qEA < C12 ; l'ultramétricité est
donc présente là où nous nous y attendions ! De même pour C23 > qEA à droite
de la �gure, on devrait avoir C12 ≈ cst = C13 ; même si c'est moins �agrant,
c'est à peu près correct. Peut-être est-ce parce que le premier temps t2 que nous
avons choisi est trop éloigné de t3 = 5.104 et que nous sommes déjà là où il
y a isomorphisme. Toujours est-il que lorsque C12 et C23 sont plus petits que
qEA, nous n'avons plus ultramétricité puisque C12 et C23 sont plus grands que
C13 ≈ 0, 35.
Pour véri�er s'il y a isomorphisme, nous avons tracé C12 en fonction de C23 sur
cette plage de valeur (C12, C23 < qEA) à l'aide de la formule (8) : C12 = qEA

C13
C23

à C13 �xé. Nous avons fait varier qEA a�n d'optimiser la superposition entre
ces 2 courbes et avons obtenu la courbe rouge pour qEA = 0.785. On voit que
les courbes sont proches l'une de l'autre mais ne se superposent pas parfaite-
ment : je ne pense pas que l'on puisse faire mieux que cela, car la formule (7)
impose une symetrie entre C12 et C23 qui n'est pas rigoureusement presente
dans la courbe numerique. Le résultat est néanmoins satisfaisant et cette pre-
mière étude semble valider les hypothèses d'ultramétricité et d'isomorphisme.
Nous allons maintenant aller un peu plus loin et voir quelle est la forme la plus
adaptée de la fonction h(t) de l'éq. (6).
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1.3 Quelle loi d'échelle h(t) ?
Tout d'abord, véri�ons si la proposition (5) est correcte ? Sur la �gure (3),

nous avons tracé C(t, tw) en fonction de
(

ln(t−tw)
ln(tw)

)
pour di�érents tw et jusqu'à

tmax = 9.106. La théorie prédit que toutes les courbes devraient se superposer,
or ce n'est pas le cas,. Il semble donc que cette loi d'échelle ne soit pas bonne
pour le modèle d'Edwards-Anderson en 3D. Mais qu'en est-il du champ moyen
avec une loi de la forme (6) ?
Le review [1] nous donne plusieurs possiblités :

� h1(t) = lnγ(t/t0) : on retrouve cette loi dans la théorie sur la croissance
de domaine dans un verre de spin.

� h2(t) = exp (lnγ(t/t0)) : cette fonction décrit bien les données expérimen-
tales.

� h3(t) = tγ : cette loi est prédite par la théorie sur la croissance de domaine
dans un ferromagnétique.

Nous allons étudier C(t, tw) = qEA

(
h(tw)
h(t)

)β

, ce qui nous laisse 4 paramètres à
optimiser : qEA, β, t0 et γ. On voit tout de suite que β n'a aucune in�uence sur
les fonctions h1 et h3 car il intervient en exposant avec γ et c'est donc le produit
β × γ qui compte. En ce qui concerne h2, l'in�uence de β peut être compensée
en jouant sur γ et qEA, c'est pourquoi nous allons �xer β = 1 par commodité.
Pour chacune des 3 fonctions h, nous allons considérer 7 courbes di�érentes en
prenant 7 valeurs de tw allant de 5.104 (que nous prenons volontairement très
grand) à 5.105 et avec tmax = 9.106. Dans un premier temps nous laisserons
de côté les tw > 5.105, pour être sûr de toujours avoir tmax − tw À 1. Pour
rendre cette étude quantitative, nous allons calculer pour chacune de ces courbes
la droite de régression C = m × h(tw)

h(t) + p et le coe�cient de corrélation r

correspondant. Les dépendances en γ et en t0 sont liées l'une a l'autre, puisque
si l'on augmente t0, il su�t de diminuer γ pour retrouver de bons coe�cients
r (proche de 1) et p (proche de 0) ; néanmoins, r est légèrement plus proche
de 1 pour γ grand, donc nous avons pris t0 le plus petit possible, i.e. t0 = 1
(en gardant t0 ∈ N). Ce qui est rassurant, c'est que p → 0 ⇔ m → qEA, donc
nous ne sommes pas obligé de faire un compromis entre les 2 coe�cients m et
p ; ils tendent conjointement vers la valeur que nous désirons. Dans les résultats
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ci-dessous, nous donnons la valeur moyenne sur les 7 courbes de m, p et r :

C1(t, tw) =(0, 807± 0, 006)
lnγ(tw/t0)
lnγ(t/t0)

+ (0, 000± 0, 014)

(γ = 2, 038 et 〈r〉 = 0, 9982)

C2(t, tw) =(0, 799± 0, 007)
exp (lnγ(tw/t0))
exp (lnγ(t/t0))

+ (0, 000± 0, 007)

(γ = 0, 519 et 〈r〉 = 0, 9985)

C3(t, tw) =(0, 791± 0, 009)
(

tw
t

)γ

+ (0, 001± 0, 006)

(γ = 0, 146 et 〈r〉 = 0, 9984)

(9)

que l'on peut voir sur les �gures (4) à (6). A chaque fois, la valeur de qEA est
proche de 0, 785 trouvée dans la section précédente. Les coe�cients de corréla-
tion r sont à peu près les mêmes et assez proches de 1 : cela veut dire que les
3 fonctions h(t) décrivent assez bien la dynamique du système pour une valeur
donnée de tw. Ce qui est intéressant, c'est l'écart à la valeur moyenne 〈p〉 ; il
est plus important dans le cas de h1 et nous voyons bien sur la �gure (4) que
les courbes ne se superposent pas, elles sont plus ou moins parallèles entre elles.
Cette loi d'échelle n'est donc pas adéquate. Les deux autres fonctions h2 et h3

donnent un bien meilleur résultat, avec une préférence pour h3(t) = tγ .
Nous pouvons voir que les courbes grises, pour lesquelles tw > 5.105, s'écartent
de plus en plus des autres quand tw augmente, surtout pour h2(t) (celles pour
tw = 3.104 ou 3, 8.104 restent collées aux autres). Mais peut être est-ce parce
que nous avons pour l'instant délibérément mis de côté la partie stationnaire
CST (t− tw) = A

(t−tw)α ? Nous allons maintenant extraire ce terme de nos résul-
tats pour les deux meilleures lois d'échelle h2 et h3.

1.4 La partie stationnaire
La méthode est la même que précédemment, mais cette fois-ci l'axe des or-

données n'est plus seulement C(t, tw), mais CA(t, tw) = C(t, tw) − A
(t−tw)α en

fonction de qEA
h3(tw)
h3(t)

ou qEA

(
h2(tw)
h2(t)

)β

. Nous avons fait réapparaître le coe�-
cient β 6= 1, car il donne de meilleurs résultats. Les coe�cients de corrélation
sont les mêmes mais nous voyons sur les �gures (7) et (8) que la superposition
des courbes est bien meilleure pour la loi en puissance h3(t) = tα, y compris
pour tw > 5.105. De plus, nous trouvons dans ce cas α = 0, 5 qui est la même
valeur que celle donnée dans l'article [4] pour d'autres modèles.

Nous devons rester prudent car le grand nombre de paramètres rend di�cile
leur optimisation ; peut-être est-il possible de faire mieux ? Je pense néanmoins
que nous pouvons conclure que la dynamique lente de vieillissement est bien
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décrite par une loi de puissance :

CST (t− tw) ∝ 1√
t−tw

et CA(t, tw) = qEA

(
tw

t

)γ

où qEA ≈ 0, 78 et γ ≈ 0, 142 (10)

caractéristique d'une approche de type champ moyen ou croissance de domaine.
De plus l'in�uence de la dynamique rapide est notable aux temps courts ; sur
les �gures (6) et (8), les courbes sont nettement plus resserrées en haut à droite
(temps courts) lorsqu'on prend en compte cette partie stationnaire.

Cette étude détaillée nous a permis de mieux comprendre l'évolution tem-
porelle de la fonction de corrélation globale du modèle EA en 3D ; le prochain
chapitre va nous permettre d'aller plus loin en s'intéressant aux �uctuations
locales.
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2 Fluctuations locales

2.1 1er regard sur les pdf ∗ de Cr

La fonction de corrélation locale est dé�nie de la même manière que pour la
fonction globale, i.e. :

Cr(t, tw) =
1

Nr

Nr∑

i=1

si(t)si(tw) (11)

où la somme se fait sur un nombre Nr de spins centrés au point r (coarse-
grained). Dans notre cas, nous choisirons des cubes de côté l < L = 60 et
Nr = l3. Dans un premier temps nous avions simplement divisé notre système
en boîtes de volume l3 côte à côte, mais comme nous allons calculer des dis-
tributions de probabilités, nous avons besoin de su�samment de valeurs pour
avoir une statistique raisonnable ; or, pour un l donné, correspond (L/l)3 boîtes,
soit 8000 valeurs di�érentes de Cr pour l = 3 et seulement 216 pour l = 10,
ce qui n'est pas su�sant. Nous avons donc préféré considérer des boîtes qui se
superposent, décalées seulement d'un spin entre plus proches voisines avec des
conditions aux bords périodiques. Chaque spin est donc le coin de coordonnée
(0, 0, 0) d'une boîte et nous avons ainsi L3 = N = 216000 échantillons, soit
autant que de spins.
***********meilleure explication ?*******
En prenant des spins entiers ±1 nous devons également faire attention la dis-
crétisation de Cr qui peut poser problème pour les petites valeurs de l. En e�et,
considérons 2 boîtes de con�guration quasi-identique où seul un spin change
(il est up dans le 1er cas et down dans le 2me) ; nous aurons donc (éq.11)
C1

r − C2
r = (1 − (−1))/Nr = 2/l3. Cr ne peut donc prendre qu'un nombre �ni

de valeurs entre −1 et 1, espacées de 2/l3. Même si ceci est assez négligeable
pour l ≥ 6 où 2/l3 ≤ 0.01, cela devient gênant pour l = 3 ou 4. Pour dimi-
nuer l'in�uence de cette discrétisation, nous avons décidé de faire intervenir une
moyenne temporelle en dé�nissant une nouvelle valeur du spin à l'instant t.

si(t) ≡ 1
2τ + 1

τ∑

k=−τ

si(t + k) (12)

∗fonction de distribution de probabilité
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où τ ¿ t. Nous prendrons typiquement τ = {1, 11, 101, 1001}.
Avant d'aller plus loin, nous avons voulu véri�er que notre programme donnait
les mêmes résultats que ceux obtenus par H.E. Castillo & al [6] en �g. (16) et
(17) pour un désordre bimodal. Cette article montre que pour de petites tailles
de boîtes (l < ξ(t, tw), la longueur de corrélation), la fonction de distribution de
probabilité (notée pdf) ne dépend que du rapport (t/tw) (à température donnée)
et est toujours piquée en une valeur �xe indépendante de (t/tw).
**********pourquoi le scaling doit marcher ?*******
D'après le résultat du chapitre précédent et l'éq.(10), si la pdf est uniquement
fonction de (t/tw), alors elle est de manière équivalente fonction de C(t, tw)
********(en négligeant la partie stationaire).*******
Or ce n'est pas ce que nous voyons sur la �gure (9), où les 3 courbes ne se super-
posent pas. Pour voir d'où vient ce problème, nous avons tracé de nouvelles pdf
pour d'autres valeurs de C et de tw (par exemple (10)) et avons retrouvé ce que
nous cherchions, i.e. que les pdf sont les mêmes à C �xé. La condition sine qua
non est donc l'hypothèse tw À 1, mais cette méthode nous permet de quanti�er
la valeur limite de tw. D'après la �g.(11), nous voyons le résultat n'est pas bon
pour tw = 103, qu'il s'améliore pour 104 et devient très bon au-dessus de 3.104.
En nous basant sur la �gure (10)), nous considérons comme limite inférieure
5.104 (utilisée en section 1.3), ne pouvant pas monter plus haut a�n de garder
un certain écart avec tmax = 9.106.

Essayons maintenant d'analyser ces courbes. La fonction de corrélation C(t, tw)
de tout le système représente bien sûr la valeur moyenne de la pdf . Pourtant
pour l = 3, le maximum de la pdf est toujours situé au même endroit quelque
soit C (cf. �g. 12). Nous voyons sur la �g.(1) que plus tw est grand, plus le
système passe de temps dans la région C > qEA. Or comme nous travaillons
à tw À 1, nous avons atteint le régime ? ? ? ? ? ? ? ? ? ? ? et il semblerait que
même si la corrélation globale diminue, une grande partie du système reste loca-
lement �gé à C & qEA. De manière logique, lorsque la di�érence t−tw augmente,
la corrélation totale C diminue et le système a plus de temps pour relaxer ; de
moins en moins de boîtes conservent une grande Cr (même si le maximum reste
juste au-dessus de qEA), et la pdf devient de plus en plus plate (courbe bleue).
Nous remarquons également que les valeurs négatives de Cr ne sont pas négli-
geables ; en e�et, pour des boîtes de taille l = 3, les �uctuations thermiques
sont importantes car si nous avons localement beaucoup de spins qui se sont
retournés entre les instants tw et t, il n'y a pas assez d'autres spins dans une
petite boîte pour compenser cet e�et et C devient négatif.
Nous voyons d'ailleurs sur la �gure (13) qu'en augmentant l, la pdf se centre de
plus en plus autour de sa valeur moyenne (ici, C = 0, 50) ; les valeurs négatives
disparaissent petit à petit, le maximum se déplace vers C et l'allure de la pdf
semble devenir de plus en plus gaussienne. Pour l → L = 60, on s'approchera
d'une fonction de Dirac piquée en C, mais les courbes ayant une même valeur
de corrélation globale ne se superposent plus pour de grandes tailles de boîtes
(�g. 14) pourquoi ?. Pour �nir, on remarquera que le changement d'allure de
la pdf semble avoir lieu vers l = 5 ou 6 ; la courbe est moins asymétrique et le
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maximum s'élève de plus en plus. La raison est que les boîtes deviennent plus
grandes que la longueur de corrélation ξ(t, tw) dont nous pouvons ainsi donner
une estimation : ξ ≈ 6 pour cette plage de temps considérée. Nous allons pous-
ser le raisonnement un peu plus loin en essayant de caractériser et d'expliquer
l'allure de cette pdf dans la prochaine section.

2.2 In�uence de la longueur de corrélation ξ
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Annexe

Nous rappelons que t3 < t2 < t1 et que Cij = CA(ti, tj) = f
(

ln(ti−tj)
ln(tj)

)
.

Nous voulons montrer que :

C13 = min ({C12, C23} /t2 ∈ [t3, t1]) (13)

Du fait que CA(t, tw) est une fonction décroissante de t à tw �xé, nous avons
C13 ≤ min ({C12, C23}). Il ne nous reste plus qu'à montrer l'égalité avec l'un des
2 termes. Pour cela, nous devons préciser de quelle manière t2 et t3 se comporte
vis-à-vis de t1 :

t1 − t3 ∼ a tµ3
t2 − t3 ∼ b tν3 (14)

Comme nous nous plaçons à la limite t1 À 1 et que t2 < t1, nous devons imposer
la condition ν < µ. Ces expressions ont l'avantage de rendre Cij indépendant
de ti et tj à la limite tj → +∞ :

C13 = f

(
ln(t1 − t3)

ln(t3)

)
= f

(
ln(a) + µ ln(t3)

ln(t3)

)
−−−−−→
t3→+∞

f(µ)

C23 = f

(
ln(t2 − t3)

ln(t3)

)
= f

(
ln(b) + ν ln(t3)

ln(t3)

)
−−−−−→
t3→+∞

f(ν) (15)

ce qui nous donne,

t1 − t2 = a tµ3 − b tν3 ∼ a tµ3
⇒ C12 = f(µ) = C13 (16)

L'ultramétricité découle ainsi de la formule Cij = f
(

ln(ti−tj)
ln(tj)

)
.
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